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Predhovor

Pruznost a pevnost ako fyzikalna veda je sucastou mechaniky a preto sa niekedy
nazyva mechanika vnutornych sil. Tento odbor, ako aj mnohé iné vedné obory,
vznikol z bezprostrednych praktickych potrieb [udi pri navrhovani a stavbe
konstrukcii, ked inzinier musi v S§tadiu projektovania a navrhovania kons$trukcii, ich
Casti a prvkov volit material a prierezové charakteristiky tak, aby konsStrukcia
spolahlivo odolavala pésobeniu vonkajsich sil, t. j. aby bola zaru€ena jej bezpecna
prevadzka.

UcCebnica je urCena predovsSetkym Studentom strojnickych fakult technickych
univerzit, kde na bakalarskom stupni 3tudia je predmet Pruznost a pevnost
zakladny profilovy predmet. Predpoklada vedomosti z vysokoSkolskej matematiky,
nauky o materidloch, statiky afyziky. Jej obsah je zvoleny tak, aby pokryval
sucasné sylaby tohto predmetu na vacsine strojnickych fakult na Slovensku, ktoré
sa pocas prestavby na dvojstupfové studium vyznamne zmenili. Na fakultach, kde
ostal tento predmet vrozsahu dvoch semestrov, bude potrebné doplnit
nadvazujucu ucebnicu Aplikovana pruznost a pevnost.

Uc€ebnica nadvazuje na skripta Silovsky — Oliva: Pruznost a pevnost I., Il., (1968)
a Puchner a kol.: Pruznost a pevnost ., Il. (1978) s ohfadom na dnesny rozsah
a obsah vyucby tohto predmetu na bakalarskom stupni Studia. Integruje skusenosti
pedagogov Slovenskej technickej univerzity, ako bol najma prof. Puchner, prof.
Vadovi¢, doc. Kamensky, doc. Tesaf, doc. Ben€a, doc. Podébradsky, prof.
Elesztds a dal$i, podas vyse piatich desatrodi vyuky tohto predmetu. Pristupom
k rieSeniu jednotlivych druhov namahania a definovanim vypoctovych postupov
vychadza zfundamentalnej ucebnice Timoshenko: Pruznost a pevnost ., Il
(1951). Celkovo obsahuje 9 kapitol. V Uvode su definované zakladné pojmy tejto
nauky, ktorym je venovana vacSia pozornost, dalej nasleduju postupy vypoctu
vnutornych sil, napati a deformacii pre zakladné druhy namahania. Zavere¢né dve
kapitoly su venované kombinaciam zakladnych druhov namahania a strate stability
prutov.

V kazdej kapitole je niekofko prikladov ilustrujucich pouzitie odvodenych vztahov.

Za poslednou kapitolou su struéné Zivotopisy vyznamnych osobnosti, ktoré prispeli
do nauky Pruznosti a pevnosti a ktori boli v tejto uebnici spominani. U€ebnica
pruznosti a pevnosti, tak ako cela tato nauka, ma za ciel nielen odovzdat
vedomosti z mechaniky tuhych telies vo forme pristupnej Studentom, ale
vypestovat u nich zruénost’ v pocitani priebehov namahania jednoduchych prvkov
konstrukcii a dokazat' ich pevnostne posudit resp. dimenzovat. S tymto ciefom je
za vacsinou kapitolou autotest predstavujuci niekolko otazok a prikladov



vyzadujucich samostatné pocitanie. Verime, Ze Studentom pomdézu pri Studiu
a priprave na skusku.
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1 ZAKLADNE POJMY

Uvodom je potrebné zorientovat sa v systéme vednych disciplin. Kde mozno
zaradit nauku o Pruznosti a pevnosti? UrCite sme na pdde fyziky, ako vidno
Z nasledujucej schémy:

FYZIKA==r=> mechanika == mechanika tuhych telies
—r=p statika
—> mechanika pruznych telies
L kinematika
—> mechanika tekutin
=» dynamika
—p termomechanika
—p pruznost
—p biomechanika a pevnost
o
. o
—> optika o
—p elektrina a magnetizmus
L molekulova fyzika a termodynamika

Kinematika a dynamika su €asti mechaniky, ktoré skiumaju pohybové stavy telies
s kladnym poctom stupriov volnosti. *

Statika je Cast mechaniky, ktord skuma stav telies s poctom stupriov volnosti
rovnym nule, pricom telesa skima ako dokonale tuhé.

Pruznost a pevnost skuma stav telies s pocCtom stupfiov volnosti rovnym
a mensim ako nula, priCom telesa sa mo6zu deformovat.

Pre uplnost' edte treba pripomenut naj¢astejSie druhy vazieb (Obr. 1), ktoré
budeme pouzivat pri modeloch telies v nauke o Pruznosti a pevnosti:

* Stupfiom volnosti ozna€ujeme nezavisly smer a spésob pohybu. V priestore ma teleso moinost
translatného pohybu v smere troch nezdvislych osi a rotacného pohybu okolo tychto osi — t. j.
6 stupnov volnosti. V rovine ma 3 stupne volnosti — translac¢ny pohyb v smere dvoch nezavislych osi
a rotaciu v tejto rovine.



Posuvny kib
odobraté stupne volnosti: 1

zostavajuce stupne vofnosti: 2

Pevny kib
odobraté stupne volnosti: 2

zostavajuce stupne volnosti: 1

Votknutie
odobraté stupne volnosti: 3

zostavajuce stupne volnosti: 0

Posuvné votknutie
odobraté stupne volnosti: 2

zostavajuce stupne volnosti: 1

Obr. 1. Zakladné druhy vézieb.




1.1 Pojem napitia a deformacie

Ak chceme pochopit fyzikalne pozadie pojmu napatie, musime sa pozriet az do
atomovej Struktury materialu. Sily, ktoré pésobia medzi atbmami, su znazornené
na Obr. 1. Su to elektromagnetické sily medzi elektrénovymi obalmi atémov
a menia sa so vzdialenostou medzi atbmami — pri velkej vzdialenosti (vzhfadom
na ich rozmery) prevladaju pritazlivé sily, pri menSich vzdialenostiach naopak
prudko narastaju odpudivé sily. Toto nastavenie medziatémovych sil umoznuje
vytvarat’ vazby medzi atdbmami a na druhej strane brani ich fuzii.
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Obr. 2. Silové p6sobenie medzi dvoma cCasticami v zavislosti od ich vzdialenosti

Sledujme teraz spravanie sa dvoch atdmov, z ktorych jeden bude pevne spojeny
s pociatkom suradného systému (poloha 1) a druhy bude volny v relativne velkej
vzdialenosti od prvého atomu (Obr. 2.). Pritazlivé sily previadajuce v tejto
vzdialenosti pritiahnu vzdialeny atom, ktory sa bude pohybovat smerom k atému
spojenému s pociatkom suradného systému az do takej blizkosti, ked ho odpudivé
sily zastavia a posunu do vzdialenosti, v ktorej opat’ za¢nu prevladat pritazlivé sily,
ktoré ho pritiahnu. Tento proces sa bude opakovat az do ustalenia sa polohy
druhého atomu vo vzdialenosti a,, predstavujucej rovnovahu pritazlivych
a odpudivych sil. V tejto rovnovaznej vzdialenosti, ktora ma pre kazdy material inu
hodnotu, zotrvavaju atomy v nezatazenom stave.

Vychylenie druhého atomu ztejto rovnovaznej polohy mozno dosiahnut vo
vSeobecnosti troma sposobmi:

a) posobenim vonkajsej sily F; v smere horizontalnom (Obr. 3.), ktora vychylenim
atobmu zrovnovaznej polohy 2 do polohy 2° spbsobi vznik pridavnej
medziatdmovej sily o velkosti N.

Pdsobenim vonkajsej sily F=XF; na vS8etkych n-atobmov v rovine prierezu i+1
vyvolame vyslednu horizontalnu silu v zataZzenom priereze o velkosti:



Ak vonkajsia sila F pbsobila v smere normaly k rovine prierezu, tak vysledna
medziatomova sila N bude sila normalova (osova).
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Obr. 3. Vznik pridavnej medziatomovej sily medzi: a) dvoma atomami,
b)dvoma rovinami atémov



b) pbésobenim vonkajSej sily F v smere vertikalnom, ktora vychylenim atému
z rovnovaznej polohy spbsobi vznik pridavnej medziatomovej sily o velkosti T;.
Analogicky pdsobenim vonkajSej sily F=XF, na vSetkych n-atémov v rovine
prierezu i+1 vyvolame vyslednu vertikalnu silu v zatazenom priereze o velkosti

T=Zn:Tl.
i=1

Ak vonkajdia sila F pobsobila v smere tangencialnom k rovine prierezu, tak
vysledna medziatomova sila T bude sila tangencialna (priecna).

¢) pbsobenim vonkajSim momentom M (dvojicou sil), ktory vychylenim atému
z rovnovaznej polohy spdsobi vznik pridavného medziatbmového momentu
o velkosti M;.
Analogicky pésobenim vonkajsim momentom M=XM; na vSetkych n-atémov
vrovine prierezu i+1 vyvolame vysledny moment v zatazenom priereze
o velkosti

M= ﬁMi
i=1

Ak vonkajSi moment M pésobil vrovine prie€neho rezu, tak vysledny
medziatdbmovy moment M bude kruatiaci (oznacujeme ho M), v pripade jeho
pbésobenia v rovine pozdizneho rezu bude vysledny medziatémovy moment
ohybovy (oznaéujeme ho M,).

Z tejto schémy vzajomného silového pdsobenia atomov vidime, Ze v dbsledku
pbsobenia vonkajsSich sil su atomy vychylované z kfudovych (rovnovaznych)
poléh, ¢o ma za nasledok vznik pridavnych medziatémovych sil rézneho smeru
a konfiguracie N, T, My, M,, ktoré spolo€ne nazyvame vnutorné silové veli€iny.

Vo vSeobecnosti mbézeme zaviest’ porovnavaciu veliinu — t. j. napatie - v tvare
pomernej veli€iny

vautornavelicina

napdtie = — -
charakteristika prierezu

UrCovanie priebehov vnutornych silovych veli€in a vypocet napati v prierezoch
budeme rozoberat’ postupne pre jednotlivé druhy namahania.
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Definicia napétia

Vnutorné sily mozno zistit metédou mysleného rezu. Ak je teleso zatazené
vonkajSimi silami a urobime vriom mysleny rez, pre zachovanie rovnovahy
musime vilozit do roviny rezu vnutorné sily (vyslednice medziatémovych sil
v rovine rezu) — silu vSeobecného smeru F a moment M (Obr. 4.).

Obrazok 4. Mysleny rez v telese s vyslednicami sil a momentov

Pre odrezanu Cast telesa s vloZzenymi vnutornymi silami musia platit statické
podmienky rovnovahy — pre rovinnu sustavu sil napr. v tvare:

SF,=0 SF,=0 SM=0 (1.3)

Tento postup ndm umozni zistovat priebehy vnatornych sil pozdiz skimaného
telesa. Pre zistenie rozloZenia vnutornych sil v priereze bude potrebné v rezovej
rovine vyfat element AS (Obr. 5.). Na tento element plochy pripada ¢ast vnutornej
sily AF.

Obr. 5. Rez zatazenym telesom

11



Velkost vnutornej sily v kazdom bode telesa je ur€ena jej intenzitou resp. napatim,
ktoré je definované ako €ast vnutorne;j sily pripadajuca na jednotkovu plochu
_4F

P AS
Pri vS8eobecnom rozdeleni vnutornej sily v priereze je potrebné napatie definovat
pomocou limity

AF

P= Jérﬂo AS (1.4)
Pre jednoduchS$iu pracu s napatim bude vyhodnejSie rozkladat ho do smeru
normaly a smeru dotyCnice k rovine rezu (Obr. 6.).
Normalovu zlozku vSeobecného napatia v priereze nazyvame normalovym
napatim o, ktoré budeme oznacovat vzhfadom na rovnobeznost’ so suradnicovou
osou oy. Zlozku vSeobecného napatia do smeru doty€nice k rovine rezu nazyvame
tangencialnym (Smykovym) napatim z,. Toto v8eobecne orientované napatie bude
vyhodné rozlozZit do zloZiek rovnobeznych so suradnicovymi osami. Smykové
napatie potom oznacujeme dvoma indexami tak, Ze prvy index znamena normalu
k elementu plochy a druhy udava os, s ktorou je Smykové napatie rovnobezné.

Obr. 6. Rozklad na zloZky napétia

Zlozky napati maju charakter vektorov, takze plati:

p=w/of+rzz (1.5)

Deformaciou telesa oznaCujeme zmenu jeho tvaru. Vo vSeobecnosti definujeme
len dva druhy deformacie:
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e zmena dizky,
e zmena uhla

Akukolvek zmenu tvaru telesa od vonkajSieho zataZenia mozZno voéi jeho
pdvodnému tvaru opisat’ len tymito dvoma druhmi deformacie — zmenou dizky a
zmenou uhla.

Zmena dizky

Ty¢ namahana tahom sa predlzuje. Diferencialne maly element, vybraty vo
vzdialenosti x o hribke dx, sa vplyvom vnatornych sil prediZi o Adx (Obr. 7.).

%2

dx

Adx

|
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I
.} | [y
1
|
1
I
1
I
1

lF
Obr. 7. Zmena dizky
Pomer
A
odx
sa nazyva pomerné prediZenie.

& (1.6)

Zmena uhla
Rovinny pravouhly element so stranami dx a dy sa vplyvom tangencialnej sily
zdeformuje tak, ako ukazuje Obr. 8.

dy

—_
—
dy

i

Obr. 8. Deforméacia uhla

Zmenu uhla mozno vyjadrit vztahom
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gy =
gy dy

za predpokladu, Ze dy'=dy. Tento predpoklad je dobre splneny pri malych
velkostiach uhla y. Vtedy mozno napisat’ vztah v tvare
tgy =y =24 (1.7)
dy
ktory predstavuje pomerné skosenie (uhlové pretvorenie).
Deformacie budeme predpokladat’ spojité, premenné od bodu k bodu, nemeniace
sa skokom ale elementarnymi prirastkami. Deformacie (pomerné prediZzenie aj

uhlové skosenie) predpokladame malé oproti rozmerom telies, vtedy
s dostato€nou presnostou plati:

(1i 5)2 =1+2¢

siny =tgy =y (1.8)
Ak by deformacie neboli malé, potom by sa poCas zatazenia nezanedbatelne
menila konfiguracia zatazujucich sil, €o by znamenalo nelinearitu medzi zatazenim
a deformaciou aj pre linearny material. Klasicki tedriu pruznosti dokonale

pruznych latok, ktoré sa riadia Hookovym zakonom, nazyvame preto ,linearna
teoria“.
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1.2 Zakladné druhy namahania

Z hladiska vnutornych sil a deformacii, ktoré zatazenia v prevadzke spdsobuju,
rozoznavame 4 zakladné druhy namahania, ktoré pribliZime na konStrukcii
Studentského monopostu formula SAE (STU Bratislava 2009):

1. tah (tlak)

O jednoduchom tahu alebo tlaku hovorime vtedy, ked vonkajSie zatazenie
spOsobi v prie€nom reze telesa len normalovu (osovu) silu N.

2. Smyk

O jednoduchom 3Smyku hovorime vtedy, ked vonkajSie zatazenie spbsobi
v prie€nom reze telesa len tangencialnu (prie¢nu) silu T.

15
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3. kratenie

O jednoduchom kruteni hovorime vtedy, ked vonkajSie zataZenie spdsobi
v prie€nom reze telesa len moment M (oznaujeme ho M), ktory pdsobi
v rovine priec¢neho rezu.

4. ohyb

O jednoduchom ohybe hovorime vtedy, ked vonkajSie zatazenie spbsobi
v prieénom reze telesa len moment M, ktory pdsobi v rovine pozdizneho rezu.
V praxi sa vSak takyto pripad vyskytuje len velmi zriedkavo, preto o namahani
v ohybe budeme hovorit vtedy, ked vonkajSie zatazenie spdsobi v prie€hom
reze moment M (oznaCujme ho M,) a tangencialnu (priecnu) silu T.

16



Z hladiska ¢asového priebehu mézu tieto namahania prebiehat

o [MPa}|

140 —

. o — W\’“’/—

T ¥ T T
. o 2 e t[s]

- staticky - dynamicky - cyklicky

V tejto u€ebnici sa budeme zaoberat len takymi druhmi zatazenia, ktoré su
Z hladiska ¢asového priebehu statické.
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1.3 Charakteristiky materialu

Pri natiahnuti gumeného valCeka a ocelového valCeka rovnakou silou bude
vysledny zdeformovany tvar odliSny pre kazdy material. Rovnako aj sila potrebna
na rovnaké prediZenie tychto valéekov bude odlisna. Celkovy deformaény stav
a zodpovedajuca velkost napéati budu preto zavisiet od druhu materialu, resp. od
jeho mechanickych vlastnosti.

Zakladné pevnostné a deformacné charakteristiky materialu sa ziskavaju tahovou
skuskou, ktora sa realizuje pomocou trhacieho stroja. Realizaciu a vyhodnotenie
takychto skusok upravuje norma STN EN 10002-1. Pre spravne a uplné
vyhodnotenie tahovej skusky je nevyhnutny suCasny zaznam meranej sily
a zodpovedajucej deformacie, ktora sa musi merat snimaom deformacie
(meranie celkového predizovania skuSobnej vzorky je nepostacujuce). Vysledky
merani uplnych tahovych diagramov su zobrazené na Obr. 9.

Z tahového diagramu (Obr. 9d) mozno ziskat dblezité pevnostné parametre
materialu — medzu klzu oy, a medzu pevnosti o;,.."

Medzou pevnosti materialu sa oznacuje napatie, ziskané ako maximalna sila
dosiahnuta pri tahovej skuske, delena pbévodnou velkostou prierezu skusanej
vzorky.

Medza klzu je pri nelegovanych oceliach charakterizovana bodom poklesu
zatazujucej sily pri stupajucej deformacii ajej nasledujucim narastom (horna
adolnd medza klzu), pri legovanych oceliach a nezeleznych materidloch sa
definuje ako napatie zodpovedajuce plastickej deformacii o velkosti 0,2 % na
tahovom diagrame.

Délezitou charakteristikou materialu je tzv. Youngov modul pruznosti v tahu E,
ktory mozno ziskat' ako tangens uhla sklonu linearnej oblasti tahového diagramu
medzi napatim a pomernym predizenim. Této linearna oblast zavislosti napatia na
pomernom prediZeni je pre mechaniku poddajnych telies velmi délezita a opisuje
sa tzv. Hookovym zakonom v tvare

oc=FL¢ (1.9)

kde konStanta E nadobuda pre kazdy material inu hodnotu. Pre ocele budeme
uvazovat' s hodnotou

E=210000MPa.

* V materialovych normach sa medza klzu oznaéuje Re a medza pevnosti Rm. V mechanike sa
pismenom R oznacuju silové reakcie, preto pouZzivame symbol pre napatie.

18



A
[e3
[MPa]
1000
900
»
800
G
[MPa]
700
400
600
300 500
400
200
300
200
100
100
0 | ' ' ] > 0 T T T T T T >
0 0.02 0.04 0.06 oos &[] 0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1 012 &l-]
al b/
4
o
4 Opt |
400 H
I3
[MPa]|
300 |
300 H
N Gkt+
200 | 200
100 7 100
1 tgu=E
(0}
0 T T T T >0 T T T T >
0 0.02 0.04 0.08 008 g [~ 0 0.02 0.04 0.06 0.08 €
c/ d/

Obr 9. Tahové diagramy a) nelegovana ocel: b) legované ocel’ ¢) hlinikova zliatina

d) charakteristiky materiélu v tahovom diagrame
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Fyzikalny rozmer Youngovho modulu pruznosti je zhodny s rozmerom napatia,
pretoZze pomerné prediZenie je bezrozmerna veligina. Ak v rovnici (1.5) polozime
€ = 1, tak modul pruznosti E = o, t. j. Youngov modul pruznosti je sila delena
podiato&nou velkostou prierezu, potrebna na prediZenie priamej tyée sledovaného
materialu na dvojnasobnu dizku (vtedy € = 1).

Ak je modul pruznosti urcitého materialu vo vSetkych smeroch rovnaky, hovorime
0 izotropnom materiali. Pri anizotropnych materidloch je naopak modul pruZnosti
zavisly od smeru zataZovania. Ocele mdéZeme vo vSeobecnosti povaZovat za
izotropné a homogénne materialy.

Pri skuske tahom sa vSak material nielen predizi, ale aj zUzi (deformuje sa aj
vdvoch kolmych smeroch). Situaciu mozno dobre zobrazit a opisat na
elementarnom hranole o rozmeroch dx, dy, dz, vybratého zo skusobnej ty&e (Obr.
10.).

.
—
—
Lo T . X
o 1 - .

- H"'-lr"'--’ ik b
I.g'_i_ . )

- LS
&

Obr. 10. Priestorova deformacia pri jednoosovom tahu

Deformacia v smere zatazenia je dana Hookovym zakonom

Deformacie v kolmych smeroch mozno vyjadrit’ vztahmi

g, =—VE g, =—0.E,

y x z
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kde kon$tanta v sa nazyva Poissonovo €islo materidlu aje definované ako
zaporne vzaty pomer prieéneho ziZenia k pozdiznemu predizeniu

v=—2 (1.10)

Poissonovo C€islo je vzdy kladné a bezrozmerné a pre ocele ma hodnotu 0,3.
Hodnoty tejto druhej dblezitej materialovej konStanty pre ostatné kovové
a nekovové materialy su uvedené v Tab.1.

Podobny diagram ako pri skuske tahom mozZno ziskat' pri skuske krutenim, kde je
potrebné su€asne merat zatazujuci kratiaci moment a zodpovedajuci uhol
skrutenia. Na zavislosti mykového napatia a uhlového pretvorenia (Obr. 11.) je
potom vidiet charakteristiky materialu v krdateni — medzu klzu v krateni, medzu
pevnosti v krateni. Linearna oblast’ diagramu sa da rovnako opisat rovnicou

=Gy (1.11)

ktora je pre izotropné materidly len priamym ddésledkom Hookovho zakona.
Konstanta G sa oznacCuje ako modul pruznosti v Smyku a pre ocel nadobuda
hodnotu G = 80 000 MPa.

4
T

[MPa]

300 —

=Gy

200 —

100 —

tgp=G

0 T | T | T
0 0.01 0.02 v[-1

Obr. 11. Diagram pri zataZeni ocelovej trubky kratenim
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Hodnoty Youngovho modulu pruznosti

a niektorych nekovovych materialov su v Tab.1.

a pevnostnych vlastnosti

kovovych

Taburka 1. Pevnostné charakteristiky a materialové konstanty kovovych materialov

O« (Re) 0, (Rm) E G L

[MPa] [MPa] [10°MPa] [10°MPa] []
Ocel 200-1000 350-1500 2,1 0,8 0,3
Tvarna liatina | 210-480 330-800 1,7 0,45 0,275
Siva liatina 100-250 120-300 0,75-1,3 0,45 0,26
Med' 60 220 1,1 0,48 0,34
Hlinik 25-70 65-100 0,69 0,26 0,345
Horcik - - 0,45 0,17 0,29
Dural 140-310 190-580 0,7 0,27 0,35
Bronz 100-500 210-730 0,7-1,05 0,4 0,31-0,35
Mosadz 150-500 200-800 1,05 0,35 0,3-0,4
Titan 250 340 1,1 0,4 0,32
Wolfram 525+800 720-+-3000 4,11 1,61 0,28
Platina 480 800 1,68 0,61 0,38
Nikel 140 320 1,7-2,1 0,76 0,31
Mangan 400 475 2,0 0,8 0,24
Vanad 776 800 1,26 0,47 0,32- 0,36
Chrom - 282 2,79 1,15 0,21
Iridium 234 623 5,28 2,1 0,26
Molybdén - 784+980 3,29 2,0 0,5
Striebro - 150 0,83 0,3 0,37
Zlato - 229 0,78 0,27 0,44
Cin - 30 0,5 0,18 0,39
Platina - 350 1,68 0,61 0,38

Pevnostné charakteristiky a materialové kons$tanty nekovovych materialov

o (Re) Oy (Rm) E G V)
[MPa] [MPa] [10°MPa] [10°MPa] [-]
Drevo - 95-225 | 0,1-0,12(0,005- 0,006 0,3
0,01 - rovnob)

Guma - 3-25 10-100MPa - 0,45-0,5
Plast - 25-65 0,015-0,035 -
Sklenné - 2400- 0,7-0,8 0,28 0,24
vlakna 4500
Uhlikové - 3900- 2,4-4,3 - -
vlakna 5500
Betodn (tah) - 0,5-5 0,15-0,25 0,42.E 0,2
Epoxy - 55-80 0,035-0,1 - -
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1.4 Pevnostna kontrola, dimenzovanie

Cieflom kazdého konStruktéra je navrhovat funkéné konStrukcie, ktoré su aj
bezpeCné a spolahlivé. Posudenie bezpeCnosti konstrukcie robime formou
pevnostnej kontroly, v pripade navrhu konStrukcie uplathujeme tzv.
dimenzovanie.

Pevnostna kontrola suciastky alebo konstrukcie vyzaduje znalost dvoch
rozhodujucich hodnét napati:

¢ maximalnej hodnoty napétia v najviac namahanom priereze suciastky,
resp. konstrukcie
¢ hodnotu dovoleného napéatia pre pouzity material

Najdenie najviac namahaného prierezu sucCiastky alebo konStrukcie bude
vysledkom ur€ovania priebehu vnutornych sil v jednotlivych prierezoch suciastok,
ktoré postupne ukazeme pre vsSetky zakladné druhy namahania. V jednotlivych
prierezoch odvodime rozlozenie kazdej z vnutornych sil, t. j. napéatia.

Hodnotu dovoleného napétia oznacujeme oy,,. Je dand pomerom medzného
napatia pre dany materidl atyp konStrukcie a miery bezpelnosti pre danu
konstrukciu. Medznym napatim v redlnej prevadzke strojnych konstrukcii byva
najCastejSie uvazovana medza klzu oy ako hranica medzi pruznymi a trvalymi
deformaciami 2, pretoZe v prevadzke strojov aich &asti nie je pripustna trvala
zmena rozmerov. VoCi medznej hodnote napadtia musi mat konStrukcia
pozadovanu rezervu, ktoru oznalujeme ako miera bezpecnosti s. Pevnostna
podmienka ma potom tvar

(¢

max < G dov max —

resp. o <%. (1.12)

S
Pomocou rovnice (1.12) vykonavame tzv. pevnostnd kontrolu suciastky alebo
konStrukcie v najviac namahanom priereze. Z tejto podmienky v Stadiu navrhu
resp. projektovania konsStrukcie mozno ur€it rozmer prierezu alebo niektoru
charakteristiku prierezu, Comu hovorime dimenzovanie.

Uvedeny postup sa zvyCajne oznacCuje ako metdda dovolenych napati. V praxi sa
niekedy pouziva aj metdéda dovolenych zataZeni, ked su normou predpisané
maximalne dovolené hodnoty vnutornych sil pre posudzované konstrukcie, resp.
konstrukéné prvky. t. .

2V niektorych pripadoch sa ako medzné napitie pouziva aj medza pevnosti materiélu, napr. pri
tlakovych nadobach, tlakovych potrubiach a pod.
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F
F,  <F, resp. F, <~ (1.13)

m max
S

kde Fy je normované zataZenie a s je miera bezpec€nosti.

S tymto pristupom sa stretneme pri strate stability pratov v poslednej kapitole tejto
uCebnice.

Miera bezpec€nosti je spravidla dana normou pre prisludny typ konstrukcie, resp.
suciastky a charakter jej prevadzky. Vo vSeobecnosti miera bezpecnosti pokryva
pretazenie konStrukcie, ktoré okolnosti v prevadzke dovolia. Napriklad miera
bezpec€nosti nosnych prvkov vytahov byva vysoka (s=10), aby vylucila ohrozenie
zivota. Na druhej strane miera bezpecnosti nosnych prvkov mostovych konstrukcii
byva relativne nizka (s~1,2+1,5), pretoze rozhodujucu Cast zatazenia predstavuje
vlastna tiaz mosta, ktora sa v prevadzke neméze zmenit.
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2 TAH, TLAK
2.1 Ulohy prostého tahu

Namahanie tahom resp. tlakom vznika pri pdsobeni zataZujucej sily v smere
normaly prierezu, resp. v smere spojnice tazisk prierezov. V désledku tohto
zat'aZenia vznika v priereze jedina vnutorna sila — normalova (osova) sila N.

V praxi sa so zatazenim jednoduchym tahom pripadne tlakom stretdvame pri
nosnych pilieroch, prvkoch streSnych a Zeriavovych konstrukcii, skrutkovych
spojoch, rotujucich ramenach a pod.

Od osovych sil poCitame v priereze normalové napéatie. V priereze posobi toto
napatie na elemente plochy v smere normaly a ¢o do velkosti musi platit

[o.,ds=N,,,
(S)

PretoZze osova sila pdsobi ako vysledna vnutorna sila v priereze telesa, sposobi
rovnaku deformaciu (posunutie) celého prierezu. Velkost normalového napétia tak
musi byt v kazdom bode prierezu rovnaka (Obr. 2.1b), t. j.

a.de=N:>a=ﬁ (2.1)
(S) S

Deforméaciou pri namahani tahom (tlakom) je prediZzenie (skratenie), ktoré
odvodime z definicie pomerného prediZenia (Obr. 1.6.):

£, =A—dx:>Adx:gx.dx
dx

Celkové predizenie vypo&itame ako sudet elementarnych predizeni

UX

[Ade= [ de=al=[—dx= I;V;‘de (2.2)

(1) (1) (1) (1)~ x

Priklad 1: Pre ty¢ na Obr. 2.1. vypocitajte priebeh normalovych sil a priebeh
napétia na celej dizke | a vypoéitajte jej celkové predizenie.

Priebeh vnutornych veli€in vySetrujeme metédou mysleného rezu, ktora spocCiva
vo vlozZeni prisluchajucich vnutornych veli€¢in do potrebného poctu rezov a ich
uréenie z podmienky rovnovahy odrezanej Casti. Potrebny pocet myslenych rezov
zavisi od poctu skokovych zmien zatazenia, prierezu, pripadne materialu.
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N(x) . ]

a) X b)
Obr. 2.1. Mysleny rez a napétia v prute namahanom tahovou silou

V nasom pripade stacCi urobit jeden mysleny rez vo vzdialenosti x od volného
konca, ako je na Obr. 2.1., do ktorého je potrebné viozit' kladnu osovu silu N(x)
(p6sobi v smere normaly von z rezu). Podmienka rovnovahy pre odrezanu ¢ast je

N

(x)—F:O = N

o =1
Vysledok mysleného rezu plati na celej dizke tyée xe(0,l), pretoze sa zatazenie,
prierez ani material pozdiz tyée nemenia.

Tento postup pouzitia metdédy mysleného rezu sa da unifikovat do postupu
vySetrovania ktorejkolvek vnutornej veli€iny:

Osova sila (prie¢na sila, moment) v danom myslenom reze sa rovna suctu
vSetkych vonkajsSich osovych sil (prie€nych sil, momentov) po jednej strane
mysleného rezu.

V pripade urCovania osovych sil v priereze plati dohoda, ze pokial vonkajSia
zatazujuca sila smeruje von z mysleného rezu, spdsobuje tahové namahanie
a davame jej znamienko plus, v opatnom smere spdsobuje tlak a davame jej
znamienko minus.

Priebeh napétia pozdiz rezu je potom
N

O =g =

(x) E
S(x) S
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4 N=F G=F/S

)
1)

»

I NK)  o(x)

Obr. 2.2. Priebehy osovych sil a napéti k prikladu 1
Celkové prediZenie vypo&itame zo vztahu (2.2)

Al:ij ao= [ =L
SETASET T SE

()

Priklad 2. Vypoditajte a znazornite priebeh osovych sil a napéti pozdiz tiahla na
Obr. 2.3., pri ktorom je potrebné uvazovat aj vlastnu tiaz p. Vypocitajte aj celkové
prediZenie tiahla.

p#0

»ld

|
|
|
|
|
S 2 i
|
|
|
|
|

Sy |
Ve

Obr. 2.3. Tiahlo k prikladu 2

Priebeh osovych sil vySetrime v dvoch myslenych rezoch:
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x,€(l21): N, )= F + pgSil + pgSy(x, 1)
Priebeh napati v tychto rezoch bude

o, = New) —£+pgx
(x) Sl Sl 1

rF 3 X F 3
: X| F+pgi(S+S) FIS:+pgi(S,*S.)/S,
i i p#0 7/
|
|
- i
|
S,
l ! F/S,+pgl
|
i
~ i
i
v |5 F/s, .
lF o(x)
Obr. 2.4 .Priebehy namahania
Ny, F S
O,y = =—+ pg—Lti+pg(x,—1)

S5 s S5

Celkové predizenie tiahla je potrebné vypoéitat integrovanim rovnice (2.2) pre

obidva uUseky, t. j.

/ 2/

AZZAll-FAlZ:IF—i_pgSlxl dxl+J.F+pgSll+'0gS2(x2_l)dx2

1

2
Al:ﬂ i+i +& 1+i
E\S S, E S,

ES,
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Priklad 3. Vypoditajte a znazornite priebeh osovych sil a napati pozdiz tiahla
kuZelového prierezu na Obr. 2.5., ktoré je zataZené vlastnou tiaZzou a vonkajSou
silou F. Vypogitajte aj celkové prediZenie tiahla.

So

p=0

Obr. 2.5. Tiahlo s linearnou zmenou prierezu k prikladu 3

3
el0,//3):N,_,= 1S 0L = St , kde sme vyuZzili podobnost’ trojuholnikov
M€ (%) = 320N a2
3
e(l/31):N,, ,=F+ ésm)xng =F+ ‘2);2

N(xz) FZZ pgxz
%)= g T g2 + 3
(x)  SoXa

Celkové predizenie ziskame integraciou na dvoch tsekoch pruta:

1/3 / 1/3 /
N, Ny oo
0 1 1/3

i on
6E  S,E
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Vo vyslednom prediZzeni prvy &len predstavuje predizenie spésobené viastnou
tiazou pruta a druhy élen predstavuje predizenie spésobené vonkajsou silou F.

X A XA

F+pgS,//3 FIS,+pgl/3
f
|
|
]

@ ] =
F+pgS,//81 9F/S,+pgl/9
+
D7 pas,i81 0gll9
N(x) a(x)

Obr. 2.6. Priebehy osovych sil a napéti po vyske pruta

2.2 Namahanie odstredivou silou

Jedinu vnutornu silu v priereze pdsobiacu v smere normdly — t. j. namahanie
Cistym tahom spbsobuje aj odstrediva sila pdsobiaca napr. na lopatky, rotujuce
ramena, resp. na tenkostenny rotujuci prstenec.

Priklad 4. Vypocitajte a znazornite priebeh napatia, ktoré vznikne v rotujucom
ramene konstantného prierezu tvaru obdiZnika hxb pri rotacii uhlovou rychlostou
(Obr. 2.7). Vypotitajte predizenie ramena.

N(x) C(x)

b4

Obr. 2.7. Rotujuce rameno

Priebeh normalovej sily uréime pomocou jedného mysleného rezu:
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X
x€(0r,=11): Ny = Gy = g’ = phibx(r, == Jo*

Priebeh napétia pozdiz ramena je potom dany rovnicou

o) = h(Z) = pa’x(r, _E); y 121
: O(ro-r1) = PO —
2
Ow

A

Obr. 2.8. Graficky priebeh napétia pozdiz rotujuceho ramena.
PrediZenie ramena vypo&itame z rovnice (2.2):

r2—-rl

N 2593 2 3
Nr = J. (x) dx:% J- px(rz—g)a)zdx: yo [0 27’2 3”'2]’14'1’1
0

2F 3

SE
(0

Priklad 5. Tenkostenny prstenec rotuje uhlovou rychlostou . Vypocitajte priebeh
napatia v stene prstenca (Obr. 2.9.). Vypocditajte zvacSenie polomeru vplyvom
rotacie.

Vo venci vznikne len normalové napatie (z Obr. 2.10. je zrejmé, zZe pritomnost
Smykovych napati by znamenala nespojiti deformaciu a preto sa musia rovnat
nule) apri tenkostennom prstenci ho modzeme povazovat za rovnomerne
rozlozené po hrubke prstenca.
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a) b)

Obr. 2.9. Rotujuci prstenec a rovnovaha sil

Obr. 2.10. Nespajita deformacia rotujiceho prstenca v pripade existencie
Smykovych napéti

Napétie urCime zrovnovahy sil na elemente vybranom z rotujuceho prstenca
(Obr. 2.9b.):

dC = ohidp = o =<
htd g

Odstrediva sila p6sobiaca na element je

dC=dm,,re’ = prdgthr o’ = po*r*thdp
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Po dosadeni do predoSlej rovnice dostavame velkost normalového napétia v stene
prstenca
o= pa)2r2

Je potrebné si vSimnut, Ze normalové napatie v stene prstenca nezavisi od plochy

prierezu. Jeho znizenie tak mozno dosiahnut znizenim otacok pripadne hustoty
materialu, nie vSak zva¢Senim prierezu prstenca.

Zvacsenie polomeru prstenca vypocitame zo zvacsenia jeho obvodu. Pre pomerné
prediZenie v smere obvodu (tangencialne) plati

o = 2n(r+A4r)=-2m _ Ar

t

2mr r
VyuZzitim Hookovho zédkona dostavame

2.3
o L 4T POT
r E E E

2.3 Konstrukcie s pratovym prvkom

V kons&trukénej praxi sa Casto vyskytuju prvky, ktoré su ur€ené na prenos vyluéne
tahového, pripadne tlakového namahania, uloZzené na koncoch kibovymi vazbami.
Takéto konstrukéné prvky nazyvame praty. Prut namahany vyluéne normalovou
silou je idealny konstruk&ny prvok, ku ktorému sa skuto¢né pruty len blizZia.

Charakteristické vlastnosti pruta su:

e dizka vyrazne prevladajica nad prie¢nymi rozmermi
e nizka ohybova aj torzna tuhost
e nizka tuhost vazieb v koncovych bodoch

Takéto prvky sa vyskytuju na konstrukciach mostov, striech, Zeriavov, ramoch
pretekarskych automobilov a pod.

Pre prut konstantného prierezu plati, Ze jeho predizenie

N.

Al:_[ &) dx:—N dx:—NZ (2.3)
S, E SE SE

(1)~ (*) (1)
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Praty byvaju zatazené osamelymi silami resp. spojite rozloZzenymi zatazeniami
(napr. vlastna tiaz), ale aj vyrobnou nepresnostou a nerovhomernym ohriatim
konstrukcie.

Priklad 6: Vypocitajte sily v pratoch, ktoré vzniknu po zatazeni konstrukcie na
Obr. 2.11. silou F. Vypocitajte zvislé posunutie styCnika C.

E,S, @

% ]

Obr. 2.11. KonStrukcia s prutovymi prvkami k prikladu 6

Sustava je staticky urcita. Sily v pratoch uréime po uvolneni sty€énika C tak, ze
praty nahradime silami, ktorymi pésobia na tento spoloény bod. Podmienky
rovnovahy sty€nika C su:

ZFx =0:N,-N,cosa=0
> F,=0:N,sina~F =0

: S . F
Z druhej rovnice je priamo sila v prate 1: N, = —
sina
Po dosadeni do prvej rovnice dostavame aj silu v prate 2: N, = —
ga

Zvislé posunutie styénika C ur€ime z deformacného obrazka. Pruty pri zatazeni
sustavy silou F opisuju kruznice okolo bodu pripojenia. PrediZenia pratov oproti ich
celkovej dizke su v8ak len zlomky percenta amenej, preto ich pohyb
nahradzujeme pohybom po doty&nici ku kruznici, €im sa cely deformaény obrazok
aj vypocet sil v prutoch vyrazne zjednodus$i (Obr. 2.12). Prat 1 sa teda po zatazeni
predlzuje o 4l; a prat 2 sa skracuje o 4l .
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Al

Al,
tga

Obr. 2.12. Deformac¢na podmienka

Al

Z deformaéného obrazka vidiet, ze zvislé posunutie sty¢nika C mbézeme vypocitat

ako sucet dvoch stran vo vyznacenych trojuholnikoch:

Al ALy

Ye X
smo  tga

Po dosadeni za predizenia prutov dostavame:

Fl Fli Fl 1 1
Ye =0 +

= + =
ES;sin*a  ES,g’a E\S;sina S,tg’a

35



Prutové prvky spojené tuhym telesom

Priklad 7: Dokonale tuhé teleso je okrem kibovej podpery zavesené na dvoch
prutoch podla Obr. 2.13. Vypocitajte sily v pratoch pri zatazeni celej sustavy silou
F.

/ /2 2

L

7y
v
Fy

v

Obr. 2.13. KonStrukcia s pratovymi prvkami k prikladu 7

Sustava s dvoma prutovymi prvkami je staticky neurcita, nie je v3ak potrebné
uvolnit vSetky vazby. Sustavu uvolnime len diastoCne — tuhé teleso nechame
vlavo v bode A ukotvené a uvolnime ho od pruatov, t. j. nahradime uc&inky pratov na
tuhé teleso silami (sily pésobia v smere prutov, pretoze prut prenasa len osové
zatazenie) — Obr. 2.14.

? / 112 12

Obr. 2.14. Uvolnenie a deformacia sustavy
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Pre takto ciastoCne uvolnené tuhé teleso mdéZzeme napisat jednu podmienku
rovnovahy — rovnovahu momentov k podpere A:

3
Y M, =0: Nysina.2l+N, sinaul—F~1=0 (a)
Druhu podmienku potrebnu na vypocet sil v pratoch zostavime z deformacie
sustavy:
Z podobnosti trojuholnikov, ktoré vytvara nato¢ené tuhé teleso mézeme napisat’

A Al

sina.2l B sina.l

Tato rovnica je pre danu sustavu deformaénou podmienkou. Dosadenim za
prediZenia prutov (rov. 2.3)

ES ES
dostaneme po uprave vztah N;=2N, (b)

RieSenim sustavy rovnic a), b) dostavame sily v jednotlivych prutoch:

F F
S5sina 10sin o

Zat'azenie silami od vyrobnej nepresnosti

Snaha o presnost’ vyroby ma kladny vplyv na pripadné sily, ktoré su do sustavy
vnesené pri jej montazi. Relativne malé nepresnosti (z pohladu namahania
skratenia alebo prediZenia pratov) vyvolaji vysoké hodnoty sil po montazi, ktoré
sa potom superponuju s dodatoénym uZzitoCnym zatazenim sustavy.

Priklad 8: Pre konstrukciu na Obr. 2.15 tvorenu tuhym telesom zavesenom na
dvoch pratovych prvkoch vypocitajte sily, ktoré vzniknu v pratoch po montazi
sustavy, nakolko prut 1 je vyrobeny o A kratSi (A je na Obr. 2.15 neumerne
zvacsené z dovodu prehladnosti, v skutoCnosti je ovelfa mensSie ako ).
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Obr. 2.15. KonStrukcia s pratovymi prvkami s vyrobnou nepresnostou k prikladu 8

Po nasilnej montazi vznikne statiky neurditd sustava s dvoma pratovymi prvkami,
ktoré sa ustalia v polohe podla Obr. 2.16. Deformaéna podmienka sustavy
vyjadrena vo forme podobnosti trojuholnikov (vytvorenych tuhym telesom pred
a po montazi) bude mat tvar

sinal 21

Obr. 2.16. Uvolnenie a deformacia sustavy
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Po dosadeni za prediZenia prutov a tprave dostavame rovnicu

N, AES _ﬂ
sin’ 1 2/ 2

: (@)

kde dizka pruta 2 je z geometrie sustavy rovna l/sine.

Podmienka rovnovahy momentov k bodu A pre d¢iastoéne uvolnenu sustavu
s tuhym telesom je

D M, =0: N2-N,sinal=0 (b)

RieSenim tejto sustavy rovnic dostavame sily v prutovych prvkoch po montazi
o velkosti

AES AES
4 » M= 1 sina
l( 3 +1) ZZ( ,—+ J
sin° a sin o 4

Zat’azenie od teploty

N1=

Ak je Cast sustavy, resp. konstrukcie pod vplyvom zvySenej alebo zniZzenej teploty,
tepelna roztaznost mdze spbsobit’ pridavné namahanie celej konstrukcie. Zmenu
teploty méze spbsobit prudenie tekutiny s rozdielnou teplotou oproti ostatnym
Castiam konstrukcie, chemicka reakcia s uvolnenim tepla, ohriatie sinkom po
odstraneni Casti izolacie a pod.

Priklad 9: Vypocitajte sily v pratoch, ktoré vzniknu v sustave na Obr. 2.17 po
ohriati prata 1 o teplotu AT.

Obr. 2.17. KonStrukcia s pratovymi prvkami k prikladu 9
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Ohriatim prata 1 odpojeného od sustavy sa tento prediZi o hodnotu danu teplotnou

roztaznostou materialu

kde o je teplotny suginitel dizkovej roztaznosti (Tab. 2).

Al = ddAT

Tabulka2 Hodnoty sudéinitelov dizkovej roztaznosti pre niektoré kovy

Material a; [x10°/°CY] Material o [x10° /°CY]
Hlinik 2,25 Mosadz 1,85

Bronz 1,75 Ocefl 1,2

Med 1,65 Liatina 1,04

Pruat je po prediZzeni vyvolanom ohriatim dIh&i a naspat do ststavy ho pripojime za
cenu vnesenia sil do nej. Stav deformacie sustavy po ohriati prata je na Obr. 2.18.

a mbéZzeme napisat deformaénu podmienku sustavy v tvare

21

sina.l

o
.

pr_Y

A 4

Po dosadeni za prediZenia pratov a Gprave dostavame rovnicu

N
Al 145 /

Obr. 2.18. Uvolnenie a deformacia sustavy
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2N,

sino

AlESAT - N, =

Momentova podmienka rovnovahy sustavy kbodu A po jej CEiastoénom
uvofneni ma tvar

Y M, =0: -N2+N,sinal=0

RieSenim tejto sustavy rovnic dostavame sily v prutovych prvkoch vyvolanych
ohrevom pruta 1 o velkosti

. 2 .
N, = aESATs;n o N, = 2aESATzsma
4+5in“ o 4+sin” o
Autotest
IS
1,2S 1,2S
AT
[ ] F
F Y
¢Ds
Obr. a) Obr. b) Obr. c)

1. Vypoditajte velkosti sil v prutoch spoloéne zatazenych silou F na Obr. a).

2. Po odkopani kratkeho Useku potrubia a odkryti izolacie sa potrubie (Ds = 500
mm, hribka steny t = 20 mm) ohreje 0 AT = 25 °C. Aké sily a aké napatia vzniknu
v potrubi (Obr. b) ?

3. Definujte veli€inu v (Poissonovo €islo) graficky aj analyticky.

4. Definujte veli€inu E (Youngov modul pruznosti) graficky aj analyticky.
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5. Navrhnite potrebny priemer pruta kruhového prierezu zatazeného na konci silou
F (Obr. c). O kolko treba prut ohriat (AT = ?), aby sa prediZil o rovnaku velkost ako
od sily F (er = &)? Aké napatie vznikne v prute pri ohriati 0 AT = ?

1. N, =2/3F, N,=F/3

2.0=E.a. AT =63 MPa, F = 1978 kN

4F S.
, AT:ESF,0T=O
n.0o), a

5.d2
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3 KVADRATICKE MOMENTY PLOCH

Pre uréenie napatia v priereze, jeho velkosti a rozloZenia, budeme potrebovat aj
iné charakteristiky prierezu, ako bola velkost plochy pri namahani tahom a tlakom.
Pri daldich druhoch namahania budu potrebné kvadratické momenty pléch.

V dynamike sa pouzivaju momenty zotrvacnosti telies, ktoré su tzv. hmotnymi
momentmi zotrvaénosti (zavisia od hmotnosti telies). Tieto momenty vyjadruju
mieru zotrvacnych vlastnosti pri pohybe telies. V nauke o pruznosti a pevnosti sa
niekedy nespravne oznacCuju kvadratické momenty pléch ako momenty
zotrvacnosti. Toto oznacenie vyplynulo z ich podstaty, ktora je podobna ako pri
momentoch v dynamike — vyjadruju zotrvaénost v zatazujucom stave alebo mieru
odporu voci zmene stavu zatazenia. VhodnejSie pomenovanie je preto kvadratické
momenty pléch.

Pre plochu (rovinnu) su definované Styri zakladné kvadratické momenty (Obr. 3.1):

J. = | y%dS
(S) y
J, = |z%ds z
(S) _ds
r'y
2
J,= | p°dS
(S) P y S
D, = j yzdS  (3.1) '
(S) z

Obr. 3.1. Definicia kvadratickych momentov pléch

Kvadratické momenty plochy J, a J, charakterizuju rozlozenie plochy okolo osi z
resp. y. S ohladom na ich dalSie pouzitie mozno povedat, zZe kvadratické momenty
J, resp. J, kvantifikuju odpor prierezovej plochy voci ohybu okolo prislusnej osi
zresp.y.

Kvadraticky moment J, sa nazyva polarny kvadraticky moment plochy. Z Obr. 3.1
je zrejmé, Zze p*= y*+ z° a teda
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2 2 2 2
Jpzj(y 2 )dS:jy dS+jz dS=J.+J, (3.2)
S S S

Polarny kvadraticky moment plochy charakterizuje rozlozenie plochy okolo
vztazného bodu (vztaznym bodom O a sprievodi¢om je dany polarny suradnicovy
systém) a vyjadruje tak odpor plochy vodéi kruteniu (dvojica sil so stredom O).

Deviatny moment Dy, je zmieSany moment plochy a mbze nadobudat’ kladné aj
zaporné hodnoty (na rozdiel od kvadratickych momentov J, a J,, ktoré m6zu byt
len kladné). Ak aspon jedna z osi z,y je osou symetrie, deviatny moment plochy
sa rovna nule (Obr. 3.2):

(=]

Obr. 3.2. Symetricky prierez k osi y
hz b hz b hz
D, = IyzdS - I Iyzdydz _ jydyjzdz - Iydy[bz —(-b)?]=0
S —h, —b —h,  —b —h

Z definicie kvadratickych momentov pléch vyplyvaju niektoré ich zaujimavé
vlastnosti:

e integral je aditivna funkcia, t. j. integral suctu &lenov sa rovna suctu
integralov jednotlivych &lenov — ak plochu rozdelime na viacero Casti,
celkovy kvadraticky moment sa bude rovnat su¢tu momentov jednotlivych
Casti, teda
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n n n

Jz = le‘]zi > ‘]y Z‘]yi ? Jp = Zin ? DZy = ZD zyi

i=1 i=1 i=1

e kvadraticky moment J, , resp. J, sa posuvanim plochy pozdiz osi z, resp. y
nemeni,
o k osiam symetrie plochy je deviaCny moment nulovy.

Ak osi z alebo y budu prechadzat taZiskom plochy, budeme ich nazyvat centralne
osi zotrvacnosti a kvadratické momenty k tymto osiam ako centralne kvadratické
momenty plochy.

Osi prechadzajuce taziskom, ku ktorym budu kvadratické momenty nadobudat
extrémne hodnoty (najvacSia hodnota, najmensia hodnota) nazyvame hlavné
centralne osi zotrvaénosti a hodnoty kvadratickych momentov k tymto osiam ako
hlavné centralne kvadratické momenty plochy.

Ak os, ku ktorej urCujeme kvadraticky moment plochy, je osou symetrie
a prechadza taziskom — je zaroven aj hlavnou centralnou osou zotrvaénosti
a druha takato os je na fiu kolma. Napriklad kruhova plocha alebo Stvorec maiju
vSetky osi prechadzajuce taziskom osami symetrie a ku vSetkym osiam je
hodnota kvadratického momentu plochy rovnaka. Obdiznikova plocha méa dve osi
symetrie prechadzajuce taziskom, preto su to zaroven hlavné centralne osi
zotrvagnosti a momenty k nim hlavné centralne kvadratické momenty plochy.

Hodnoty tychto kvadratickych momentov teraz odvodime.
Kvadraticky moment obdiznika

V ploche tvaru obdiZnika so stranami bxh vyberieme elementarnu plochu o $irke
dy vo vzdialenosti y od osi z prechadzajucej taziskom (Obr. 3.3). Kvadraticky
moment k osi z vyjadrime z definicie rov.(3.1) ako integral momentov takychto
elementarnych pléch, t. j.

h/2 3 h/2 h3 1
J. = IyZdS:2 jyzbdyzzb Yl op
3] 83 12

(S) 0

Rovnakym postupom odvodime kvadraticky moment obdiZnikovej plochy k osi y,
t. .

b/2 3 h/2 b3 1

J = IzzdS=ZIzzhdy=2h i R Y Ry YA

y 3 83 12
(S) 0 0
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ds dy

.

Obr. 3.3. Kvadraticky moment obdiznikového prierezu

Z odvodenych vztahov je zrejmé, Ze velkost kvadratického momentu obdiznika
k osi rastie s tretou mocninou kolmej strany k tejto osi.

Kvadraticky moment kruhu

yA

V ploche tvaru kruhu so  stredom

dS O a priemerom D vyberieme elementarnu
plochu tvaru prstenca s elementarnou
dp hrubkou dp a polomerom p (Obr. 3.4).

Kvadraticky polarny moment kbodu O
vyjadrime z definicie (3.1) ako integral
Z momentov takychto elementarnych ploch, t. j.

v

Obr. 3.4. Kvadraticky moment kruhoveého prierezu

J =I 2dS=J' 20mdp =27 P | o T
r (S)p Op pap 4 164 32
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Z rovnice (3.2) J, = J,+Jy pre kruhovu plochu, ktora ma ku vSetkym osiam rovnaky
kvadraticky moment, plati

Kvadraticky moment trojuholnika

Plochu tvaru rovnoramenného trojuholnika so zakladriou dizky a a ramenami dizky
b s uhlami pri zakladni o velkosti o rozdelime vySkou na dva pravouhlé trojuholniky
a vyberieme elementarnu plochu vySky dy aSirky b(y) (Obr. 3.5). Z definicie
kvadratického momentu plochy k osi z sa kvadraticky moment elementarnej plochy
rovna

y 4
dy| é
i ©
1
b >
y
a Ot\ a " >
O
a Z

Obr. 3.5. Kvadraticky moment trojuholnikového prierezu

J, = I y2ds =_[y2b(y)dy
(S) 0

Sirku elementarnej plochy dS vyjadrime z podobnosti trojuholnikov:

by)_a _ ppy=r=2,
v—y 2v 2v

Kvadraticky moment rovhoramenného trojuholnika k osi z potom bude

‘ _ p 3 4
JZZZJ‘)/'ZV yadyzg-‘-yz(v—yﬁyzﬁ y_v_y_ —
0 2.v ve v| 3 4 0
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Kvadratické momenty plochy k rovhobeznym osiam (Steinerova veta)

y Y

Obr. 3.6. Kvadratické momenty k posunutym osiam

Kvadraticky moment plochy S k posunutej osi z je podla definicie

J. = [vias
(S)

Z Obr. 3.6 je zrejmé, Ze os z je posunuta voci osi z rovnobezne o hodnotu m, teda
po dosadeni zay =y + m bude

J. = j (y+m)2dS = ijdS+2m Ide+m2 IdS
(S) (S) (S) (S)

Pretoze de:S, IyzdS:JZ a jde:O (staticky moment plochy k osi
(S) (S) (S)

prechadzajucej taziskom sa rovna nule), dostaneme matematické vyjadrenie

Steinerovej vety pre kvadraticky moment plochy k rovnobezne posunutej osi

v tvare
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J. =J, +m*S (3.3)
Podobne uréime aj vztah pre deviany moment k rovnobezne posunutym osiam:

D, = J.y’z’dS: _[(y+m)(z+n)d5= J‘yzdSJrnJ.deerJ.zdSernJ.dS
(S) (S) (S) (S) (S) (S)

Pretoze IdS =S, I yzdS =D,, a statické momenty I vdS a I zdS su
(S) (S) (S) S

k osiam symetrie nulové, dostdvame matematické vyjadrenie Steinerovej vety pre

deviacny moment k rovnobezne posunutym osiam v tvare

Dz,y, = Dzy +mnS (3.4)

Autotest

1. Ktory profil ma vacsi J,?

d/ZT

v

A
N

\ [/

a) b)
2. Kolkokrat sa zvadési J, obdiznikového prierezu, ak sa jeho vy$ka zdvojnasobi?

3. Odvodte kvadraticky moment medzikruhového prierezu.

4 4
Riesenie:  1.druhy, 2.8krat, 3., =2 |1-[4
64 D

49



4. KRUTENIE

Krutenie je spésob namahania, pri ktorom vyslednica zataZenia tvori dvojicu
sil leziacu v rovine kolmej na os telesa (Obr. 4.1).

F N

Obr. 4.1. Namahanie kratenim

V praxi sa s krutenim stretavame pri hriadeloch prevodoviek, motorov, naprav
vozidiel, ramoch podvozkov, ramovych konstrukciach, torznych ty&iach a pod.
Problém krutenia je jednoducho riesitefny len pre ty¢e kruhoveého prierezu. Pre
nekruhové prierezy je urCenie deformacného stavu a napéti v priereze
podstatne zloZzitejSia uloha, rieSitelna pomocou matematickej tedrie pruznosti
alebo experimentalne.

4.1 Kratenie kruhovych prierezov

Uvazujme kruhovy valec, ktorého spodny koniec je upnuty v tuhej rovine
a ktorého volny koniec je zataZzeny dvojicou sil vytvarajuicou moment M,. Os
valca ostava pri tomto namahani priama. Ak narysujeme na ¢elnom priereze
polomery a pozdiz plasta valca im zodpovedajlce povrchové priamky delené
sustavou pravidelnych obvodovych kruznic (Obr. 4.2), mozno pri malom uhle
skrutenia pozorovat, Ze:

e vSetky povrchové priamky sa pootoc€ia o rovnaky uhol

e Celné prierezy zostanu rovinné rovnako ako obrysy vSetkych prierezov
(t. J. prierezy sa nebortia, kruznice ostavaju kruznicami s rovnakou
dizkou polomeru ako pred zatazenim),

e polomery vyznaceneé na ¢elnom priereze ostanu priamkove,

e vzdialenosti medzi rovhobezZnymi prierezmi sa skrutenim nezmenia.

50



Obr. 4.2. Deformacia kruhového prierezu pri krateni

Na zaklade tychto experimentalnych pozorovani mozno sformulovat pre
riedenie krutenia kruhovych prierezov nasledujuce predpoklady:

o v3etky prierezy ostavaju po skruteni rovinné
e polomery v tychto prierezoch ostavaju priame
e vzdialenost medzi prierezmi sa skrutenim nemeni

Z tychto predpokladov zaloZzenych na experimentalnych skuskach vyplyva, Ze
ty¢ kruhového prierezu sa pri kruteni sprava ako sustava tuhych kruzkov
centrovanych na spoloCnej osi hriadela. Pri deformacii kritenim sa tieto kruzky
jeden voCi druhému len natoCia, prifom nemenia svoj tvar, rozmery ani
vzajomnu vzdialenost. To znamena, Ze fubovolny element v priereze kruhovej
tyCe nemeni pri kruteni svoje rozmery, tj. &,= &= ¢&,=0.

Z Hookovho zakona potom vyplyva, Zze aj napatia

o, =0 o, =0, o,=0 (4.2)
Z tejto uvahy vyplyva zaver, Ze pri volnom kruteni kruhovych prierezov sa
v prieCnych rezoch nevyskytuju normalové napétia, ale len napatia Smykové.
Treba poznamenat, Ze predpoklad rovinnosti prie€nych prierezov pri
namahani kratenim je splneny len pri kruhovych a medzikruhovych prierezoch.
Iné tvary prierezov sa pri kruateni bortia (nezostavaju rovinné, deplanuju sa).
V pripadoch tzv. vofného krutenia sa bortia vSetky prierezy, v désledku ¢oho
nevznikaju normalové napatia vtychto prierezoch. V blizkosti vazieb
(votknutie) hovorime o tzv. stiesnenom kruteni, pretoze prierezom v jeho
blizkosti nie je dovolené volné natoCenie, resp. vystupenie z rovinnosti
prie€neho rezu (deplanécia), v désledku €oho vznikaju aj normalové napatia.
Na Obr. 4.3 je dokumentovany rozdiel medzi vofnym a stiesnenym krutenim
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pruta profilu I. Pri volnom kruteni na Obr. 4.3a nastava zmena vzajomnej
polohy pasnic profilu, samotné pasnice v$ak zostanu v pozdiznom smere
rovinné. Cela pasnic sa na oboch koncoch natodia, prestant byt rovnobezné
a vystupia z roviny prie€neho smeru — volne sa deplanuju. V pripade votknutia
jedného konca pruta je zabranené volnej deplanacii pasnic v tomto mieste, ¢o
obmedzi deplanaciu aj prilahlych prierezov a preto pasnice nezostanu
v pozdiznom smere priame — ohybaju sa (Obr. 4.3b). Preto sa stiesnené
kratenie niekedy nazyva aj ohybové krutenie. Pridavné ohybové napéatia pri
stiesnenom kruteni st vyznamné pri krateni otvorenych tenkostennych profilov
(L, I, U...), naopak su zanedbatelné pri krateni pinych profilov, relativne malé
pri kruteni tenkostennych uzatvorenych profilov a vébec nevznikaju pri krateni
kruhovych a medzikruhovych prierezov.

; M,
Mk( Mx

M, /% //%‘A o
| W{f L

D

a) b)
Obr. 4.3. VoIné a stiesnené krutenie pruta prierezu |.

S ciefom urcit' rozloZenie Smykového napétia v prie€nom priereze kruhovej
tyCe je potrebné vo vzdialenosti x urobit mysleny rez (Obr. 4.4). V reze pri
Cistom kruteni pbsobi z vnutornych veli€¢in len moment (kratiaci) o velkosti
M(x), reprezentujuci vychylenie atdmov z rovnovaznych poldh. Désledkom
pdsobenia tohto momentu je Smykové napétie (1), pdsobiace len v rovine rezu.
V jednom bode prierezu na elemente plochy dS pésobi toto napatie v smere
dotyénice (kolmo na polomer p k osi kruhovej tyée). Smykové napétia v smere
osi x na povrchu plasta musia byt nulové, preto aj Smykové napatia
v radialnom smere (7) musia byt nulové — vyplyva to aj z prvého predpokladu
0 zachovani rovinnosti prierezu.
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Obr. 4.4. Mysleny rez pri krateni kruhovej tyce

Vnutorny moment M(x) vytvori teda pole napati v priereze pre ktoré plati

My, = I r,dSp (4.2)
(s)

Vypoclet rozlozenia napatia z(p) v priereze x je staticky neurcita uloha.
Deformacnu podmienku ziskame z deformacie prstenca o hrubke dx (Obr.
4.5a): skrutenim sa bod a na povrchu vySetrovaného prierezu (na polomere r)
pooto€i o uhol de a prejde tak vzdialenost

Spax = 1AQ.

Podobne zodpovedajuci bod na polomere p prejde pri skrateni vzdialenost
s=pdp.

Tieto vzdialenosti mozno vyjadrit aj pomocou uhla yax, resp. y ako

S = Vmax@X — TESP. 5 =pdx.
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dx

dx
4-<

Yimax

/ r b
b)

|
Obr. 4.5. Deformacia kruhového prierezu pri namahani kratenim

Zrovnosti takto vyjadrenych deformaénych posunuti bodov a, resp. a
dostavame

d
pd¢=7dx:>7=pd—f (4.3)

resp. rdQ =y,,,dX = ¥ pu = r? (4.4)
x

PouZzitim Hookovho zékona pre Smyk (rov. 1.11) dostavame

z'p:yG:p%G a Tpae =V —G (4.5)

Porovnanim poslednych dvoch vyrazov uZ dostdvame rovnicu rozlozenia
Smykového napatia v priereze namahanom krutiacim momentom v tvare

Tp = Thax

P (4.6)
.

Smykové napétie je teda v priereze rozloZzené linearne od nulovej hodnoty
uprostred po maximalnu hodnotu Smykového napatia na povrchu kruhového
prierezu (Obr. 4.6)
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Obr. 4.6. Rozlozenie Smykovych napéti v kruhovom priereze

Ked do rovnice (4.2) dosadime za z(p) zrovnice (4.6), dostavame vztah medzi
Smykovym napatim a kratiacim momentom:

M, = IrmMBdSp = Imax jpzdS = Imax J,=
r r r

(S) (s)
M, M,
=7 =—2% yesp. T, =—=% 4.7
max Wk J4 P Jp P ( )

J
Vyraz W, = — sa nazyva prierezovy modul v krateni.
r

Deformaciou pri krateni je uhol skratenia, ktory vyjadrime z porovnania rovnic
(4.5) a (4.7):

M, do M,
TR Hh=p TG > =J‘—dx 4.8
7 P=P @ GJ, (4.8)
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4.2 KRUTENIE NEKRUHOVYCH PRIEREZOV

Priebehy Smykovych napati v priereze pri kruteni kruhovych hriadelov sme
odvodili za predpokladu, Zze prieCne prierezy sa pri kruteni nezbortia (len sa
pootocia okolo taziska prierezu), ¢o je vlastne doésledkom toho, ze Smykové
napatia su kolmé na polomer r.

Ak je vSak prierez nekruhovy, po deformacii kritenim nezostanu prierezy rovinné.
Stred krivosti ma pre kazdy bod povrchu inu polohu a ta nie je totoZna so stredom
kratenia (S — stopa neutralneho vlakna). Z predchadzajucich odvodeni vieme, Ze
Smykové napatie 7, vIlubovofnom bode na obvode ma smer doty€nice
k obrysovej Ciare a preto zlozka 7 , vznikajuca pri rozklade do smeru kolmo na
sprievodi€¢ r, vedeny so stredu krutenia S, je nenulova a spdsobuje zbortenie
prierezu (Obr. 4.7).

Obr. 4.7. Rozklad napétia pri krateni nekruhového prierezu

Dalej budeme uvaZovat, Ze deforméacie spésobené krdtenim budu velmi malé,
preto

e priemety prie¢nych rezov v smere pozdiznej osi prata ostani nezmenené
e dizka neutralneho vlidkna sa nezmeni

Podla Saint-Vénantovho principu miestnych poruch sa rezy dostatoCne vzdialené
od pbésobisk momentov pretvoria v8etky zhodne a vo v8etkych bude pomerny uhol

d
skratenia 9= d_¢ rovnaky. Jeden z tychto rezov zvolime ako vztazny a vlozime
Ix

doni suradny systém (os x polozime do neutralneho vidkna — Obr. 4.8).
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Obr. 4.8. Zvinenie nekruhového prierezu namahaného kratenim

Kazdy rez sa vocCi vztaznému prierezu pooto€i a okrem toho sa zvini. Pretoze sa
vSetky prierezy pretvoria rovnako, posunu sa vSetky body fubovolného vlakna x
o rovnaku hodnotu u(y,z). Plati teda

au _

pw 0 (4.9)

Rez vzdialeny od vztazného prierezu o dizku x sa nato&i o uhol
@=39x (4.10)

Lubovolny bod M tohto prierezu s pévodnymi suradnicami y a z sa pritom posunie
po kruhovom obluku o dizku (Obr. 4.9)

r.9

X

Pomocou matematickej teérie pruznosti® mozno dalej odvodit zakladnu rovnicu
kratenia v tvare

0 4.11
oy’ oz’ (4.1)

3 . Y , ;v . . ’ ;. v . .
Vzhladom na uUcel a prehladnost uéebnice matematicku tedriu pruznosti neuvadzame.
Podrobnejsie informacie mozno najst v [3,5,6].
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Obr. 4.9. Posunutie bodu M na povrchu nekruhového prierezu

Velkost posunutia u = u(y,z) vkazdom bode prieéneho rezu dostaneme
integraciou tejto zakladnej rovnice krutenia. Z nekonecného poctu rieSeni rovnice
(4.11) plati len to rieSenie, ktoré vyhovuje okrajovej podmienke, ze Smykové
napatie na nezatazenom povrchu pruta ma smer doty¢nice k obrysovej Ciare.

Tieto rieSenia su matematicky naroéné a presahuju ramec tejto uéebnice. Dalej
budu uvedené rieSenia len pre vybrané profily, ktoré sa najastejSie vyskytuju
v konstrukénej praxi.

4.2.1 Krutenie tenkostennych uzatvorenych prierezov (Bredtove vzt'ahy)

Budeme uvazovat o volnom Kkruteni prierezov, ktorych hrubka steny bude vodi
ostatnym rozmerom mala. Pre presnost rieSenia akceptovatelnu pri inZinierskych
vypoctoch je pripustna hrubka do 1/10 Sirky, vySky, resp. iného charakteristického
rozmeru prierezu. Pre takéto prierezy méZzeme povazovat Smykové napatie po
hrabke steny za rovnomerne rozloZzené (presne by to platilo pre nekonecne tenku
stenu).

Na element steny tenkostenného profilu lubovolného tvaru namahaného krutiacim
momentom pdsobia napdtia 7;a 7, na &elnych aj pozdiZznych rovinach ako
zdruzené Smykové napatia (Obr. 4.10). V obidvoch smeroch musi byt splnena
podmienka rovnovahy. V pozdiznom smere (smer x)

D F=0: rpdi—t,tde=0 = @12)
= 1,4y =7,t, =konst
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Obr. 4.10. Element tenkostenného prierezu namahaného kratenim

Sucin velkosti Smykového napatia a prislichajucej hrubky steny je konstantny, t. j.
¢im mensia je hrubka steny, tym vacsie je Smykoveé napatie a naopak. Napatie tak
v stene tenkostenného profilu vytvara Smykovy tok, preto sa rovnica (4.12) nazyva
tieZ rovnica kontinuity Smykového toku.

Pri vySetrovani rovnovahy v smere &elnej roviny (kolmej na os x) vytyCime v nej
element s dizkou ds, v ktorom $mykovy tok z.t vytvara na dizke ds s ramenom d
k stredu krutenia moment vnutornych sil (Obr. 4.11)

jn‘dsd =M,
(S)

S,
Obr. 4.11. Element ¢elnej roviny tenkostenného prierezu

VyuZitim rovnice (4.12) mozZno odvodit vztah medzi krutiacim momentom
a vnutornym Smykovym napatim:
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M
M,=u Ids.d:ZSSr.t:r: . (4.13)
) 28t

kde Ids.d predstavuje dvojnasobok plochy uzatvorenej strednicou profilu.
(s)
Rovnica (4.13) je prvym Bredtovym vztahom. Uplatnenim rovnice (4.12) mézeme
napisat, ze
M,

Tae = 4.14
max ZSSt ( )

min

avztah v menovateli oznacCit ako prierezovy modul v kruteni tenkostenného
uzatvoreného profilu

W, =2St (4.15)

Deformaciu tenkostenného uzatvoreného profilu namahaného kratiacim
momentom (uhol skrutenia) uréime z porovnania deformacnej prace vykonanej
vonkajSim kratiacim momentom a energie vnutornych sil (Obr. 4.12).

A 3

Mk T

/ /

0 ® 0 y

Obr. 4.12. Pracovny diagram vonkajSieho kratiaceho momentu a vnutornych sil

Pracu vonkajSieho krutiaceho momentu mézeme vyjadrit z diagramu skusky
v kruteni, podla ktorej je uhol skratenia az po medzu umernosti linearne zavisly od
velkosti krutiaceho momentu, v tvare

1
A=—M
2 P
V nasom pripade na natoCenie elementu tenkostenného prierezu, vytvoreného
dvoma rovnobeznymi rezmi vzdialenymi dx, o uhol d¢ je potrebna deformacéna
praca

60



dA = %Mkdgo (4.16)

Praca Smykového napatia vyvolaného krutiacim momentom na element objemu
ds.dx o hrubke t (Obr. 4.13) je rovna

2
a4 = A dv =Lrsav =1 asax
2 2 G

séi}’

Obr. 4.13. Element objemu tenkostenného profilu

Integraciou tejto rovnice po dizke strednice profilu a jej rozsirenim vyjadrime pracu
vnutornych sil v tvare

2,2
dd = f 2y gt BT fds (4.17)
t 2G t
(s) (s)
Z rovnice (4.13) vyjadrime sucin S
M
Tt=—»~ ,
25
a po dosadeni do rovnice (4.17) dostaneme
2
da = Midx £ ds (4.18)

a 2
t
8GS; (o)
Porovnanim rovnic (4.16) a (4.18)

1 MZ2dx ¢ds
8GS: P

2
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a9 _ 9= M—"z ds (4.19)
dx 4GS 1 1

dostavame vztah pre pomerny uhol skrutenia 4 tenkostenného uzatvoreného
profilu, znamy ako [l.Bredtov vztah. V zmysle rovnice (4.8) je moment tuhosti
tenkostenného prierezu

_ 483

t
(s)

(4.20)

Vyraz f é predstavuje geometricku charakteristiku prierezu vo forme integralu
(s)

funkcie zmeny hrabky steny po dizke jeho strednice. V pripade konstantnej hrubky

steny pozdiz celej strednice sa bude uhol nato&enia rovnat

M, SJ‘d_Mkls

= — X = - .
v 4GS; t 4GS; t

(1)
Ak sa hrubka steny nemeni spojite, ale je na konecnych usekoch konstantna,
prejde integral v rovnici (4.19) na sucet
ds As,
J =2
(s) bl (4.21)
4.2.2 Kratenie obdiznikovych prierezov

Ako vidiet z rovnic (4.7) a (4.14), pre rézne tvary prierezov je mozné Smykove
napatia a uhol skrutenia vyjadrit podfla unifikovanych vztahov

Mk
Tmax
Wk
M,
@ GJ, (4.22)

v ktorych vystupuju veli€iny Wy — prierezovy modul v krateni a J, — moment tuhosti
prierezu v kruteni.

62



Pre obdiznikovy prierez mozno ich hodnoty odvodit podla Saint-Vénantovej tedrie
kratenia rieSenim rovnice (4.11) v tvare

W, =a.b’h J, =y.b°h (4.23)
Priebeh napéti po vyske resp. $irke obdiznika, ziskany experimentalne, je na
Obr. 4.14.

Obr. 4.14. Priebeh $mykovych napéti v obdiznikovom priereze.

Maximalna hodnota Smykového napétia sa nachadza v strede dlhSej strany
obdiznika, ku ktorej je hodnota prierezového modulu v kruteni dana rovnicou
(4.17). Hodnota Smykového napétia v strede kratSej strany je

Tra = Py

Koeficienty «, f, y su zavislé od pomeru stran obdiznika h/b, ich hodnoty su
uvedené v Tab.3.

Tab.3. Koeficienty pre kritenie obdiZznikovych prierezov

h/b 1 1,5 2 3 5 10 >10
a 0,208 0,231 0,246 0,267 0,291 0,313 0,333
B 1 0,859 0,795 0,753 0,744 0,742 0,742
Y 0,141 0,196 0,229 0,263 0,281 0,312 0,333

Na lepSie priblizenie nelinearneho priebehu Smykovych napéti od krutenia
v obdiZnikovom priereze sluZzi napr. tzv. membranova analégia, odvodena
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Prandtlom (1903), ktora vychadza z diferencialnej rovnice priehybovej plochy
membrany natiahnutej nad prierezom zatazenej prieCnym tlakom - tato je
analogicka s rovnicou uréujucou rozlozenie Smykovych napati od krutenia tohto
prierezu. Podla tejto analdgie sa dvojnasobok objemu uzatvoreného pod
napnutou membranou rovna velkosti kratiaceho momentu, pdsobiacemu
v priereze a uhol sklonu dotyCnice k tejto membranovej ploche udava priebeh
Smykového napatia v prislusnom vladkne prierezu. PodrobnejSie sa s touto
analdgiou mozno oboznamit v [1,3].

4.2.3 Krutenie eliptickych prierezov

Najvacsia hodnota Smykového napatia pri kruteni eliptického prierezu sa
nachadza na koncoch vedlajsej (kratSej) osi (Obr. 4.15) a rovna sa

16M,
T = 4.24
i (4.24)
T, 1
b
TZ
2

< »
% L

Obr. 4.15. Priebeh Smykovych napéti od krutenia v eliptickom priereze

Uhol skrutenia ty€e eliptického prierezu je

M, AT,
o= I ——Lax (4.25)

l Gs*

kde J, = %(a3b + ab3) je polarny moment prierezu elipsy

mb . .
asS= Ve je plocha prierezu elipsy.
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V zmysle rovnic (4.13) je moment tuhosti elipsy dany vztahom

ﬂa3b3

16(a2 +b?) (4.26)

k=

a prierezovy modul ku vedlajSej (kratej), resp.hlavnej (dlhSej) osi sa rovna

2 2
b mab
resp. W, =
16 P AT

4.2 .4 Kruatenie trojuholnikovych prierezov

Pri krateni rovnostranného trojuholnika so stranou a vznika najvacsie Smykové

napatie v strede stran a sa rovna

20M
T =3 : (4.28)
Uhol skrutenia rovnostranného trojuholnika mozno vyjadrit ako
46,2.M
0= j i = [ dx (4.29)
0, 6GJ Ga
Charakteristiky trojuholnikového prierezu v krateni teda su
4
W, P a J, = a (4.30)
20 46,2

4.2.5 Kratenie Sest'uholnikovych prierezov

Pri krateni pravidelného Sestuholnika vznika najvacsie Smykové napatie v strede

stran a sa rovna

0,217.5d
Uhol skrutenia pravidelného Sestuholnika je mozné vyjadrit’ ako
6,44M
X = dx 4.32
. IGOlBBSdZ I Gd* (432
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kde Sje plocha prierezu pravidelného Sestuholnika a d je priemer kruZnice
vpisanej do prierezu.

Charakteristiky pravidelného Sestuholnikového prierezu v kruteni teda su

1 _d’

wo—_ Lt J =2 4.33
£ T 0217.5d 4 £ 644 (4.33)

Priklad 1: Vypogitajte a znazornite priebeh krutiacich momentov pozdiz hriadela
na Obr. 4.16 Vypocitajte uhlové natoCenie v mieste pbsobenia krutiaceho
momentu.

sz /\Mk Jk1
¥
E CO— R —
12 B 112

Obr. 4.16. Hriadef k prikladu 1

Priebeh krutiaceho momentu je potrebné vySetrit’ v dvoch myslenych rezoch (Obr.
4.17):

X1€(0, 112): M(X1) = Mya

X2€(I/2; 1): Mi(X2) = Mya - M
112 112

—j—.(—: ——————————— -—~(—4»B ————————— -———~(A--—

MK-JM/(JM-‘-JkZ) 4 Mk(x)

A

[

X

_Mk‘JKZI(JkW-‘-‘JkZ) é

Obr. 4.17 Vysledny priebeh kratiacich momentov
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Z ulozenia hriadela je zrejmé, ze vzajomné natoCenie jeho koncovych prierezov
musi byt rovné nule (deformaéna podmienka):

1/2 /

M My, ~M
045 =0, 1 [ St + [ 4k, =0

0
Po integracii a uprave je mozné vyjadrit neznamy krutiaci moment v tvare

Jkl
Jkl + Jk2

kA — k

Z vysledku vidiet, Ze reakcie vo forme krutiacich momentov sa ¢o do velkosti
zhoduju s tuhostami jednotlivych prierezov, t. j. na strane s mensSou torznou
tuhostou bude aj mensi moment v uloZeni a naopak.

Uhlové natoCenie v mieste pésobenia krutiaceho momentu je

1/2

/
— L dx=..=M, ————
GJyy ¢ 2G(Jk1 +Jk2)

Ak v pripade rovnakej tuhosti pozdiz celého hriadela pésobiaci moment rozdeluje
jeho celkovi dizku na dva useky nerovnakej dizky (Obr. 4.18), bude postup
rieSenia obdobny. Neznamy kratiaci moment v pravom ulozeni bude

Obr. 4.18. Hriadel nesymetricky zatazeny krutiacim momentom

Teda vacsia reakcia vznikne na blizSom konci hriadela od miesta pdsobenia
momentu.

67



Priklad 2: Vypogitajte a znazornite priebeh kratiacich momentov pozdiz hriadela
na Obr. 4.19.
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Obr. 4.19. Hriadel k prikladu 2

Priebeh kratiaceho momentu je potrebné vysetrit' v troch myslenych rezoch (Obr.
4.20):

113 1/3 13 .
M, Mm/
FLI ] ( CH B[ TTTTTooC _t:,{*_
N %
< XZ )
» x3

Obr. 4.20. Uvolnenie a myslené rezy hriadela k prikladu 2
x1€ (0, /3): My(X1) = Mia
Xoe (1/3; 21/3): Mi(X2) = Mya
Xz€ (21/3; 1): Mi(X3) = Mya - My

Z uloZenia hriadela je zrejmé, ze vzajomné natoCenie jeho koncovych prierezov
sa musi rovnat’ nule (deformacna podmienka):

l/3M 21/3M / M M
0 1/3 21/3

Po integracii a uprave mozno vyjadrit neznamy krutiaci moment v tvare

Jkl

=K\

MkA
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Obr. 4.21. Viysledny priebeh kratiacich momentov

A

Priklad 3: Vo vnutri hlavného nosnika napravy je ulozena torzna ty¢ z rovnakého
druhu materialu. Sustava je spolone namahana dvojicou sil (Obr. 4.22).
Vypocditajte velkosti kratiacich momentov prenasanych jednotlivymi profilmi
a kazdy pevnostne skontrolujte.

Krutiaci moment od zataZujucej dvojice sil kruti dva prierezy, preto plati
M, =Fa=M,+M;} (a)

PretoZze obidva prierezy su krutené suasne ktomu istému miestu, plati
deformacna podmienka rovnosti uhlov skritenia

M Ml
¢1:¢2 — K _ Mk

(b)

GJl  GJ}

Obr. 4.22. Kratenie vlozenych prierezov k prikladu 3

RieSenim sustavy rovnic (a), (b) vychadza krutiaci moment prenaSany vonkajsim,
resp. vnutornym prierezom v tvare
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J i

M;=F.a resp. M =Fa
¢ JE+J? ¢ Ji+J?
Pevnostna podmienka pre jednotlivé prierezy je
M; M}
Trlnax = _]](_ < z.aiov resp' z-rftax = _I; < Tdov
W, Wi

Vlozenie vnutorného profilu do hlavného nosnika napravy nemusi mat vzdy nosnu
funkciu, méze sluzit’ ako pruziaci ¢len, stabilizator, atd.

Autotest

1. Vypocitajte priebeh krutiaceho momentu hriadefa zatazeného a ulozeného
podla Obr. 4.23 a vypocitajte uhol skrutenia koncového bodu C.

—ﬂbe\ ———————————— ~(— 05 ———————————— ‘(9"_
’ 112 \‘ 12 \T/

< > »|

Obr. 4.23 Hriadel k prikladu 1 Autotestu

2. Vypocitajte potrebny uhol skratenia na dosiahnutie maximalneho
Smykového napatia 7z, v medenom drote (o, = 60MPa, G = 48GPa)
prierezu 1 mm? dizky 1 m.

3. Kolkonasobne sa zvacsi uhol skrutenia pri rozrezani (preruseni strednice)
medzikruhového prierezu vonkajSieho priemeru D a hrubky steny t = 0,1D?

4. Navrhnite vyhovujuci priemer d pre votknuty hriadel zatazeny na volnom
konci krutiacim momentom M, = 10N.m. Aky bude vtedy zodpovedajuci
uhol skratenia volného konca hriadela? (7, = 100 MPa, | = 0,1 m)

5. Nahradte torznu ty€ piného kruhového prierezu s priemerom D rurkou pri
zachovani rovnakej torznej tuhosti (t = 0,1D).
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Vysledky:

1. Migay = M, M) = -My, @ =0
2.71°

3. 61,5-krat

4.D> 3,7 mm, ¢ =0,68 rad

5. Dy =1,141.D
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5 NAPATOST A PRETVORENIE

Napatie, definované ako cast vnutornej sily pripadajuca na jednotkovu
plochu (rov.1.4), sa z bodu na bod meni. Preto napétia sledujeme na
elementarnych plochach resp. elementarnych hranoloch, ktorymi nahradzame bod.
Jednej rovine vo vSeobecnosti prislicha dvojica napati — normalové a Smykové.
V kaZdej rovine elementarneho hranolCeka, resp. v kazdom smere elementarnej
plochy nadobudaju napéatia iné hodnoty — také, aké vyvolalo vonkajSie zatazenie.
Tento mechanicky stav zatazeného telesa oznaCujeme ako napatost telesa
asuhrn napati vo vSetkych rovinach elementu objemu materidlu nazyvame
napatostou v bode. Na kompletné poznanie napatosti v bode bude stacit poznat
napatia pésobiace v rovinach elementu objemu. VSetky ostatné hodnoty napati,
ale aj deformacii sa budu dat matematicky vyjadrit.

Napatost vo vSeobecnosti delime na:
e priestorovu (trojosovu) napatost,
e rovinnu (dvojosovu) napatost,
e priamkovu (jednoosovu) napatost.

Na Obr. 5.1 je objemovy element materialu s vnatornymi silami pripadajicimi na
jednotku prislusnej plochy (t. j. napatiami), ktoré prechadzaju taziskami jeho
jednotlivych plésok. Ak su v3etky napatia nenulove, ide o priestorovu napatost.

Obr. 5.1. Objemovy element — priestorova napétost’
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Ak vdvoch protilahlych rovinach sa budu napatia (napr. p,) rovnat nule
a v ostatnych stenach budu napéatia nenulové, ide o rovinnu napatost’ (Obr. 5.2).

y
Py
|
o, f
\T‘)
G, Tz____ px
|
i dy i |
dy P _“—TZ O,
px dx
0 T, | X
X | o
dx \ W 4
py

/o

Obr. 5.2. Objemovy element — rovinna napétost’

Priamkova napéatost je stav, ked napr. napatia p, a p, sa rovnaju nule a nenulové
napatie musi byt p, = o, (Obr. 5.3).

y
prGX % p,zcx
< —p
0 dx X

Obr. 5.3. Objemovy element — priamkova napétost

5.1 Priamkova (jednoosova) napatost’

Vysledny ucinok vnutornych sil na elementarnu plochu oznaéeny ako p je
vyhodné rozlozit vzhladom k rovine ¢ do smeru normaly — o (normalové napétie),
ado smeru dotyCnice r (Smykové napétie) — ako je to uZz na elementarnom
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hranol€eku na Obr. 5.3. Podmienky rovnovahy vnutornych sil na elemente do
smeru normaly a do smeru doty¢nice k ploche dS (Obr. 5.4) maju tvar

c-dS
cosp

c-dS' =

AT = -ds =9
COS(p

Obr. 5.4. Rozklad priamkovej napétosti do Sikmej roviny

ZFn:o.- o. ds —o0..dS.cosp=0
cos @

ZE=O: T. a5 —0,.dS.singp=0
cos @

Hradané hodnoty normalového a Smykového napatia vyjadrime ako
O'ZO'x.coszqo , T=0,5InQ.cos

S ohfadom na dalSiu vyhodnost pouzijeme vztahy pre transformaciu druhej
mocniny funkcii uhla na funkcie dvojnasobného argumentu:

cos® ¢ = % + COSZZ'(D resp. Sin . cos ¢ = szz'(p

o, O
oc=—"+—".cos2.¢p
2 2 (5.1)

o
T=—2_5in2.
5 )

Z rovnic (5.1) je vidiet, Ze maximalnu hodnotu nadobuda normalové napéatie
v rovine ¢ = 0 (vtedy je Smykové napéatie rovné nule) a Smykové napéatie v rovine
@ = 45°

NajcastejSi pripad jednoosovej napatosti je namahanie ty€e Cistym tahom alebo
tlakom (Obr. 5.5)
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Ay

Obr. 5.5 .Ty¢ namahana ¢&istym tahom — situacia v §ikmej rovine
Nazornu a uzitocnu graficku interpretaciu napati v jednotlivych rovinach elementu

dostaneme nasledujucou Upravou rovnic (5.1) — najprv ich prepiSeme do tvaru

O'—&—&COSZ
2 Y

o, .
T=—=5in2¢p
2
Umocnenim a s¢itanim rovnic dostaneme

(U—GXTHZ— o.) (52)
2 L2 '

Ak na osi x budeme znazorfiovat normalové napatia o a na osi y Smykové napatia

T, potom rovnica (5.2) je rovnicou kruznice

(cmm)? + % =12 ,

Obr. 5.6. Mohrova kruZnice jednoosovej napéatosti a jej pouZitie
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Tato kruznica sa podla jej autora nazyva Mohrova kruznica, jej stred lezi na osi o

o o
posunuty o hodnotu m = 7" od podiatku a jej polomer je r = 7" :

Pouzitie Mohrovej kruznice jednoosovej napatosti:

e kazdému rezu elementarneho hranola (t. j. kazdej rovine s prisluchajucimi
napatiami o a 7) zodpoveda bod na Mohrovej kruzZnici so suradnicami [o, 1],

¢ rovine pbsobenia napatia o, zodpoveda na kruznici bod | — od neho sa
stredovym uhlom o dvojnasobnej velkosti 2¢ ako v hranol¢eku dostavame
do roviny oznacenej 4, v ktorej hfadame velkosti napéati o a .

5.2 Rovinna (dvojosova) napatost’

Rovinna napatost’ predstavuje pripad, kedy na elementarny hranol posobia napatia
Px apy (p, = 0). Tieto napatia je vyhodné rozlozit do smeru normaly a do smeru
dotyénice k prislusnej rovine. Smykové napétie 7, 0znacCuje Smykove napatie
pbsobiace v pléSke kolmej na os x arovnobeznej sosou y. Zrovnovahy
momentov ku stredu S elementarnej plésky dostaneme (Obr. 5.7):

A Py
y o, !
I
T,
M.=0
E Txy o px Z S
i
o _ 4:, ,,,,, i | 27, dxdz & 2.7, dydz ax _ 0
} ; | i S q G, 2 2
P 7771“ i Y = Ty =T =17,
;dx

o
—
2
N
|
Q
X
X"

Obr. 5.7. Zakon zdruZzenych smykovych napéti

Vysledok podmienky rovnovahy je vlastne vyjadrenim zdkona zdruZenych
Smykovych napati, t. j. Smykové napatia vo vzajomne kolmych rovinach elementu
objemu (nahradzujuceho bod) su rovnaké.
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Dalej je potrebné uréit rovnice napéti vo véeobecnej rovine p — podobne ako pri
priamkovej napatosti pomocou podmienok rovnovahy vnutornych sil na
elementarnom hranol€eku do smeru normaly a dotycnice k tejto rovine (Obr. 5.8):

7.dS—0,dS sinp+0o,dS" sing—7.dS" singp+7,dS" cosp=0

Z obrazka 5.8 je vidiet, Ze
dS’ =dS cos @ a dS” =dS sing

Dosadenim tychto vztahov do podmienok rovnovahy mézeme vyjadrit napatia o
a 7 vo v8eobecnej rovine takto:

- 2 ) .
o =0,c08" Q+0,sin” Q+2r,sinQcos

_ . . ) 2
T=0,SINQCcosQ—0,sinYcosP+1,sin"9p—1,c08" @

Pomocou znamych vztahov z matematiky méZzeme mocniny goniometrickych
funkcii nahradit funkciami dvojnasobného uhla

005240:% sinzgo:% 2sin@cos ¢ =sin 2@
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a rovnice pre napatia o a r upravit do tvaru:

o,+o, o0,-0

o= + Y cos2p+1_sin?2
> 5 p+T, Q

o,—0O

(5.3)
y

Sin2¢—rt, cos 2¢

NajdolezitejSie hodnoty napati su ich extrémne hodnoty — tzv. hlavné napatia,
ktorych polohu (smer ¢,) ur€ime z podmienky extrému funkcie napatia o v rovnici
(5.3):

o._—0
P=Po

27, (5.4)

x Yy
Dosadenim za uhol ¢, do prvej rovnice (5.3) dostaneme velkosti hlavnych napati.
V rovniciach (5.3) vystupuju funkcie sinus a cosinus, preto vyuzijeme z matematiky
znamu suvislost medzi trigonometrickymi funkciami

+1 1 o.—0

cos 2¢, = =t =t =7
Vi+ig%p, s 2. ? \/(O'x —O'y)z +477
o,-0,
+i1g2 2
sin 2@, = 28R ! =1 L

\/1+tg2(00

Aby sme mohli rozhodnut, ktoré znamienko vyhovuje pre extrém (maximum),
potrebujeme druhu derivaciu funkcie napatia z rovnice (5.3):

2
B—ﬂ =0: -2(c,-0,)cos2p,—4t_ sin2¢,
P P=P

Po dosadeni za cos2¢, a sin2¢, a po uprave dostaneme vyraz

2
{d_o} =0: —[iz\/(O'x—O'y)2+4TZZ
P=P

dgo2
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Aby mala funkcia napatia o(@) maximum (t. j. hfadané hlavné napatia), musi byt jej
druha derivacia zaporna (funkcia je vtedy konkavna). V poslednom vyraze to
nastane vtedy, ked pri Clene v zatvorke bude kladné znamienko, teda

27, o,-0,

20 =
\/(Ux -0, )2 +4722 e \/(ax -o, )2 +4z'z2

Dosadenim tychto vztahov do prvej rovnice (5.3) a po jej uprave dostavame
hladané extrémy funkcie napatia v elementarnom hranolCeku rovinnej napatosti
Vv tvare

Sin2q, =

o.+0, o,—0, ’ )
Oi2= —* 5 +7; (5.5)

Dosadenim do druhej z rovnic (5.3) za funkcie uhla ¢, zistime, ze v rovinach
hlavnych napati su Smykové napéatia nulove.

Rovnakym postupom odvodenia extrémnych hodnét Smykovych napati by sme
dostali ich velkost v tvare

2
o, -0, )
T, =% [T] T (5.6)

Extrémne hodnoty Smykovych napati pdésobiace v dvoch vzajomne na seba
kolmych rovinach sa liSia len znamienkom, €o do velkosti sU rovnaké — to
potvrdzuje zakon zdruzenych Smykovych napati (Obr. 5.4). V rovinach
maximalnych Smykovych napéati posobia su€asne aj nenulové normalové napatia.

Ak urobime sucet hlavnych napéati definovanych rovnicou (5.5), dostaneme

0y +0, =0, +0, = konst (.7)

To dokazuje délezity fakt, Ze sucet normalovych napati v dvoch na seba kolmych
rovinach je konStantny sarovna suctu hlavnych napati. Nazyva sa invarianta
napati.
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Rovnako ako pri jednoosovej napatosti mozno upravit rovnice (5.3) na rovnicu
kruznice. Rovnice (5.3) najprv upravime, potom umocnime a sc¢itame:

oc.+0, O.—C
o———2L =" Yios2p+7.sin2¢p /*
2 V4
+

2

0,0, . 5
T=Tsm2(p—rz cos 2¢ /

, . v . 2 T
Porovnanim s rovnicou kruznice v tvare (x—m) +y? =r? vidiet, Ze stred

kruZnice lezi na osi o vo vzdialenosti

o, +o _ c,-0, ? )
m:Ty , apolomerje r=|——=| +7. (Obr.5.9).

Obr. 5.9. Mohrova kuznica rovinnej napé&tosti

PouZzitie Mohrovej kruznice rovinnej napatosti:

e kazdému rezu elementu objemu (t. j. kazdej rovine s prisluchajucimi
napatiami o a 7) zodpoveda bod na Mohrovej kruzZnici so suradnicami [o, 1],
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e rovine § (pbsobia v nej napatia o, a 7;) zodpoveda na kruznici bod so
suradnicami [o(¢=0), 719=0)], t. j. podla rovnic (5.3) bod [oy,-7;] — 0znadeny
na Obr. 5.10 ako B za predpokladu, ze 7, ma kladnu hodnotu,

¢ rovine hlavného napatia o, zodpoveda bod | pootoCeny o stredovy uhol 2¢,
oproti bodu B napéti o a 7,

¢ [ubovolnej rovine u , ktora je pootoCena oproti rovine &£ o uhol ¢ zodpoveda
na kruznici bod K pooto¢eny o uhol 2¢.

&- O_y tli
o
. Tl
7
n \ L
rd
\ G2 //
\ Gy
o oy , o,
o \
o VA7 >
Vi o
e Go
7 A=
7/
L
s l \
v 9% "
I.‘

Obr. 5.10. PouZitie Mohrovej kruZnice rovinnej napétosti

Priestorovu napatost ajej grafické znazornenie v tejto uc€ebnici neuvadzame,
podrobne je popisana v [3,4].

Stavu napéatosti prislicha konkrétny stav pretvorenia, ktory znamena subor
vSetkych deformacii (predizeni a skoseni) v elemente objemu reprezentujicom
urcity bod telesa. Ako bolo spomenuté uz v kap.1 Obr. 10, je deformacia vzdy
trojosova, dokonca aj pri jednoosovom tahu. V praxi sa ¢asto vyhodnocuje na
povrchu telies rovinny stav deformacie, ktorého rovnice su analogické s rovnicami
rovinnej napatosti (5.3):

e te, &.—¢
&= x2 apt x2 ycos2(p+?/—2zsin2(p
(5.8)
E.—€
=" Ygin2 —7—Zcos2
Y 5 Q P Q
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Hlavné pomerné prediZenia sa daju vypoéitat podla vztahu

2 2
E.t+¢&, E.—¢&, V. 5.9
51,22“2'1i [ 2JJ+{}/2‘} (5.9)

a pbsobia v rovine pod uhlom

tg2p, = —L= (5.10)

x y

V rovniciach napatosti, resp. pretvorenia su analogické veli€iny

o ¢ r > L o, > &
2
Y-
o, > &, . D o, > &
o, > &,

Vztahy (5.3) az (5.6) pre napatost a (5.8) az (5.10) pre pretvorenie nie su zavislé
od materialovych konstant, t. j. platia pre vSetky materialy a pre deformacie
elastické aj plastické. Vzhladom na zanedbany vplyv skosenia na zmenu dizky
stran elementu objemu platia tieto vztahy tym presnejSie, ¢im su deformacie
mensie.

5.3 Suvis medzi napatost’'ou a pretvorenim

Vztah medzi napatim a pomernou deformaciou je v linearnej oblasti spravania sa
materialu definovany Hookovym zakonom. Pri jednoosovej napatosti pre pomerné
prediZenie v smere osi x plati

_Adx_o,
Y odx  E

&

Prie€ne zUzenia su definované pomocou Poissonovho &isla (Obr. 5.11) rovnicami
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g, =—==-vE&,=-0—> a £, =——=-0& =—U% (5.11)

Obr. 5.11. Priamkova napétost’ vyvolava priestorové pretvorenie

Hookov zakon pri priestorovej napatosti

VySetrime pretvorenie elementu objemu, ktory je v stave priestorovej napatosti
podla Obr. 5.12.

Obr. 5.12. Priestorova napéatost’
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Deformacie elementu objemu uréime za predpokladu platnosti Hookovho zakona
a zakona superpozicie ucinkov pre izotropné teleso. Najprv nechame pésobit
napatie o,, ktoré vyvold vsmere osi x pomerné predizenie avsmere osi y
a z pomerné skratenie:

Pri suCasnom pdsobeni napati v troch smeroch dostaneme vysledné pomerné
prediZenia algebrickym stétom jednotlivych predizeni, t. j.

e =€, +e+&r E,=¢&,+¢&,+¢&) E.=¢. +& +e&;

Po dosadeni a uprave dostavame rovnice

X

& :%[ax —U(O'y +az)]
£, :%[ay —-u(o, +o0, )] (5.12)

1
£, ZE[ . —U(0o, +0y)]
Pri spolupdsobeni Smykovych napéati treba k tymto rovniciam pridat vztahy pre
uhlové pretvorenia (skosenia) v tvare

5 —2 =z 5.13
7. G 7, G V. G (5.13)

Rovnice (5.12) a (5.13) su tzv. rovnice elasticity priestorovej napatosti.
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V praxi je na vypoCet napati niekedy potrebné pouzit tzv. reciprocné rovnice
elasticity v tvare

o, =%[gx —U(Sy +gz)]

1—
o, = %[gy -v(e, +&, )] (5.14)
o, = l—E1)2 [gz -u(&, +gy)]

Pripad rovinnej napatosti (Obr. 5.13.) je S$pecialnym pripadom priestorovej
napatosti, ked o, = 0 — vtedy rovnice elasticity pre rovinnu napatost’ budi mat
tvar

1

&, :E(ax—u.ay); g

(5.15)

Obr. 5.13. Rovinna napétost

Pomerna zmena objemu

SkutoCnost, Ze pbsobenim vonkajsich sil sa telesd deformuju a menia sa ich
rozmery ma za nasledok aj zmenu ich objemu. Pretvorenie elementu objemu na
Obr. 5.14 je dané pomernymi predizeniami &, &, & a pomernymi skoseniami %, %,
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%. Zmeny uhlov (t. j. zmena kolmosti stran vplyvom Smykovych napati) byvaju
v porovhani so zmenou stran elementu objemu malé, preto ich vplyv na zmenu
dizky stran zanedbavame, t. j. dy= dy’(Obr. 5.14).

Y
_’TZ Ady
/A I
Yz / /T
— "'*l\ ""'R“L\{Z
) / Iz

Obr. 5.14. Element objemu a vplyv skosenia na dizku strany

Ak pévodny objem elementu objemu je dV = dx.dy.dz, potom po pretvoreni sa
bude objem elementu objemu rovnat

AV = (dx+ Adx )(dy + Ady )(dz + Adz ) = dx(1+ e )dy(l+¢e, )dz(1+ ¢, )
Po vynasobeni malé veli€iny vysSieho radu (suciny ) zanedbame a dostaneme
dV =dvdydz(l+e,+e,+¢6, )=dV(l+e +e,+¢.)

Zmena objemu (t. j. objem pretvoreného elementu minus pévodny objem
elementu) je

AdV =dV —dV =dV(e, +¢,+¢.)

Pomernu zmenu objemu vyjadrime v tvare

A 1-2
= dV:g +e,+¢€ =Tu(ax+ay+az) (5.16)

="
av 0 r
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5.4 Energia napatosti
Energia napéatosti normalovych napiti.

Pod pojmom energia napatosti rozumieme energiu, ktora sa v telese akumuluje
v dosledku prace vonkajsich sil. V medziach pruznych deformacii (plati Hookov
zakon) sa praca vonkajSich sil (sily, posunutia) rovna praci vnutornych sil (napatia,
deformacie), t. j. energii napatosti. Pre hranoléek na Obr. 5.15 mozno pracu
vnutornej sily F = 0.dS vyjadrit takto:

edx
"

— X OL edx | | d(edx)

Obr. 5.15 Praca normalového napétia na elemente objemu
s Adx Adx
dA, = I F.ds = j o.dS.d(&.dx) = I ody.dz.d(e.dx)
0 0 0

Pretoze dx, dy, dz su konStanty, m6Zeme po dosadeni za o = E.& energiu
napatosti upravit na tvar

Adx

s.dx 2
A, = dy.dz.E I e.d(e.dx) :dy.dz.E—a} j edvd(eds)= DL (%)
X
0 0

dx 2

=dA, = %dx.dy.dz.E.gz = %gZE.dV

kde dV = dx.dy.dz je element objemu telesa. Energia napatosti pripadajuca na
jednotku objemu bude potom

2 1
I I AN A =—0cs (5.17)
v 2 2 E
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Energia napéatosti Smykovych napéti

V medziach pruznych deformacii, t. j. platnosti Hookovho zakona je aj zavislost
medzi Smykovym napatim a skosenim linearna, ako to vidiet na Obr. 5.16 (pozri
tiez kap.1).

Y du=tdy
T T
—_—
T -1
/ {
/ /
Wl |
_*7_{;'.1“”_ ’
= i
/ / . A
/ /
! / X ) du=tdy
i 0y d(zdy)

Obr. 5.16. Praca Smykového napétia na elemente telesa

Postup odvodenia vztahu pre energiu napatosti Smykovych napéati pripadajucu na
jednotku objemu je rovnaky ako pri normalovych napatiach a vedie k vysledku

A S A 11;/ (5.18)
= = — = — j— =—_T. .
Y )

Energia napétosti pre priestorovu napétost’

Pouzitim odvodenych vztahov (5.17) a (5.18) sa energia napatosti elementu
objemu na Obr. 5.17 rovna

1
A= E(O'xé'x +0,6,+0,6,+7,7,+1,7, +7.7,)

Obr. 5.17. Priestorova napétost na
elemente objemu
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Po dosadeni z rovnic elasticity (5.12) a (5.13) za prislusné hodnoty ¢ a »
a uprave dostaneme

1 1
A= —E[o-)f +O')2) +022 -2v(o,0,+0,0,+0,0, )]+£[T§ +z‘§ +T22:| (5.19)

Pre priestorovu napatost’ danu hlavnymi napatiami oy, 0,, 03 sa budu Smykové
napatia rovnat nule a rovnica (5.19) bude mat tvar

1
A= 25 [012 + 022 + 0'§ —2v( 0,0, + 0,05+ 0,05 )] (5.20)
Tato energia napatosti je vyvolana vonkajSim zatazenim, ktoré spdsobilo zmenu

tvaru telesa aj zmenu jeho objemu, ako to vidiet na Obr. 5.18 pre element objemu
zataZeny rovinnou napatostou.

O, | —pTZ Ady
ayl 1| | R+
dy ! ,4%%" /

' I a /
Ox 1S |/ 3 /
— —|—b / a /

: l / /

Obr. 5.18. Zmena objemu a zmena tvaru pri rovinnej napétosti

Pre priestorovu napatost danu hlavnymi napatiami o1, 0,, 03 rozdelime tieto na
podiel spdsobujuci zmenu tvaru (o;,0,,0;) a podiel spésobujuci zmenu objemu

(o;,0;,0;) - Obr. 5.19.

(a) (b) (c)
Obr. 5.19. Zmena objemu a zmena tvaru pri priestorovej napétosti
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Ak na element objemu pésobia len napétia o;,0,,0;, spbsobia len zmenu tvaru
a zmena objemu sa musi rovnat nule, ¢o podla rovnice (5.16) znamena, ze

o,+0,+0;=0 (5.21)

Ak na element objemu pésobia len napatia o;,0;,03;, sposobia len zmenu

objemu — t. j. jeho tvar sa nemeni a vSetky Smykové napatia su rovné nule.
V takom pripade sa Mohrova kruznica zredukuje na bod a musi platit, Ze

0, =0,=0;=0"
a sucet posobiacich napéti o, +0, +o;, =3.0".
ZloZka celkového napatia spésobujuca zmenu objemu je

_ 0170, %05
3

o (5.22)

Celkova energia napatosti pripadajica na jednotku objemu je
A=4 +4
kde A je merna energia napatosti potrebna na zmenu tvaru

A”je merna energia napatosti potrebna na zmenu objemu

Energiu napatosti potrebni na zmenu objemu ziskame z rovnice (5.20), ked do nej
dosadime z rovnice (5.21) a (5.22) a po uprave
1-2v
6F

(0'1 +0,+03 )2 (5.23)
Energiu napéatosti potrebni na zmenu tvaru dostaneme odcZitanim energie
napatosti z rovnice (5.23) od celkovej energie napatosti a uprave v tvare

A':H_U

3E [012 + 0%+ 0% — (0,0, + 0,05+ 0,03 )] (5.24)

Tato Cast celkovej energie napatosti sa oznacCuje aj ako energia napatosti
Smykovych napati.
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Suvislost’ materialovych konstant E, G a v

Medzi doteraz pouzitymi materidlovymi konstantami — modul pruznosti v tahu
(tlaku) E, modulom pruznosti v Smyku G a Poissonovym &islo v existuje zavislost,
ktort mézeme lahko odvodit analyzou energie napatosti Cistého Smyku.
Elementarny hranolCek zatazeny samotnymi Smykovymi napatiami je Specialnym
pripadom rovinnej napatosti (Obr. 5.20).

dy

|

Obr. 5.20. Stav napétosti pri ¢istom Smyku

Energia napatosti Smykovych napati pripadajuca na jednotku objemu (rov. 5.18) je

1 17°
A =—1t)y=——"
T2 726G
Energiu napéatosti pripadajucu na jednotku objemu pre priestorovi napatost
(rov.5.20) mdézeme pre pripad rovinnej napatosti prepisat’ do tvaru

A= % [012 +o) - 20.0102] (5.25)

Napatost Cistého Smyku je Specialnym pripadom rovinnej napéatosti s hlavnymi
napatiami o, = 7 a0, =-7, ako to vyplyva z Mohrovej kruznice na Obr. 5.20.
Dosadenim za hlavné napéatia do rovnice (5.25) dostavame

2

A =%(r2 +7? +ZU.T2)=TE(1+U)

Porovnanim tychto dvoch vyjadreni energie napatosti rovnakého pripadu Cistého
Smyku dostavame

2 2
L=l (vr) = £
2(1+v)

== (5.26)

N
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5.5 Hypotézy pevnosti materialu

Pevnostné charakteristiky materialu — medza pevnosti, medza klzu — sa ziskavaju
experimentalne tahovymi skuskami a su suCastou hutnickych atestov materialov.
Pomocou tychto medznych hodnét napati mézeme posudit riziko poruchy pri
jednoosovej napatosti.

Pri viacosovej napatosti danej napatiami oy, 0, pripadne aj os; mbéze byt zaciatok
nebezpecného stavu spdsobeny vo vSeobecnosti réznymi velkostami hlavnych
napati. Kazdej kombinacii tychto napati budu prisluchat vo vSeobecnosti iné
medzné hodnoty napati, pri ktorych nastane nebezpelny (nedovoleny) stav. Pri
uréovani tychto nebezpeénych (nedovolenych) hodnét by bolo potrebné namahat
vzorky materialu pri réznych pomeroch o./0, a /03, o by bolo ¢asovo naroéné
a neefektivne.

Pre kontrolu pevnosti materialu alebo nebezpelného (nedovoleného) stavu
namahania sluzia urcité predpoklady, zaloZzené na fyzikalnych ekvivalentoch
viacosovej napatosti a jednoosovej napatosti. Tieto ekvivalentné napatové stavy
zalozené na teoretickych a experimentalnych vyskumoch sa nazyvaju hypotézy
pevnosti. Predstavuju vypodtovo a experimentalne podlozenu transformaciu
viacosovej napatosti na jednoosovu napatost, ktoru uz vieme posudit pomocou
znamych parametrov materialu ziskanych jednoosovym tahom (Obr. 5.21).

Cekv

Obr. 5.21. Transformacia trojosovej napétosti na jednoosovu napétost’

V prevadzke strojnych konS$trukcii a zariadeni povaZujeme za nebezpelné
(nedovolené) vo vSeobecnosti dva stavy:

e dosiahnutie medze pevnosti materialu (nasleduje lom, t. j. porucha),

e prekroCenie medze elastickych deformacii (t. j. zacCiatok trvalej zmeny
rozmerov).
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Dosiahnutie medze pevnosti materidlu konStrukcie sa ako nedovoleny stav
prakticky pouZiva velmi zriedkavo (napr. tlakové potrubia s oslabenou stenou).
NajCastejSie posudzujeme konStrukciu vocCi prekroCeniu medze elastickych
deformacii, za ktord zjednoduSene povazujeme medzu Kklzu materidlu.
Garantujeme tak konstrukciam stalost rozmerov bez trvalych deformacii. Vodi
medzi klzu materialu pouzivame este koeficient, nazyvany miera bezpecnosti s.
Miera bezpecCnosti vyjadruje nasobok zataZenia konstrukcie, ktory by spésobil
nedovolené hodnoty maximalneho napatia (trvalé deformacie materialu). Pri
pevnostnej kontrole konstrukcie sa posudzuje spinenie podmienky:

kde o je napatie ekvivalentnej jednoosovej napatosti (redukované napétie
Z viacosovej napatosti na jednoosovu napatost)

o , . . s . .
a —~ =0, jemaximalne dovolena hodnota napétia v konstrukcii.
s

Dalej matematicky vyjadrime vztahy pre transforméaciu viacosovej napéatosti na
jednoosovu napatost (t. j. hypotézy pevnosti) pre pripad

e priestorovej napatosti danej napatiami o, o, 03,

e Specialnej rovinnej napatosti danej napatiami o a =

|. Hypotéza maximalneho normalového napitia

Podla tejto hypotézy je pre posudenie bezpeéného namahania pri priestorovej
napatosti (o;, 0,, 03), rozhodujucim napatim najvacSie hlavné napatie o, bez
akéhokolvek vplyvu napati v dalSich smeroch (Obr. 5.21), t.].

ol =0, (5.27)

Tato hypotéza dava dobré vysledky len pre krehké materialy, ked dovolené
napatie vtlaku je ovefa vacsSie, ako dovolené napatia v tahu. V skutoCnosti
materialy pri vSestrannom tlaku vydrZia ovela vyS8Si vSestranny tlak, nez aky
vyplyva z tejto hypotézy.
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Il. Hypotéza maximalneho pomerného predizenia

Podla tejto hypotézy je pre posudenie bezpetného namahania pri priestorovej
napatosti (o;, 05, 03), rozhodujucim také napatie o, ktoré spdsobi pomerné

prediZenie rovné maximalnemu pomernému prediZeniu &, (Obr. 5.22).

/2 /2

Eekv

Obr. 5.22. Transformacia stavu trojosovej deformacie na jednoosovu deformaciu

Maximéalne pomerné prediZenie od priestorovej napatosti je
&= _[01 ~v(o, +53)]
E
a rovnaké prediZenie spdsobené o, je

(o}

eky

E

E =

Porovnanim tychto dvoch rovnic dostavame
O'eI,IW = [0'1 - 1)(0'2 + 0'3)] (5.28)
Tato hypotéza rovnako dava dobré vysledky len pre krehké materialy.

lll. Hypotéza maximalneho Smykového napdtia (Tresca)

Podla tejto hypotézy je pre posudenie bezpeCného namahania pri priestorovej

napatosti (o1, 03, 03), rozhodujucim také napatie oy, ktoré spésobi rovnako vel

maximalne Smykové napatie (Obr. 5.23).

ké
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Obr. 5.23. Transformacia trojosovej napétosti na napétost cistého Smyku
Maximalne Smykové napatie pri priestorovej napatosti sa podla Obr. 5.22 rovna

0,0,

2-max - 2

a rovnaké Smykové napéatie spdsobené oy, je

O kv
max 2

Porovnanim tychto dvoch rovnic dostavame

ol =0,-0;, (5.29)

e

Tato hypotéza znama aj ako ,intenzita napati“ ma dobru korelaciu so skutoénostou
najma pri huZzevnatych materialoch. Neplati pre krehké materialy.

IV. Hypotéza celkovej energie napatosti

Podla tejto hypotézy je pre posudenie bezpecného namahania pri priestorovej
napatosti (o, , 0, ,03), rozhodujucim také napatie o, pri ktorom dosiahne
celkova energia napatosti rovnaku hodnotu ako v pripade priestorovej napatosti.

Celkova energia napatosti pri priestorovej napatosti sa podfa rovnice (5.20) rovna

S

oF [012 + 0%+ 0% —20(0,0, + 0,03+ 0103 )]

Al =

Pri pésobeni napatia o., len v smere jednej osi musi mat energia napatosti
vyuzitim tejto rovnice hodnotu
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Gekv

Y

Porovnanim tychto dvoch rovnic dostavame vztah pre ekvivalentné redukované
napatie v tvare

w _
Oy =

\/0'12 +05 +05 —20( 0,0, + 0,03 + 6,03 ) (5.30)

Tato hypotéza je v dobrej zhode so skutoCnostou v pripade huzevnatych
materialov v stave napatosti, ktory spésobuje zvaéSenie objemu.

V. Hypotéza energie napatosti na zmenu tvaru (Huber-Misses-Hencky)

Podla tejto hypotézy je pre posudenie bezpeéného namahania pri priestorovej
napatosti (o1, 0, 03), rozhodujlcim také napatie o, pri ktorom dosiahne energia
napatosti pre zmenu tvaru rovnaku hodnotu ako v pripade priestorovej napatosti.

Energia napatosti pre zmenu tvaru pri pdsobeni priestorovej napatosti ma podla
rovnice (5.21) hodnotu

. 1+U[ 2 2 2 ]
1=_3E O_l +O_2 +O_3 _(010_2 +020_3 +U]_O_3)

Pri pésobeni napatia 0., len vsmere jednej osi musi mat energia napatosti
vyuzitim tejto rovnice hodnotu

'_1+U 2

=—0
1 3E red

Porovnanim tychto dvoch rovnic dostavame pre hodnotu redukovaného
(ekvivalentného) napatia vztah

o{kv = \/0'12 +0'22 + 0'§ -(0,0,+0,0;+0,03) (5.31)

Tato hypotéza, oznaCovana niekedy ako H-M-H (inicialy autorov) alebo von Mises,

je vdobrej zhode so skutoCnostou pre huzevnaté materialy s vynimkou
vSestranného tahu.
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Hypotézy pevnosti pre Specialne pripady napatosti

Rovinna napétost dana napétiami o a = (Obr. 5.24)

Obr. 5.24. Rovinna napétost dana napétiami o, r zobrazena pomocou Mohrovej
kruznice.

V strojarskej praxi sa takyto pripad napatosti vyskytuje pomerne ¢&asto pri
namahani ohybom (tahom, pripadne suasne ohybom a tahom) v kombin&cii
s kratenim. V smere x pdsobi len normalové napatie o, = o , napatie v kolmom

smere o, = 0 a Smykové napatie 7; = 7.

Hlavné napatia urime pomocou Mohrovej kruznice z rovnice (5.5) v tvare

2
o )
UZZE— E +7 (532)

Pre posudenie bezpeéného namahania tejto napatosti uréime ekvivalentné
(redukované) napatia podla jednotlivych hypotéz tak, Ze do rovnic (5.27 az 5.31)
dosadime hodnoty hlavnych napati zrovnice (5.31) apri hypotéze celkovej
energie napatosti aj hodnotu Poissonovho Cisla v = 0,3. Vysledné ekvivalentné
(redukované) napatia su v Tab.5.1.
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Tabuflka 5.1. Ekvivalentné (redukované) napétia podfa jednotlivych hypotéz
pevnosti pre Specialnu rovinnu napétost danu napétiami o, = (Obr. 5.24)

Hypotéza maximalneho I 2 2
normalového napétia Oery =050 +05V0" +4r

Hypotéza maximalneho ' > >
pomerného prediZenia O ey = 0350 +0,65V0” +4r

Hypotéza maximalneho

ur _ 2 2
$mykového napétia O, =VO° +4r
Hypotéza celkovej energie W \/ﬁ
napétosti Oy =N0O° +267

Hypotéza energie y 2 -~ 2
napatosti na zmenu tvaru Oy =V 0" +37

Napétost cistého Smyku (Obr. 5.26)

dy

L s

Obr. 5.26. Mohrova kruznica napéti pri ¢istom Smyku

Z rovnice (5.31) vyplyva, Ze hlavné napatia pri Cistom Smyku (o, = o, = 0) su rovné
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Po dosadeni do rovnic (5.27) az (5.31) dostavame hodnoty ekvivalentnych napati
pre Cisty Smyk, resp. hodnoty dovolenych Smykovych napéti — Tab.5.2.

Tabulka 5.2. Dovolené ekvivalentné napétia podla jednotlivych hypotéz pevnosti

pre napétost’ ¢istého Smyku tjoy

Hypotéza maximalneho
normalového napatia

Oliov = Tiov

Taov = Odoy

Hypotéza maxime,'llneho
pomerného predlizenia

OClgov = 1’3Tdov

Tdov = 0’77O-dov

Hypotéza maximalneho
Smykového napatia

OCliov = Zrdov

Tdov = O’5O-dov

Hypotéza celkovej energie
napatosti

Oliov = 1’6lrdov

TdDV = 0’62'66110\/

Hypotéza energie napatosti na
zmenu tvaru

OClhov = \/§Tdov

o
Tdov \/§
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Autotest

1. Nakreslite Mohrovu kruznicu rovinnej napatosti danej hlavnymi napatiami o;

a 0, a vyznalte napatia o a 7 Vv rovine g, ktora je pooto€ena o uhol ¢ oproti rovine
prvého hlavného napatia.

2. Nakreslite Mohrovu kruznicu Cistého Smyku a v8estranného tahu, resp. tlaku.

3. Uréte hodnoty hlavnych napéti (o, = 60 MPa, 7, = 40 MPa) a nakreslite
prislusna Mohrovu kruznicu.

4. Vypocitajte ekvivalentné (redukované) napatia pre napatost v ulohe 3.

Vysledky
1. T“!
«—° L

dy

o,=0, o
lﬁ\ l dx

T +— =

G,=-T

3. 0, = 80MPa, o, = -20MPa, obr. 5.24

4.
ol =80MPa, ol =86MPa, o' =100MPa, o!| =88MPa, o), =92MPa

ekv ekv ekv ekv
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6 OHYB PRIAMYCH NOSNiKOV

Ohyb je spbsob namahania, pri ktorom vyslednica zatazenia tvori dvojicu sil
leZiacu v rovine pozdiznej osi telesa — rovina xy na Obr. 6.1.

v
)]\

Obr. 6.1. Namahanie ohybovym momentom

Ohybové namahanie sa v praxi vyskytuje asi najCastejSie, napr. pri mostoch,
ramoch, hriadefoch, pri napravach vozidiel, stavebnych konstrukciach a pod.
Velmi €astym prvkom konStrukcii namahanych ohybom su nosniky. Nosnikom
nazyvame konstrukény prvok, ktorého prieéne rozmery (Sirka, vySka) su aspon
5-krat mensie, ako ich dizka.

Cisty ohyb je v praxi zriedkavy pripad namahania, najéastejie s nosniky
zatazené sustredenymi alebo spojite rozlozenymi silami, pdsobiacimi
v prieénom smere k jeho pozdiznej osi. Takéto zatazenie vyvola v prieénom
reze dve vnutorné veli€iny — ohybovy moment a prieCnu (tangencialnu) silu.
Ich kladna orientacia je vecou konvencie znamienok, ktora je znazornena na
Obr. 6.2. Z pdsobiacich vnutornych sil na element nosnika je zrejmé, zZe
kladny ohybovy moment pésobi v hornych vidknach tlak a v dolnych tah.
Kladna priecna sila posobi v smere kladnej osovej sily po jej otoceni o 90°
v smere hodin. Délezitu suvislost medzi tymito dvoma vnutornymi veliCinami
ziskame z podmienok rovnovahy elementu nosnika, ktory vyzna¢ime dvoma
blizkymi prie€nymi rezmi. Ak v lavom reze pdsobia vnutorné veliiny M(x)
a T(x), potom v dosledku zatazenia elementu spojite rozlozenym zatazenim
g(x) musia v pravom reze poésobit zmenené hodnoty vnuatornych veli€in:
T(X)+dT(x) a M(x)+dM(x) .
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m, q(x)
n

s 110

/ TR m.
< oy g M(x) (T l') M(x)+dM(x)
M(x) l l 1 WM(x)+dM(x) n n

y % _______ T(x) 1 T(x)+dT(x)
R T)+dT(x) I X, O

A 4

Obr. 6.2. Vnatorné sily v priecnom reze ohybaného nosnika

Rovnovaha sil do zvislého smeru a momentova podmienka k pravej rovine
rezu maju tvar:

ZFy =0: T, ~qdx—(1,,+dT,,,)=0

dx
D M=0: T, dv+M,, _q(x)dxy—(M(x) +dM,))=0

Z prvej rovnice vyjadrime vztah medzi prieCnou silou T, a spojitym bremenom
q(x):

dT
(x)

6.1

e (6.1)

4=

Z druhej podmienky rovnovahy po zanedbani diferencialne malych ¢lenov
vy8Sieho radu dostdvame vztah

T _dM(X)
(x) — d
x
Ak by sme mysleny rez pre vyznaCenie elementu nosnika volili z jeho pravej

strany, vztah medzi prieCnou silou a ohybovym momentom by vysSiel v tvare

T == (x)
(=) dx’

Vztah medzi ohybovym momentom a prieCnou silou mdzZzeme zovSeobecnit
rovnicou

T =idM(” (6-2)

(x) dx
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ktort nazyvame Zuravského veta. Prie¢na sila vo vy$etrovanom myslenom reze je
teda derivaciou ohybového momentu podla suradnice X, pri€¢om znamienko zavisi
od smeru rezu (kladné je pri smere rezu zlava doprava).

Dosadenim rovnice (6.2) do rovnice (6.1) dostaneme vztah medzi ohybovym
momentom a spojitym bremenom v tvare

d*M,,,

Priklad 1: Vypocitajte a nakreslite priebeh ohybovych momentov a prieCnych sil
na nosniku podfla obrazka niZSie. Najdite najviac namahany prierez.

F «F
A 4
/ /
Nosnik k prikladu 1 4
P M,,.=-F./ =
A 4
T.=F | @ [T0]

Na urcenie priebehu vnutornych veli€¢in (ohybovych momentov a prieCnych sil)
sta&i urobit' jeden mysleny rez z pravej strany. Podla definicie vnutornych veli¢in
v druhej kapitole (str. 20) je:

M(X)z-F.X M(0)=0
M(|)=-F.|

dM (x)

Tw=F (=— r

)

Najviac namahanym prierezom je podfa oCakavania miesto votknutia.

Priklad 2: VVypocitajte a nakreslite priebeh ohybovych momentov a prieCnych sil
na nosniku podla obrazku niz8ie. Najdite najviac namahany prierez.
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A X Y
775;7 20
J 112 12

h 4
A

Nosnik k prikladu 2

Pre urCenie priebehu ohybovych momentov a prie€nych sil je potrebné najprv
nosnik uvolnit a vypogitat velkosti vadzbovych reakcii:

YF.=0 = R, =0

ql | ql

EM =0: R,/ —"——=0 = R,=-
4 B 24 P78
ql 3/ 3ql
EM =0:R,/,—-———=0 = R,=——
5 24 178

Priebehy vnutornych veli€in je potrebné vySetrit pomocou 2 myslenych rezov:

x€(01/2): x,€(0,0/2):
M, ,=Rx M, =0 2
(x) = Ra¥y (0) _ qx; _
2 M) = Rpxo- =5 (0)=0
I
12" 16 _qr’
(1/2) = 7x
Ty =R, -2 P
X1 8 3
T.,)=Rp—qx, XTHH:RB:gql
ql
To)==¢

Pretoze priebeh ohybovych momentov v reze x, je parabolicky, treba najst miesto
a hodnotu extrému tejto funkcie:
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, R; 3

X — ==
2max q 8
2
3 3 (3 9
M, =2qiti-g 21| =gl
w878 q(s ) 1287
X, -~ W Xy
q
R..=0 A_v VYVVYVVVYVY B
»; F 3
R,=3q/I8 if2 e if2 J| R.=qu8
/
M,,.=9qF/128 C M(x,=//2)=qF/16
T,.=3qi/8 o
) 1 Tox=1r2)=-qur
x=3/81 12

RieSenie nosnika k prikladu 2
Z grafickych priebehov namahania vidiet, Ze je nosnik namahany ohybovym

momentom prave v mieste x, = ¥l, prieénou silou v lavej podpere. Kombinacia
tychto dvoch veli€in je nepriazniva v mieste x; = x, = .
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6.1 Normalové napétia v ohybanom nosniku

Ak si predstavime nosnik rozrezany na pozdiZzne tenké pasy, potom jeho tvar pri
pdsobeni vonkajsieho ohybového namahania je na Obr. 6.3.

MC% %')M

Obr. 6.3. Vznik napéti v ohybanom nosniku

Nosnik je v skuto&nosti po vyske jednoliate teleso a preto sa pomyslené pozdizne
pasy musia predlzovat resp. skracovat. Medzi nimi bude musiet existovat’ vrstva,
ktora nebude ani predlZzovana ani skracovana — tzv. neutralna rovina. Ohybovy
moment teda vytvara v priereze normalové napatia, ktoré nebudu rozloZzené
konstantne. Tieto napatia v prienom reze v podstate nahradzuju Gcinok
odstranenej Casti a preto musia byt v rovhovahe s vonkajSou sustavou sil — z toho
je zrejmé, Ze na tuto rovnovahu nemézu mat’ vplyv prieCne sily pretoze pésobia
v kolmom smere. Normalové napétia preto zavisia len od ohybového momentu
aich rozlozenie v priereze mdézeme odvodit pre pripad Cistého ohybu (nosnik
zatazeny len ohybovym momentom) pri nasledujucich predpokladoch:

e prieCne rezy ostavaju aj po zatazeni ohybovym momentom rovinné (tento
predpoklad je v sulade so skuto&nostou pri nosnikoch, ktorych dizka je
viac ako patnasobok vysky),

e pozdizne vlidkna na seba netlagia, pdsobenim ohybového momentu sa len
linearne prediZia alebo skratia,

o deformacia vlakien nezavisi od ich polohy v 8irke prierezu, preto aj
normaloveé napatia, ktoré sa po vyske prierezu menia su po Sirke prierezu
konstantné,

e material nosnika sa riadi Hookovym zakonom, pricom modul pruznosti je
v tahu aj v tlaku rovnaky.

V pripade rovinného ohybu je rovina pésobenia ohybového momentu sucasne
rovinou sumernosti prierezu nosnika, alebo je na fu kolma. P&sobenim
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ohybového momentu sa nosnik prehne, v désledku ¢oho sa pdvodne priamkova
pozdizna os zakrivi a vlakna nad fiou sa budu stlagat, resp. vlakna pod fiou
natahovat. Vlakna, ktoré nezmenia svoju diZzku, spoloéne tvoria uz spominanu
neutralnu rovinu. Na Obr. 6.4 je znazorneny usek nosnika pri pésobeni kladného
ohybového momentu, pomocou ktorého odvodime rozlozenie ohybového
momentu po vyske prierezu vo forme priebehu normalovych napati.

Neutralna os O=T

Ny

ds=dx Ads
do

Obr. 6.4. Deformacia nosnika

PrediZzenie elementu vldkna ds vo vzdialenosti y od neutréinej osi mézeme
vyjadrit ako

Ads =y.dep
Pévodna dizka vidkna ds, resp. dizka vlakna na neutralnej osi je
ds = p.deo

Pomerné prediZzenie vldkna v mieste y prierezu namahaného ohybovym
momentom je potom z definicie

Ads ydop y
T 0 T do o
pdep p

Pretoze vlakno je pri Cistom ohybe namahané tahom pripadne tlakom, mézeme
jeho pomerné prediZenie vyjadrit tieZz pomocou Hookovho zékona ako
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Deformacénu podmienku pre jednotlivé vidkno mbZzeme teda zapisat ako rovnost
tychto dvoch deformacii v tvare

(e}
) Y = o, =2E (6.4)
E p p

Pretoze veliCina E je konStanta a polomer krivosti vlakien p je pre dany rez tiez
konsStantny, potom zrovnice (6.4) je zrejmé, Ze rozlozenie napatia po vyske
prierezu bude linearne (Obr. 6.5a). Maximalne normalové napatie v priereze bude
potom vo vlakne, ktoré ma najvacsiu vzdialenost’ od neutralnej osi, t. .

o, =Imep (6.5)
0

Porovnanim vztahov (6.4) a (6.5) dostavame

e (6.6)

(o}

max ymax ymax

Ked pozname rozloZenie napétia v priereze, jeho velkost urime z podmienok
rovnovahy napr. lavej Casti rozrezaného nosnika, v ktorej na fubovolhe zvolenom
elemente prierezovej plochy dS pdsobi vysledné normalové napatie o vyvolané
vonkaj$im ohybovym momentov M, (Obr. 6.5b):

Y F.=0: [odS=0

x
)

>M.=0: [cdSy-M,=0

()

> M, =0: [odSz=0
©)

Ostatné podmienky rovnovahy (zo Siestich podmienok rovnovahy v priestore), t.].
Y>Fx =0, ZFy =0 a XMx = 0, su vopred splnené.
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Obr. 6.5. Rez nosnika namahaného ohybovym momentom

Dosadenim za neznamu hodnotu o z rovnice (6.6) dostaneme

o

Imar [ 4, 45 =0
Y max (.S)

Imax {12 45 = M, 6.7)

s)

Imax [, - 4 =0
Yimax (.S)

., O A . s oA
Podiel —#¢~ musi byt pri nenulovom vonkajSom zatazeni r6zny od nuly, preto
ymux

z prvej a tretej rovnice musi byt

jy.dS:O a Iy.z.d:O
()

Prvy integral predstavuje staticky moment plochy prierezu k osi z a nulovi hodnotu
nadobuda vtedy, ked os z prechadza taziskom prierezu — to znamena, Ze os z ako
neutralna os prechadza vzdy taziskom prierezovej plochy. Druhy integral
predstavuje deviatny moment D,, a ten sa rovna nule v pripade, ak su z a y hlavné
centralne osi zotrvacnosti.
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Vyraz ijdS v rovnici (6.7) je kvadraticky moment plochy k osi z a tuto rovnicu
(S)
tak mézeme napisat v tvare

ymax Jz :Mo = O—max - J_ ymax - Wa (6.8)

V tomto vztahu pre maximalne normalové napatie v priereze s kvadratickym
momentom J, namahanom ohybovym momentom M, predstavuje veli¢ina

J
W, =—— tzv. prierezovy modul v ohybe.
ymax

Dosadenim za o0.,, Z rovnice (6.8) do rovnice (6.6) dostavame vztah pre velkost
normalového napatia v lubovolnom vlakne prierezu, ktoré je vo vzdialenosti y od
neutralnej osi v tvare

=Y (6.9)

MéZzeme teda zhrnat vysledky, ku ktorym sme dospeli pri vyjadreni napétia
v priereze ohybaného nosnika:

e priebeh normalovych napati po vySke prierezu je linearny,

e nulova hodnota napatia prislucha tzv. neutralnej osi, ktora prechadza
taziskom prierezu,

¢ maximalna hodnota napéatia je v krajnom vlakne prierezu, ktoré je najviac
vzdialené od neutralnej osi,

e prierez, vktorom sa maximalne normalové napatie nachadza, je dany
miestom maximalneho ohybového momentu na nosniku (v pripade nosnika
konstantného prierezu).

6.2 Smykové napitia v ohybanom nosniku

Ak sa vratime e$te raz k predstave nosnika pozdiZzne rozrezaného na pasy (Obr.
6.3), pri ohybe sa tieto pasy rozdielne zakrivuju (maju nerovnaky polomer krivosti)
— preto sa v celistvom nosniku jednotlivé vrstvy (vlakna) prierezu predlzuju resp.
skracuju. PretoZe nosnik je jednoliate teleso, bude kazda pomyselna vrstva
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prenasat’ aj Smykové napatia, ktoré vzniknu medzi jednotlivymi vrstvami. Kazda
vrstva sa na dosiahnutie celistvosti nosnika prediZuje resp. skracuje o ind diZku,
preto vznikaju medzi nimi Smykové napatia s vynimkou volnych povrchov. Smer
Smykovych napati a zdruZzenych Smykovych napati je na Obr. 6.6.

M7 S\MHdM

Obr. 6.6. Smykové napétia v ohybanom nosniku

Velkost a smer Smykovych napati urime na elemente nosnika vyznaceného
dvoma blizkymi rovnobeznymi rezmi. Smykové napétie vo vlidkne y od neutralnej
osi ziskame z podmienky rovnovahy pre plochu S, v ktorej je vyznaCeny element
vysky nosnika o hrubke dy; (Obr. 6.7) :

Y F=0: [(o,+do, )as—[c,ds—chdx=0 =
S, N

1 1

= [do, ds—zbax=0

S

Normalové napatie vo vlakne y ma velkost’ podla rovnice (6.9)

Prirastok normalového napéatia v blizkom rovnobeZznom reze bude

dM
do, = °
» J Y 1

z
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Obr. 6.7. Smykové napétia po vyske ohybaného nosnika

Po dosadeni do rovnice rovnovahy dostavame

am am 1

S, dS = rbdx - r=——J' ds

7! dx by 7
M : S

dMo(x) .
Pretoze vyraz P =T, a I yldSzUZ(y) (predstavuje staticky
X
N

moment plochy S; k osi z), mézeme Smykové napatie po vyske prierezu y vyjadrit
v tvare

r _ T(x)Uz(y)
Z(y) — 6.10
by (6.10)

Tvar priebehu Smykovych napati po vyske prierezu zavisi od tvaru prierezu — od
priebehu Sirky b(y), ktora sa po vySke prierezu méze menit a statického momentu
plochy nad vldaknom, v ktorom hladame napatie U,(y). Maximalna hodnota
Smykového napatia je vo vSeobecnosti na neutralnej osi.
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Smykové napitia v obdiZznikovom priereze
Pre obdiznikovy prierez pozname kvadraticky moment prierezu k osi z (kap. 3)

J, = L e,
12

Staticky moment U,(y), t .j. plochy vyznaCenej vlaknom vy, v ktorom pocitame
napatie a hornym obrysom prierezu, sa rovna

n/2 o k72 >
N bl h 2
U :j.b.d S I
() N1-0-4) {21 2[4 J/J
y

Po dosadeni do rovnice 6.10 pre Smykové napéatie v obdiznikovom priereze
dostavame vztah

T :Lﬁ ﬁ_ 2 :6T(X) ﬁ_yz =§T ]12—4);2 .
z(y) bibh3 21 4 bh3 4 2 (x) bh3
12

3Ty y jz
SR ] P
F= 2b.h{ (h/z

Z tejto rovnice je zrejmé, Ze priebeh $mykového napéatia po vyske obdiznikového
prierezu je parabola — priebeh je zndzorneny na Obr. 6.8.

Rovnica je upravena do tvaru, z ktorého je vidiet, Ze najvacSie Smykové napatie je
v mieste neutralnej osi, t. j. pre y = 0 arovna sa

(6.11)

, 3 T(x) 3
2 bh 2 S

Obr. 6.8. Priebeh Smykovych
napéti  po  vyske obdiZnikového

| 1T 7/
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Smykové napétia v kruhovom priereze

Smykové napétia v obdiZnikovom priereze maju smer zhodny so smerom prie¢nej
sily a smer zdruzenych Smykovych napati je tieZz jednoznacne dany (Obr. 6.6). Pri
neobdiznikovom priereze symetrickom okolo osi y neméze byt smer $mykovych
napati rovnaky po celej vySke prierezu. Nahodne vybraty element na povrchu
(Obr. 6.9) ukazuje, Ze Smykové napatie neméze mat vertikalny smer (vznikala by
radialna zlozka Smykového napatia v pripade zakrivenia obrysu prierezu, takéto
napatie v8ak nema vonkajSiu pri€inu svojej existencie), ale smer doty&nice
k obrysu prierezu (radialna zlozka napatia sa vtedy rovna nule). Medzi bodmi
obrysu sa podla predpokladu Grashofa nositelky Smykovych napati natacaju
a smeruju do bodu P, ktory je dany prieseénikom doty¢nic v bodoch Sirky obrysu.
Smykové napéatia od prieénej sily v neobdiznikovom priereze preto rozlozime na
zlozky 7; a 7. Co sa tyka velkosti si $mykové napétia 7, po Sirke prierezu
konstantné a ich priebeh po vySke prierezu je dany rovnicou

- Y
z(y) b(y)JZ

Druhu zlozku Smykoveho napatia 7, vypocCitame z podobnosti trojuholnikov

z_ b
/o
o b, b, ,
PretoZe plati: tgp=—-  bude [ = a po dosadeni
2.f 2tg
1
Al'r = 517

Vysledné napatie 7 potom bude
2, 2 z° 2
T=\1;+7, =7, [1+—-1g%¢p

y

Z tejto rovnice je vidiet, ze maximalnu hodnotu nadobuda Smykové napatie po
Sirke prierezu na jeho obvode, kde z,x = +b/2, t. |.
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1 1,.,U,
r=1_\1+1g°p =1, = ()7 =) (6.12)
cosp by, J, cosp

°
P'y

y

Obr. 6.9. Smer Smykovych napéti od priecnej sily v priereze symetrickom k osi y

Pre kruhovy prierez rovnako nositelky Smykovych napéati po Sirke prierezu smeruju
do bodu P, ktory je dany prieseénikom doty¢nic v krajnych bodoch obrysu. Z Obr.

6.9 je potom jasné, Ze
by

—=\r" -y a cos Q=

Staticky moment plochy S, (oznacenej Srafovanim) k osi z je

Uyy) = _[yldSl = 2_[%\/’”2 _ylzdyl
; y

S

i

4
Po dosadeni do rovnice (6.12) ajza J, = % dostavame

2 2
T Usy) AT N -y

3

Tay) =

= (6.13)
biy)J,cosp 3 .y

Odvodeny vztah pre Smykové napéatia po vyske kruhového prierezu je rovnicou
elipsy, ktora nadobuda maximalnu hodnotu prey = 0, t. j.
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2
_ET(x)\/r__ﬂT(x) _ AT

"3 g 32 38

(6.14)

Graficky je tento priebeh Smykového napétia po vySke kruhového prierezu
znazorneny na Obr. 6.10.

y
P v v
Ay .
. i
v, Y !
L > .0 > 17,
‘o !S\v YYVYVYVYVYY v}r _ _Z_ /,a"]
A
_____________ ;J =T/S
a) b) c)

Obr. 6.10. Priebeh $mykovych napéti od prie¢nej sily po vySke kruhového prierezu
Smykové napétia v medzikruhovom priereze

V sulade s priebehom Smykovych napati v kruhovom priereze maiju tieto napatia aj
v medzikruhovom priereze smer dotyénice a po hrubke steny ich mdzeme
povazZovat za konstantné. Vo vlakne y od neutralnej osi z su Smykové napatia
(Smykovy tok) v stene znazornené na Obr. 6.11.

Obr. 6.71. Pésobenie Smykovych napéti v medzikruhovom priereze

Vztah (6.10) pre priebeh Smykovych napati vo vSeobecnom priereze bude mat’ pre
medzikruhovy prierez s priemerom strednice Ds a hrubkou steny t tvar
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TX UZ (24
Tz(a):—(b) J() , (6.15)
(y)p

pretoze staticky moment U, bude vyhodné vyjadrit v polarnych sudradniciach.
Rovnako polarny moment medzikruhového tenkostenného prierezu mozno vyjadrit
v polarnych suradniciach ako

V4 2 2
D D D
J =ZI = Brda=| 2| Dstn
’ . 2 2 2

Staticky moment U,y vySrafovanej plochy na Obr. 6.11 je
a 2
D D D
U, :ZJ—St.d S cosp=2 | t.sina
Z(a) 0 > @ > @ 2

Dosadenim do rovnice (6.15) dostavame pre priebeh Smykovych napati
v tenkostennom medzikruhovom priereze

2
DS .
T, 2(2] t.sina T,

Toa) = 2 =
w.Dq.t
2 s Dy irx >
2 2

sina (6.16)

Maximalnu hodnotu nadoblida $mykové napétie pre o = 90°

T T
fmax = 2 (x) = 2 (x) (617)
w.Dg.t S

Smykové napitia v nosniku |

Priebeh Smykového napatia 7, po vyske prierezu | ur€ime aplikaciou rovnice (6.10)
pre pasnicu a stojinu. Premennou veliCinou je staticky moment U, ktory urCime
vzdy ako moment plochy medzi miestom y (vldknom prierezu), v ktorom pocitame
velkost' napatia a blizSim krajnym vlaknom obrysu prierezu. V reze A-A pasnice
(Obr. 6.12a) je staticky moment U,y tmavsej plochy
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Obr. 6.12 Smykové napétia v | nosniku

h 1(h b(n*
2(y) (»)X1 (2 J/)|:y 2(2 J/j:| 2[ 4 y j

V reze B-B stojiny je staticky moment U, vySrafovanej plochy (Obr. 6.12b)

h—t h 1(h
U =8 +S =bt)| — |+t,| ——t — +—| ——t— =
2(y) 1Yr1 T 92)Vr2 1( 5 j 2(2 J’j[y 2(2 J’H

KSE CURd

Po dosadeni do rovnice (6.10) dostdvame pre priebeh Smykovych napati v pasnici

T 2
(x) b(h 2
r =72 _ 6.18

a pre priebeh Smykovych napati v stojine

T _ 2
ng. L2 ) 2|2

Obidve rovnice su rovnicami paraboly a vysledny priebeh Smykovych napati po
vySke | profilu je na Obr. 6.12c. NajvacSiu hodnotu nadobuda Smykové napatie
v strede stojiny (y = 0) a nespojite sa meni v prechode pasnice a stojiny z dévodu
skokovej zmeny Sirky prierezu.
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Obr. 6.13. Smykové napétia v | nosniku

Smykové napétia vznikaju pri ohybe | profilu aj po $irke jeho pasnic. Po vyske
elementu | profilu o Sirke dx su znazornené normalové napatia na Obr. 6.13.

Ich prirastok do na dizke dx bol zakladom odvodenia $mykovych napéati podla
Obr. 6.7 a bol aplikovany aj na odvodenie Smykovych napati z, po vySke | profilu.
Na odrezanu Cast pasnice pbésobia na jej favom konci normalové napatia o a na jej
pravom konci napétia o+do. Aby odrezana Cast pasnice zostala v rovnovahe,
musia na boc¢nej ploche rezu v mieste z; pésobit Smykoveé napatia 7, .Po hrubke
pasnice budeme ich rozloZenie povazovat za rovnomerné (vzhladom na malu
hrubku pasnice je tento predpoklad dostatocne presny). Podmienka rovnovahy sil
na odrezanej Casti pasnice v smere X je:

J-(a+da)dS— Ia.dS—Ty tdx=0
(S) (S)

Z tejto rovnice vyjadrime 7, ako

T, = i do.dS
t.dx
(S)

dM
Po dosadeni z rovnice (6.9) za daz%y dostavame pre Smykové napatie

z

V pasnici vztah
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M dM
T :ij—(x)de=—(x)ijy.dS =

Y tdx J. dx tJ,
(S)
..U
(x)~ z(z)
T, =— 6.20
g tJ, (6.20)
dM

pretoze podla Zuravského vety je T, = % prieCna sila a
x

U.. = jy.dS je staticky moment plochy S pasnice k osi z, ktorého velkost je
(s)

h—t
Uz(z) :S'yT :Z.tT

Smykové napétie 7, pbsobi v reze z; pasnice, zdruzené Smykové napatie posobi
v Celnej rovine pasnice a jeho hodnota je

T _ T (h—t
_ T het (x)( /)Z

T
Yot 2 2J

(6.21)

z

Smykové napétie 7, V pasnici ma podla rovnice (6.21) linearny priebeh. Najvacsiu
hodnotu nadobuda v mieste spojenia pasnice a stojiny - ¢o do velkosti je toto
napatie rovné

(b—t)(h-t)
2 2
Fymax = tJ

z

Tt

Tato hodnota je porovnatelna (resp. o malo vacsia) s velkostou 3mykového
napatia 7, v mieste posledného vlakna pasnice (rov.6.18)

T . -
T. :ﬁt.bi(h t)
T b, 2
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Obr. 6.14 Celkovy priebeh Smykovych napéti v | nosniku

Analogicky mozZno odvodit priebehy Smykovych napéati pre prierez tvaru U,

pripadne Jackl.
Aﬂjﬂﬂ o
T, ;
y . 3 B
N i g
- z Tz 3 t,
t = =
_____ | ‘ 4
,,,,,, 4
b Ty

Obr. 6.15 Priebeh Smykovych napéti v profile Jackl a U

Priklad 3: Vypocitajte a znazornite priebeh ohybovych momentov a prie¢nych sil
pozdiZ nosnika na obrazku a urobte pevnostnu kontrolu prierezu I.

q
A VVVVVVVVVVVlVVVVVU’
S ZeNE
AT
) / VLA
Nosnik k prikladu 3
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Reakcie vo vazbach ur€ime z podmienok rovnovahy:

YF.=0 = R, =0
4.2 8
M,=0:Ryl—q-1-1=0 = Rz=—ql
Z 4 B ‘]3 3 B gq

41 4
ZMBzo.RAz—qugzo = Ry=gdl

Priebehy vnutornych veli€in je potrebné vySetrit pomocou 2 myslenych rezov:

% €(0,1/3): X, €(0,1):
M, =—% Mg, =0 M,, =RAx2-% M, =0

M3, (?LIBZ (1/2) = C:[LISZ
Iy = 9% To, =0 T T =R, :gql

Pretoze priebeh ohybovych momentov vreze x, je parabolicky, treba najst
miesto a hodnotu extrému tejto funkcie (v reze x; je parabolicky priebeh funkcie
ohybového momentu bez lokalneho extrému):

Ry _4,

M, =0 = R,-gx,=0 = —4
(x,) 47 9% q 9

2

4 4 (4V 8 ,
M, =2afi—g 2] =2
-t 979 q(gj 1

X2 max =
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q
RAFOA;lwllvllvllvvlVl"""
X 4 B
R,=4ql/9 / R.=8qll9 /3
M,,..=8q//81 © M(x)
h 4 y
= ] M(x,=1)=-q//18
T(x,=0)=4q//9 o T(x,=1/3)=3q//9| (G Tx)
A 4 A
= T..=T(x,=l)=-5q//9
'
x=4/91 3

Priebehy funkcii ohybového momentu a prie€nej sily su na Obr. 6.15. Prierezmi,
v ktorych treba urobit’ pevnostnu kontrolu su:

e prierez v mieste maximalneho ohybového momentu,
e prierez v mieste maximalnej prieCnej sily,

e prierez s najnepriaznivejSou kombinaciou M, a T .
ql*

4 L M, 81 0,0011.¢/°
X, =§l, krajnévlakna: o, :J—ymax = ?3;11‘4 6r = e 7 < O jov

gql<6t2 550+25(%.25)

‘Tmax|Uzmax
x, =1, strednévldikna:zt,, = = Z =
tJ, t.531z
_ 0,0614/ < Odov
2 3
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x, =1, prechod pdsnice a stojiny : ,,; = \/O-(zy=5t ) +3(Tz(y=5t) ) )2 _

h=12t

2

2 v [ 2qlertsst) gl ss)
5| +32 49 i
185311 (5311 (5311

22 2
J(WJ o,
t t

Y4
|
| | ] _
|
! =
|
----- PLLISR
| z
! '[Ft y
! E
| o>
! v
E A
. b=6t N
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6.3 Deformacia nosnikov

Deformaciou nosnikov je priehyb. Deformovana os nosnika sa nazyva
priehybovou ¢iarou. Priehyb nosnikov je potrebné poznat napr. pri mostoch,
zeriavovych drahach, kde okrem pevnostnej podmienky je vyzadovana aj
podmienka maximalneho povoleného priehybu. Rovnako aj pri prevadzke
hriadelov je priehyb resp. jeho derivacia (t. j. natoCenie doty€nice k priehybovej
Ciare) sledovanym parametrom pre prevadzku loZisk.

Diferencialna rovnica priehybovej Ciary (priblizna)

Pri urCovani rozlozenia normalovych napéti v priereze ohybanych nosnikov sme
analyzovali deformaciu vlakna vo vzdialenosti y od neutralnej osi (Obr. 6.16).

Neutralna os

ds=dx ||| Ads y <0
do y

Obr. 6.16. Deformacia nosnika

PrediZenie elementu vlidkna ds vo vzdialenosti y od neutralnej osi v ddsledku
deformacie v ohybe mbzeme vyjadrit’ ako

Ads =y.dp

P6vodna (nedeformovana) dizka vldkna ds, resp. dizka vlakna na neutralnej osi
je

ds = p.de

Pomerné predizenie vldkna v mieste y prierezu namahaného ohybovym
momentom je potom z definicie

o _Ads_yde _y
Yds  pde  p
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PretoZe vlakno je pri Cistom ohybe namahané tahom pripadne tlakom, mdéZzeme
jeho pomerné prediZenie vyjadrit tiez pomocou Hookovho zakona ako

_ G(y)
&)= E

Deformacénu podmienku pre jednotlivé viakno mbzeme teda zapisat ako rovnost
tychto dvoch deformacii v tvare

o
(v) ) )y
— = = O-(y)__E

E p p
Dosadenim za uz znamu hodnotu normalového napatia vo viakne vy

—% dostavame:
Ory) = Y; b% Y :

z

M M
), Vg 1 _Me
J. P p EJ.

Tento polomer krivosti vieme vyjadrit aj z matematiky ako krivost krivky v tvare

N w

,2
p= i(lll , kde y je poradnica krivky, v naSom pripade priehybovej Ciary.
y

Po dosadeni do predchadzajucej rovnice a uprave dostavame

o _ My
7=
> EJ
(1+ ' )2 :
Tato rovnica priehybovej Ciary sa v praxi pouziva ako priblizna diferencialna
rovnica priehybovej €iary zanedbanim Stvorca derivacie priehybu oproti jednotke

(pri malych priehyboch v porovnani s vySkou nosnikov je toto zjednodu$enie
pripustné) a oznadenim priehybu znakom v’ v tvare

(6.22)

M,
EJ

V4

v ==

(6.23)

* 7 . 7 . . "~ . . z ’ ’
Znakom v budeme oznacovat aj deformaciu telesa v mieste posobenia sily, ktord nemusi mat
smery.
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Kladné znamienko ohybového momentu sme uz zaviedli tak, ako je na Obr. 6.16.
Ohybovy moment kladnej orientacie spbsobi priehyb smerom nadol, t. j. druha
derivacia funkcie priehybu vychadza kladna v suradniciach na Obr. 6.16
(priehybova Ciara je konvexna funkcia) a priehyby by tak nadobudali zaporné
hodnoty. Preto budeme rovnicu (6.22) pouzivat len v tvare

My,
v=— (6.24)
EJ

z

Tak zarucCime, ze od kladnych ohybovych momentov budu vychadzat kladné
priehyby (suradnicovy systém na Obr. 6.16).

Pouzitie odvodenej diferencialnej rovnice priehybovej Ciary si ukazeme na
nasledujucich prikladoch.

Priklad 4: VVypocitajte priehyb nosnika z prikladu 1 na jeho volnom konci.

F

A
Y

Obrazok nosnika k prikladu 4

Priblizna diferencialna rovnica priehybovej Ciary pre tento nosnik je

M, _Fx
EJ EJ

z z

Vix) =
Rovnicu je potrebné dvakrat integrovat, pricom pouzijeme neurcité integraly:

Fx?
v, ,=—+C
(x) 2E] 1

z

Fx®
V(x) :ﬁ+Clx+C2

Integraéné konstanty urCime z okrajovych podmienok pre priehyb nosnika:

1 x=1l: v, =0
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2 2
EJ, 2E]

z

2.x=Lv,,=0 =

Dosadenim do prvej okrajovej podmienky dostavame:

3 2 3
6E]. 2. 3EJ

Priehyb na vofnom konci nosnika je rovny prave konstante C,, t. |.

FI®
3EJ

z

Vix=0) = C, =

Priklad 5: Vypocitajte maximalny priehyb nosnika na obrazku nizSie a natocenie
jeho koncovych prierezov.

q
A VVVVVVVVVVVVVVVVV&B
77 ;7 TTATT
/

Obr. nosnika k prikladu 5

Vazbové reakcie su z podmienok rovnovahy na obidvoch koncoch nosnika

rovnake a rovne R,=R,=R :%l.

Priebeh ohybovych momentov staéi vyjadrit v jednom myslenom reze:
2
xe(0l): M, =R.x—q7

Priblizna diferencialna rovnica priehybovej Ciary pre tento nosnik potom je

M., _ R.x N qx2
EJ EJ. 2EJ

z z z

Vix) =~

Rovnicu budeme dvakrat integrovat
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Ry2 . qx3
2EJ, G6LEJ,
Rx® qx4
Vi == +

6EJ, 24EJ

V%x):_ +Cl

+Cix+C,

Integracné konstanty uréime z okrajovych podmienok pre priechyb nosnika:

1 x=0:v,,=0 = G, =0

3 4 3
2 x=lv,=0 = L4 o0 o =4
12EJ,  24EJ, 24EJ .

z

Rovnica priehybovej Ciary nosnika ma tvar

3 4 3
- qlx L ql
12EJ, 24EJ. 24EJ

X

z

a v ktoromkolvek mieste nosnika umoznuje vypocitat velkost priehybu
dosadenim za x.

A 4

q

RAOALL L bbb bbby bele

7 ¥ A

R,=qll2 R.=qll2

A 4

ry
Mo =0/ 18 6 [1co]

Y

F
T.=ql2 3

- T..=-0//2
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Miesto maximalneho priehybu urCime hlfadanim extrému funkcie, t. j. prvu

derivaciu polozime rovnu 0. Dostaneme v tomto pripade kubicku rovnicu, avSak

miesto maximalneho priehybu z dévodu symetrie nosnika musi byt uprostred, t. j.
1

pre x = /.l

5 gl
L7l R e
(X=E) 384 E]Z

Naklopenie koncovych prierezov nosnika je v skuto€nosti uhol sklonu dotyCnice
k priehybovej Ciare v tychto bodoch. Priebeh uhla dotyCnice k priehybovej Ciare
pozdiz nosnika je prva derivacia priehybu

R g
Yo =5 Temy Y
preto plati:
3
ql
=V, _ = rad
Pq=Vix=0) 179, . [ ]
q
~ A ~
Oaf~~ vvvvlvvvvvvvvvvvxﬁ)‘(pB
Y/ —— Vo — £\ T
2 6

<& »
< L

Vypocet priehybu pomocou pribliznej diferencialnej rovnice priehybovej Ciary je
univerzalna metdda, ktorej vysledkom je rovnica krivky. Umozniuje najst extrémnu
hodnotu priehybu aj vypocitat uhol naklopenia ktoréhokolvek prierezu nosnika.
V pripade, ak priebeh ohybového momentu je potrebné rieSit vo viacerych
usekoch, pre kazdy usek je potrebné napisat rovnicu prichybovej Ciary. ZvySuje
sa tak pocet integracnych konstant aj okrajovych podmienok potrebnych pre ich
vypocet.

6.4 Castiglianove vety

Uvazujme nosnik zatazeny [ubovolnou silou F; kolmou na os nosnika
(Obr. 6.17a). Deformaciou (v tomto pripade priehybom) nosnika sa nemeni
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ucinok vonkajsej sily Fi. Priehyb v flubovofnom mieste x nosnika mézeme vyjadrit
vztahom

v, =F.1,;
kde sucinitel 7,; sa nazyva Maxwellov koeficient elastiCnosti — je to priehyb
vyvolany silou jednotkovej velkosti a zavisi len od polohy rezu x a od polohy
pbsobiska sily F; (prvy index koeficientu oznacuje polohu rezu x a druhy polohu
sily F;). Aby sme celkovy priehyb mohli vypocitat vynasobenim jednotkového
priehybu velkostou sily, ktora ho vyvolala, musi platit Hookov zakon.

Ak pbsobi na nosnik suc¢asne viacero sil F4, ....... F., ktoré su kolmé na os nosnika
(Obr. 6.17b), vyvola kazda sila F; jednotlivo v mieste x priehyb

vxi = 171 ’Txi

A |
e ——— . -
b)

>

Obr. 6.17. Nosnik zataZeny silou resp. sustavou sil
Potom vysledny priehyb v tomto mieste x od vSetkych sil Fy, ....... F., pbsobiacich
suCasne je

Ve =Fro+Fyt g+ 4 Fr 4ot Fr, =Y Fr, (6.25)

Tato rovnica je vyjadrenim zakona superpozicie ucinkov.

Pripad nosnika a jeho priehybu od uc€inku sustavy sil rozSirime teraz na pruzné
teleso vSeobecného tvaru, nepohyblivo uloZzené a zataZené tiez sustavou sil
Fiy e Fn. (Obr. 6.18).
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Obr. 6.18. Teleso zatazené sustavou sil

Ak oznacCime posuv pdsobiska sily F; v smere jej pbdsobenia ako v; pri su¢asnom
pbsobeni vSetkych sil Fq, ....... F. , tak podla zakona superpozicie posuvov musi
byt kazdy takyto posuv v; funkciou vSetkych vonkajSich sil. Posuv pésobiska sily
F, sa bude na zaklade rovnice (6.25) rovnat

V1=F;]_T11+F2T12 ++F;Tll+ ...... +F T].I’I:

) L £,
:P;L T11+_T12 ++_Tll+ ...... +_T1}’l

A A A
Pokial teleso je ako celok nepohyblivo uloZené, t. j. vonkajSie sily su po€as svojho
narastu stale v rovnovahe s vnutornymi silami, vtedy cela praca vonkajsich sil sa
rovna energii napatosti nahromadenej v telese. Velkost tejto energie nie je zavisla
od poradia, v akom sily za¢nu pésobit’ a je ur€ena len koneénymi hodnotami F;
av; . Sily mézu teda rast’ aj su€asne od nuly do svojich kone¢nych hodnét tak, ze
jednotlivé pomery sil budu pocas ich narastu rovnaké, t. j.

F. F. F, F
—2=C,; =2=C;;uu—L=C, ;... » =C, =konst
Fl Fl Fl Fl

Dosadenim do predchadzajucej rovnice dostdvame pre posunutie pdsobiska sily
Fi:

Vl = F;I.(Tll +C21-12 +'+CIT11 +...... +C Tll’l)

n

Z predoSlej uvahy vyplyva, ze Cleny v zatvorke tvoria spolu konStantu a teda
posuv pdsobiska sily F; je umerny tejto sile podla vztahu

vy =k

Takyto vztah len s inou konstantou dostaneme aj pri ostatnych silach a posuvoch
ich pésobisk, preto pre posunutie pésobiska vSeobecnej sily F; mdézeme napisat
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v, =F k. (6.26)

V,
Obr. 6.19. Vztah medzi silou a posunutim jej pésobiska za predpokladu platnosti
Hookovho zakona

Pretoze v rozsahu platnosti Hookovho zakona plati medzi silami a posunutiami
linearny vztah (Obr. 6.19), mbézeme energiu napatosti ako pracu vonkajsich sil
vyjadrit’ takto:

1 1
A:E(F’lvl+...+Fl-vl.+ ...... +F vn):EZF.v- =

INO 2 (6.27)
A== FZk,
2 Z:l: i i

Tento vztah je doésledkom vztahu (6.26), Ze posuvy su linearne funkcie
pbésobiacich sil a preto vztah (6.27) pre energiu napatosti je homogénnou
funkciou druhej mocniny vonkajSich sil. Tento vztah plati za podmienok platnosti
zakona o superpozicii posuvov.

Prva Castiglianova veta

Uvazujme blizSie neSpecifikované pruzné teleso, ktoré je nepohyblivo ulozené
a na ktoré poésobia sily Fy, ....... F. (Obr. 6.20). Energia napatosti akumulovana
v tomto telese je na zaklade vztahu (6.27) vyjadrena funkciou

A= f\R, FpoooiFe. Fy) (6.28)

Ak zvacéSime napriklad silu F; o diferencialne mald hodnotu dF; , zvacési sa
energia napatosti o hodnotu

133



Obr. 6.20. Teleso zatazené sustavou sil

a1=Aap
oF,

Takze celkova energia napatosti bude

A+dA=A+a—AdE. (6.29)
OF;

1

Ako sme konstatovali vy3Sie, energia napatosti nezavisi od poradia pésobenia sil.
Nechajme preto pbsobit najprv silu dF;, ktora vyvola diferencialne malud
deformaciu (posunutie v mieste jej pdsobiska v smere sily) dv;. Energia napatosti
prisluchajuca tomuto stavu podla Obr. 6.20

d4; = 1 dF;.v,
2

Pridajme teraz pdsobenie sil Fy, F,..... Fi..... F. , ktoré v mieste sily F; vyvolaju
deformaciu v; . Podla zakona superpozicie posuvov bude energia napatosti
vytvorena tymito silami tiez rovna hodnote A podla rovnice (6.28). Nesmieme
zabudnut, Ze uz predtym pOsobiaca stala sila dF,sa posunula v désledku
posobenia sil F4, ...... F. ,0 hodnotu y; a zvySila tak energiu vonkajsich sil o dF;. vi.

Celkova energia napatosti v tomto poradi pésobenia sil bude
1
A :EdF}vi + A+dFv, (6.30)
Energia napatosti musi byt v obidvoch pripadoch rovnaka, t. j.

A+6—Ad}§ =£dFl.vi + A+dF,v,
oF; 2

1
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Prvy &len pravej strany rovnice je diferencialne maly ¢len druhého radu — t. j.
mébzeme ho zanedbat’ a dostavame tak vztah

0A
y, =——

= 6.31
'~ o (6.31)

Tato rovnica je matematickym vyjadrenim prvej vety Castiglianovej, ktoru
mobzeme za podmienky platnosti zakona superpozicie posuvov sformulovat takto:

Posunutie pbsobiska sily (deformacia v mieste pésobenia sily) sa rovna parcialnej
derivacii celkovej energie napétosti sustavy podla tejto sily. Smer posunutia v;
(deformacie) suhlasi so smerom sily F;.

Rovnakym postupom mézeme na teleso nechat pésobit sustavu dvojic sil
(momentov) My, ....... M, aich u€inok v mieste pésobenia oznacit ako natoCenie
¢i. Vysledok bude

o4

=—, 6.32
m (6.32)

®;

t. j. uhlové natolenie v mieste pdOsobenia dvojice sil (momentu) sa rovna
parcialnej derivacii celkovej energie napatosti sustavy podla tohto momentu.

Energia napatosti od zakladnych druhov namahania

V kapitole 5.4 sme odvodili energiu napatosti normalovych a Smykovych napati —
rov.(5.17, 5.18) v tvare

1 o2 172
1o =7 o a =
2 E

Energia napatosti normalovych napéati od osovych sil

Dosadenim rovnice (3.1) do rovnice (5.17) dostavame pre energiu napatosti
jednotkového objemu rovnicu

_1N?(x)
2 S°E

1oy

PretoZze napatie v priereze namahanom ¢istym tahom je kons$tantné, energiu
napétosti celého objemu V dostaneme integrovanim pozdiz osi telesa, t. j
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LN () g E [N?(x)dx (6.33)

N (1)2 S%E 2 S(z)

Energia napéatosti Smykovych napéati od krutiacich momentov

Dosadenim rovnice (4.7) do rovnice (5.18) dostavame pre energiu napatosti
jednotkového objemu rovnicu

_1M{(x) ,
w2 g6

Integrovanim energie napatosti po celom objeme dostavame

H M (x) __IMk (x)

(U(S) P (0 p

dx | p?dS=—— | M?(x)dx ,
Jras=a;, 1

pretoze vyraz j pzdS =J,.
(S)

Vztah je mozné rozsirit aj pre nekruhové prierezy, ked J,—Ji do tvaru

I M2 (x)dx (6.34)

AlT
Mk 2 G Jk
(1)

Energia napatosti normalovych napéati od ohybovych momentov

Dosadenim rovnice (6.9) do rovnice (5.17) dostavame pre energiu napatosti
jednotkového objemu rovnicu

1M (x)y2
2 JEE

1O'N

Integrovanim energie napatosti po celom objeme dostavame

IIMZC) 2 dSdx _—I (x)djzdS

(1)(5) J: (1) S B (S)
M x)dx 6.35
" 3gr J) (x) (6.35)
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pretoZe vyraz I yzdS =J,
(S)

Energia napéatosti Smykovych napati od prieénych sil

Dosadenim rovnice (6.10) a (6.12) do rovnice (5.18) dostavame pre energiu
napatosti jednotkového objemu rovnicu

1z,

T?(x)U 2
();)Zz(y)[“%2 tgzgo}
biJZG b

_1
2
y

Integrovanim energie napatosti po celom objeme dostavame

__HlT (x)U. (y)[1+ z tgz(dede:
i) bszG b?

2 SU.
:%ITgx)dxj (f) 1.4 1220 |dS .
(1) (S) b JZ by

y

PretoZe druhy integral v tejto rovnici charakterizuje iba tvar prie€neho prierezu
(tento vyraz je konkrétne pre kruhovy prierez), znalime ho kon$tantou p.
Dostaneme tak rovnicu energie napati od prieCnych sil pre vieobecny prierez
v tvare

I T2(x )dx (6.36)
(1)

A
Mk~ 5Gs

Pre kruhovy prierez je konstanta p=?/,; , pre obdiZnikovy prierez p=°/5 .

Priklad 6: Vypocitajte priehyb nosnika v priklade 1 na volnom konci.

A
A 4

Priebeh ohybového momentu sme vysetrili pomocou jedného mysleného rezu

M(X) =-Fx
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Energia napatosti pre nosnik namahany ohybom (rov. 6.35) pri zanedbani vplyvu
priecnej sily na deformaciu nosnika je

Priehyb na volnom konci nosnika bude

_o4_90) 1
OF OF| 2EJ.

IMZ dx —iJ'M M 1 (6.37)
(x) E]z (x) OF )
(1) (1)

V4

Po dosadeni za priebeh ohybového momentu a jeho derivaciu podfa sily F sa
bude priehyb rovnat

FI®
3EJ

z

)
v, = EJi j (—F.x)(=x )dx =
Zo0

Odvodené vztahy (6.31) a (6.32) platia pre akukolvek velkost sily F;, resp.
momentu M; a to aj pre pripad, ked F; = 0, resp. M; = 0, t.j. umoznuju vypocitat
posunutie, resp. uhol natoCenia v mieste, kde sila, resp. moment nepbsobia. Ak
by sme chceli pomocou Castiglianovej vety vypocitat priehyb napr. v polovici
diiky nosnika, je potrebné uvazovat so silou Q = 0 vtomto mieste, aby sa
premietla do rovnice priebehu ohybovych momentov a bolo tak mozné podla ne;j
uskuto&nit' derivaciu v rovnici (6.37). Nenulové ¢&leny po tejto operacii davaju
posunutie, resp. nato¢enie vo zvolenom mieste.

o4 o4
ol ol e

Druha Castiglianova veta

Uvazujme pruzné teleso ulozené tak, ze vazbové reakcie budu staticky neurcité.
Energia napatosti bude funkciou

A=f(F,Fy.c...Fy.c..F) R, Ry,......R;,......R, ),

kde R; az Ry su staticky neurCité reakcie. Ak je teleso podopreté tak, Zze sa
v nezatazenom stave vSetkych podpier len dotyka (teleso sa nemdze pohybovat,
mdbze sa len deformovat), méZeme reakcie v tychto podperach povazovat za sily
posobiace v bode telesa, ktorych posunutie v mieste pdsobiska vyjadruje
|.Castiglianova veta. Ak su podpery nepoddajné, dostavame
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_od

= = 6.35
VR (6.35)

Analogicky pre uhlové natoCenie v mieste vazby odoberajucej tento stupen
volnosti

oM,

7 (6.36)

Formulacia ll.Castiglianovej vety: Parcialna derivacia celkovej energie napéatosti
sustavy podla staticky neurcitej veli¢iny sa rovna nule.

Z matematického hladiska sa derivacia funkcie rovna nule v mieste, kde tato
funkcia nadobuda extrém. V pripade Il.Castiglianovej vety mézeme povedat, ze je
to veta o minime energie napatosti, t. j. hodnoty staticky neurcitych veli€in
(vazbovych reakcii, ale aj vnutornych veli¢in) su usporiadané tak, aby energia
napatosti sustavy bola ¢o najmensia.

Priklad 7: Vypocitajte silu v prate staticky neurCitej sustavy na nasledujucom
obrazku.

E,S

A

____ q
: Y]
E, J,

A

Obrazok sustavy

Sustava na obrazku sa sklada z dvoch telies — nosnika a pruta, ktoré su spojené
kibovou vazbou. Pri jej uvolneni vlozime do miesta kibového spoja silu R vo
vertikalnom smere, horizontalna reakcia sa z podmienky rovnovahy pruta rovna
nule. Tuato silu nemozno vyjadrit z podmienky rovnovahy, je to staticky neurcita
veli¢ina — preto pouzijeme Il.Castiglianovu vetu:

8(A1+A2)_
OR

0
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1
2E,J,

kde 4, jfo)dx je energia napatosti akumulovana v nosniku od

(L)

1
ohybového momentu a 4; :m Ifo)dx je energia napatosti akumulovana
2

v prute namahanom tahom od sily R.

Po dosadeni do prvej rovnice a uprave dostaneme

oM ON,
a(A1+A2) 1 IM(X) (x)dx+ ! '[N ;{x) dx=0

oR :ElJZ( oR ES )

L) L)

Priebeh ohybového momentu v reze x nosnika je
gx°

M, =Rx——
(x) 2

Dosadenim za priebeh ohybového momentu a osovu silu dostaneme

Autotest

1. Odvodte vztah pre maximalnu hodnotu $mykového napétia v obdiZnikovom
priereze.

2. Vypocitajte miesto a vefkost maximalneho ohybového momentu pre nosnik na
obrazku nizSie.

q
VYV IV VYV YYIYVY
1/3774 / 775;7!/3

>

D
red

3. Vypocitajte priehyb nosnika na jeho vofnom konci a porovnajte ho v nosnikom
v priklade 4.
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[

4. Kolkokrat sa zvadsi unosnost obdiznikového prierezu v ohybe, ak zvysime jeho
vysku 2-krat?

5. Vypoditajte priebeh ohybovych momentov, prieénych sil a velkost
maximalneho priehybu nosnika na obrazku.

. =)

Yoo red
<4 ] »
RieSenie:
_ LUy _ 3y
1_ TZ(y) — b J ............. - 2S
(y)7z
. . . 5
2. Uprostred nosnika medzi podperami M, = iql
ql*
V= 8E/ ; ak by platilo pre porovnanie s prikladom 4, Ze F=q.l, potom je

priehyb v tomto pripade 2,66-krat mensi.

4. Priehyb sa zmensi 8-nasobne, maximalne napatie 4-nasobne.

MI?
9/3EJ

z

5.V mieste x = Je V=

&l ~
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7. NAMAHANIE NA STRIH

Pripad, ked v rovine prieCneho rezu pésobi len prieCna (tangencialna) sila T
prechadzajuca jeho taziskom, oznaCujeme ako namahanie na strih (Smyk) - Obr.
7.1. Tento druh namahania sa vyskytuje najCastejSie pri ¢apoch, skrutkovych
a nitovanych spojoch.

Obr. 7.1. Namahanie na strih (Smyk)

V starSej literature sa niekedy uvadza, Ze 3mykové napatia v priereze su
rovnobezné so silou T avo vSetkych bodoch prierezu nadobudaju rovnaku
hodnotu, teda

T
T =—
S

Tato hypotéza vSak nie je spravna, pretoze Smykové napatie v bode na
nezatazenom povrchu sa musi byt podla zakona zdruzenych Smykovych napati
rovhat nule (kap.5.2). Predpoklad rovnomerného rozlozenia Smykovych napati je
splneny len v okamihu prestrinnutia, ked dosiahne napéatie v kazdom bode
prierezu hodnotu medze pevnosti v Smyku.

Skutoc€né rozlozenie Smykovych napati v prierezoch je odvodené v kapitole 6. Pre
najCastejSie sa vyskytujuce prierezy su ich priebehy a maximalne hodnoty
uvedené na nasledujucom obrazku:

- =
Trmax I “I N
[ ? NI =
‘_,ir:TfS
. 3T
S I 142




8. KOMBINOVANE NAMAHANIE

V praxi sa zakladné druhy namahania zriedkavo vyskytuju jednotlivo. Pripady
kombinacii viacerych druhov namahania mbézeme na zaklade platnosti zakona
superpozicie ucinkov riesit samostatne pre kazdé namahanie a vyslednu zlozenu
napatost posudit pomocou vhodnej hypotézy pevnosti.

Kombinacia tah — ohyb

Ohybovy moment rovnako ako tahova osova sila vytvaraju v priereze normalové
napatia (podsobiace v smere normaly prie€neho prierezu), ktoré maju v jednej Casti
prierezu vzdy rovnaku orientaciu (Obr. 8.1).

ML

yv

Obr. 8.1. Napétia v priereze pri namahani ohybom a tahovou osovou silou

Z pevnostného hladiska je potrebné posudit ich sucet v najviac namahanom
krajnom vlakne:

O-max = |O-Mo| +|O-N| < O-dov (81)
Kombinacia smyk — kratenie
Kratiaci moment rovnako ako prie€na sila vytvaraju v priereze Smykové napatia,

pésobiace v rovine prieCneho rezu, ktoré maju v jednej Casti prierezu rovnaku
orientaciu (Obr. 8.2).
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Tk

TTmax

Obr. 8.2. Napétia v kruhovom priereze od Krutiaceho momentu a prie¢nej sily
Z pevnostného hlfadiska je potrebné posudit ich sucet v najviac namahanom

vlakne na neutralnej osi prierezu (napr. podla hypotézy H-M-H):

o
T, =T, T, <2 (8.2)

" e
Kombinacia ohyb — kruatenie

Tento velmi C&asty pripad namahania v technickej praxi je na Obr. 8.3.
a predstavuje Specialny pripad rovinnej napatosti analyzovany v kapitole 5.5 —
hypotézy pevnosti pre Specialne pripady napatosti.

Obr. 8.3. Kombinacia ohybového a kratiaceho momentu

Z pevnostného hladiska je potrebné posudit napatost v krajnom viakne na
povrchu prie¢neho rezu pomocou niektorého zo vztahov v Tab.4. Podla hypotézy

H-M-H to bude
N ) 2
Ored =VO Mo + 3TMk < O doy (83)
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Kombinaciu ohyb — Smyk sme riesili v priklade 3 pri ohybanych nosnikoch.
Kombinacia tah — Smyk

PrieCna sila vytvara v priereze Smykové napatia pdsobiace v rovine prie€neho
rezu, naproti tomu osova sila vytvara normalové napatia pbésobiace v smere
normaly prierezu (Obr. 8.4). Z pevnostného hladiska je potrebné posudit napatost
v strednom vlakne prierezu (napr. podla hypotézy H-M-H):

Gy T

TTmax

o4+

..
=1 L

Obr. 8.4. Napétia v kruhovom priereze od priecnej a osovej sily.

[ 2
Ored =\ON T304y S04y, (8.4)

VSeobecny pripad kombinacie vSetkych zakladnych druhov namahania je na
Obr. 8.5

TA

Obr. 8.5. Kombinécia vsetkych zakladnych druhov naméhania

Napatie vo vSeobecnom bode prierezu, kde maju zhodnu orientaciu normalové
napatia od ohybového momentu a tahovej osove;j sily a tiez Smykové napétia od
kratiaceho momentu a priecne;j sily podla hypotézy H-M-H bude

Orod = \/<GM0 + O'N)2 +3(2'Mk +TT)2 <o, (8.5)
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Kriticky bod prierezu bude v krajnom vlakne A pri suhlasnom znamienku
normalovych napati (Smykové napatie od prie€nej sily sa bude s vynimkou
profilov T, I, Jackl a[ | rovnat nule)

Orod = \/(O'MO + O'N)2 +32’f4k <04 (8.5a)

resp. v bode B na neutralnej osi (normalové napatie od ohybového momentu
bude nulové)

O red =\/G]2\, +3(2'Mk +Z'T)2 <O (8.5b)
8.1 Skrutkova pruzina

Skrutkové pruziny su dblezité a Casto sa vyskytujuce strojové suciastky. Vo vinuti
pruziny posobia vSetky vnutorné veliCiny — ohybovy aj kratiaci moment
a normalova aj prieCna sila. Zakladné parametre pruziny su priemer vinutia
D = 2R, hrubka vinutia d, stupanie zavitov h = 2.D.tge (¢ je uhol stupania zavitov)
a pocet €innych zavitov n.

Velkosti a priebehy namahania vinutia pruziny uréime pomocou mysleného rezu
vedeného kolmo na os vinutia (Obr. 8.6). Podla zakonov statiky (rovnobezné
posunutie sily v rovine, podmienka rovnovahy) pdsobi v reze vinutia pruziny sila F

Obr. 8.6. Skrutkova pruZina (vfavo), namahanie vinutia pruZiny v myslenom reze
(v strede), pruzina s malym stdpanim (vpravo)
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a dvoijica sil M:%.

Silu pdsobiacu v reze vinutia pruziny rozlozime do smeru normaly a do smeru
dotycCnice, t. .

N(a)=Fsina je osova sila vo vinuti pruziny

T(a)=F cosa je prieCna sila vo vinuti pruziny.

Rovnako pésobiaci moment v reze vinutie pruziny rozlozime ako vektor do smeru
normaly (ohybovy moment) a do smeru doty&nice (kratiaci moment), t. j.

M, (a)=Msina
M, (a)=Mcosa

Kazda ztychto veli€in vytvara v priereze vinutia (kruh) napatia, ktoré ako
vSeobecny pripad kombinovaného namahania posudime podla podmienok (8.5a,
resp.8.5b)

Z praktického hladiska je zaujimava pruzina s malym stupanim (h = 2d), — v tomto
pripade je uhol stupania ¢ maly, v dbsledku ¢oho mdzeme zanedbat uéinok
osovej sily a ohybového momentu (Obr. 8.7). Vinutie pruziny bude namahané len
prie€nou silou a krutiacim momentom s velkostami

T=F

Pevnostnu kontrolu je potrebné vykonat na zaklade priebehu Smykovych napati
v priereze vinutia (Obr. 8.7) pre pravy krajny bod na neutralnej osi, kde maju
obidve Smykové napéatia zhodny smer, t. |.

kde W, resp. S je prierezovy modul v kruteni resp. plocha kruhového prierezu.
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Tk

TTmax

Obr. 8.7. Napétia vo vinuti pruziny s malym stupanim

V praxi je pruzinu CastejSie potrebné dimenzovat na unavu, pricom jej pracovny
cyklus je ureny deformaciou (stlaéenim) do pozadovanej polohy. Na tomto
mieste odvodime len stladenie pruziny v zavislosti od pdsobiacej sily.
Jednoduchym nastrojom pre tento vypocCet je pouzitie |.Castiglianovej vety,
pretoZe posunutie pdsobiska sily F sa zarover rovna stlaceniu pruziny, t.j.

N

oA _ody, 1 J-MkaMde: 1 ”"I)'”FDD
0

YE=o = =S =
OF oF GJ, oOF  GJ 2
0 p
FD? [ vipn FD?
= [S o = yF = T.n
4GJ, 4GJ,

4
Po dosadeni za polarny kvadraticky moment kruhu J, :% dostavame vztah

pre stlaenie pruziny v tvare

_8FD%n
TG4

(8.6)

F
Tento vztah pre stlaCenie pruziny sa ¢asto pouziva v tvare y = z kde

4

I = Gd
8

e je tuhost pruziny.
n

8.2 Lomené nosniky

V pripade, ak su priame nosniky medzi sebou spojené pod uhlom, t. j. spojnica
tazisk prie€nych prierezov je lomena neuzatvorena Ciara, hovorime o lomenom
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nosniku. RieSenie lomenych nosnikov je rovnaké, ako rieSenie priamych nosnikov
s tym rozdielom, ze v prie€nom reze posobi v dbésledku zalomenia strednice aj
osova sila. VSetky vztahy pouzivané pri rieSeni priamych nosnikov pouzivame aj
pri lomenych nosnikoch.

Priklad 1. VVypocitajte a znazornite priebeh namahania pozdiZ lomeného nosnika
na Obr. 8.8. Vypocitajte vodorovné posunutie bodu B a vykonajte pevnostnu
kontrolu pre obdiznikovy prierez.

q q
3 vyyvyvyVyVvyvVyvyvylB
- F YV VYVYY Vﬁl&B n
T | Ry=qil2
21
R, =0 "
Ax 0__’AA
) 4 A
A R,=ql/2

Obr. 8.8. Lomeny nosnik k prikladu 1

Vazbové reakcie staticky urcitého nosnika vypocitame z podmienok rovnovahy:

YF.=0 = R, =0

I? !
ZMA=O:RBI—qE:O = Ry=q;

D F,=0:R,+Ry—ql=0 = R=qé

Priebehy namahania vySetrime v dvoch myslenych rezoch:

x€(0,):
2
ju()fl):R/};Xl_q?l

T(x)=-Rg+qx
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x,€(02]):

M(x,)=0
T(x,)=0 N(xy)=Rp—ql
M,..=qF/8 @ T,,=qil2 %\
L x=i2 | 2 |1, =qu2
. X=1/2 N
M(x) T O N
N,.=-q/l2

Z grafickych priebehov namahania vidiet, Ze pevnostna kontrola je potrebna
v troch prierezoch:

- v mieste maximalneho ohybového momentu

M B q126

omax

o = = <0y,
Momax w 8bh2 d

o

- v mieste maximalnej priecne;j sily

3T, 3q! < Cdov

max

fTme = o6 = o0pn - 3

- v mieste maximalnej osovej sily

_Now _ 4

max

o = = <o
N max S 2bh dov

Vodorovné posunutie bodu B vypocitame pomocou |. Castiglianovej vety, ked do
pravej podpery vlozime fiktivnu vodorovnu silu Q = 0.
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YYVYVYYYYYPB
» X
" R.=ql/2
R,=0 : A
A __>A
R,.=ql/2

Vazbové reakcie lomeného nosnika s fiktivnou silou sa zmenia takto:

RAx:Q

R,=qt-20 R, =ql+20
B q2 , A q2

x €(0,1):

2 2
— — / X
M(xl):RBxl_q?_(qz_szxl 21

M(x;)==R 1%, =0

Vodorovné posunutie bodu B potom bude

/ _
- aAMOJ { 1 (57 oM (x,) aM(x12)
xXp=| —% =|—|M(x) dx + M(x,)————==
’ ( 00 EJ! Yoo I 20

o0
0=0

Po dosadeni a naslednom vynechani ¢lenov obsahujucich fiktivnu silu Q
dostavame

ql*
12EJ.

1j-x Ie? e =—
EJ20611 ‘]1
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8.4 Slabo zakrivené nosniky

V pripade, ak spojnica tazisk prie€nych prierezov je krivka, hovorime
0 zakrivenom nosniku. Pokial rozlozenie napati po vyske prierezu budeme méct
povazovat za umerné vzdialenosti vlakna od neutralnej osi a neutralna os
prechadza taziskom prierezu (t. j rovnako ako pri priamych nosnikoch), budeme
takyto nosnik oznaCovat’ ako slabozakriveny a pri jeho rieSeni budu platit’ vSetky
vztahy pouzivané pre ohyb priamych nosnikov. Z hladiska geometrie budu tieto
podmienky spifiat nosniky, ktorych polomer zakrivenia strednice je viac ako
desatnasobok vysky prierezu, t. j. geometricka hranica pre slabozakriveny nosnik
je (Obr. 8.9)

“>10
h

Obr. 8.9. Zakladna geometria slabozakriveného nosnika

V opatnom pripade hovorime o silnozakrivenych nosnikoch, pre ktoré treba
odvodit nové vztahy pre priebeh napati od ohybového momentu po vyske
prierezu a polohu neutralnej osi. RieSenim silnozakrivenych nosnikov sa v tejto
ucebnici zaoberat’ nebudeme.

V dalSsom sa budeme zaoberat rieSenim rovinnych pripadov slabozakrivenych
nosnikov, ktoré musia spifiat tieto podmienky:

e 0s pruta je rovinna krivka,

e hlavna os zotrvac¢nosti prie€neho prierezu je kolma na rovinu uréenu osou
pruta,

e zatazenie pbsobi v rovine pruta.

Vedenie myslenych rezov pre urCenie priebehov vnutornych veli€in budeme riesit
v polarnych suradniciach s pociatkom v strede krivosti slabozakriveného nosnika.
Z vnutornych veli€in budu v prie€nom reze nadobudat nenulové hodnoty ohybovy
moment M(¢p), prie€na sila T(¢p) a osova sila N(g), ktorych kladna orientacia je
zrejma z Obr. 8.10.
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S \"‘., R=F
M(0) \ N(g)
r \
A fi F A L F
: S o oo

Obr. 8.10. Orientacia kladnych vnatornych veli¢in v slabozakrivenom nosniku

Priebehy prieCnych a osovych sil ziskame rozkladom vonkajSich sil do smeru
dotyCnice (osova sila) resp. kolmo na prierez (prieCna sila) pri zachovani
dohodnutej znamienkovej konvencie. Pre prieénu silu mozno podobne ako pri
ohybe priamych nosnikov vyuzit Zuravského vetu v tvare

_.dM(p)
T(¢)_i—r.d¢

Priklad 2: Vypoéitajte a znazornite priebeh namahania pozdiz slabozakriveného
nosnika na Obr. 8.11. Vypocitajte vodorovné posunutie volného koncového bodu
bodu B a vykonajte pevnostnu kontrolu pre medzikruhovy prierez.

B F F
N XT(0) D
N(¢);
r i~
b ¢
A Q
5 Al E
o]

Obr. 8.11.Slabozakriveny nosnik k prikladu 2

Mysleny rez je potrebné vykonat kolmo na os nosnika. To je mozné len
v polarnych suradniciach s po€iatkom v strede krivosti nosnika, aby sme mohli
pouzit definicie vnutornych veliin. Zatazujuca sila pdsobi v rovine
slabozakriveného nosnika, preto vnutorné veli€iny v priereze mdzu byt len
ohybovy moment, prieCna sila a osova sila:

pe(0,r/2):
M(p)=F(r—r.cosp)

T(p)=—Fsing
N(p)=—-Fcos¢p

153



N,...(0)=-F

M(o) T(o) N(o)

M....(p)=F.r Toal0)=-F

Obr. 8.12. Grafické znazornenie priebehov namahania slabo zakriveného nosnika

Deformaciu v ktoromkolvek bode zakriveného nosnika mézeme uréit pomocou
|. Castiglianovej vety. Do energie napatosti nosnika budeme uvazovat len energiu
napatosti od ohybovych momentov (vplyv prie€nych a osovych sil na deformaciu
nosnikov zanedbavame). Vodorovné posunutie v bode B bude:

04y,
8F EJ

5M(<0)

/2
Ug =——2 I M(p) IF(r—rcosw)(r—r.cosgo)rckp
EJ; 0

Fr 3
Po Uprave je vodorovné posunutie uz = é(—ﬂ'— 2).

Pevnostnu kontrolu je potrebné vykonat v dvoch nebezpecnych prierezoch:

Vo votknuti: - pre krajné vlakno na ohyb:

M _ F.r

— omax

o = <o
Momax VVO 7Z-D3 . i 4 dov
32 D

- pre stredné vlakno na Smyk:

. Y FA4 < Odov
fmae =g " (D*—d?)” 3
V priereze @ = 45°. - pre krajné vldkno na kombinaciu ohybového momentu
a osove;j sily:
F.r.0,707 F.0,707
O-max = |o-Mo +|O-N| = W + S < O-dov

0

- pre stredné vlakno na kombinaciu prieCnej a osovej sily:
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2 2
Opq =\ OF +372 =\/(§.0,707j +3(2 al '05707j <oy,

Priklad 3. Vypoéitajte a znazornite priebeh namahania pozdiz slabozakriveného
nosnika na Obr. 8.13. Vypocitajte vodorovné posunutie bodu B.

T(o) A
P R o, —pt
*F r.sin(o) Rg
N(o),

r G

2]
A Al 8 N
/77777 ° — o

Obr. 8.13. Slabozakriveny nosnik k prikladu 3

Slabozakriveny nosnik je staticky neurcity — je potrebné vypocitat najprv
neznamu reakciu v podpere B pomocou Il. Castiglianovej vety:

od,,
OR,

Priebeh namahania vySetrime v jednom myslenom reze:

pe(0,r/2):
M(p)=F(r—r.cosp)+ Ryrsing

T(p)=—Fsingp—Rycosp

N(p)=—Fcosp+Rgsing

Dosadenim do Il. Castiglianovej vety vypoCitame staticky neurcitu reakciu:
/2

1 oM, (p)

— | M ——~rdp=0

e, o(P) oK, @

/2

J.[F(V —rcos @)+ Ryr.sin (p]r.sin prdp=0
0
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Po integracii a uprave dostdvame neznamu reakciu v tvare

R, __2p
T

Reakcia méa v skutoénosti opaény smer, ako sme predpokladali. Dalej je potrebné
graficky znazornit priebehy vnutornych veli€in (Obr. 8.14), vytipovat kritické
prierezy a podobnym postupom ako v minulom priklade vykonat pevnostnu

kontrolu pre zvoleny prierez.

-F

Mmax((p):F'r(1-cos((vDa))- + Tmax((P)=2’,TCF
2/z.F.rsin(g,) ~a I =
+
M(o) T(o) N(p)
Pe - ¢ £ P
F.r(1-2/x) -F N,.{0)=2/nF

Obr. 8.14. Grafické znazornenie priebehov namahania
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9. STRATA STABILITY

V prevadzke konsStrukcii sa vyskytuju pripady, ked konStrukcia zlyha nielen
z dévodu vycerpania statickej unosnosti najviac namahaného prvku, ale napr.
preto, ze nezachova svoj tvar. Takato situacia nastava najma v pripade
namahania priamych pratov tlakom v osi prata a nazyva sa stratou stability. Pre
lepSie priblizenie sa da povedat, ze je to pripad nahlej zmeny namahania tlakom
na namahanie ohybom, ako je to ukazané v opaénom poradi na Obr. 9.1.

—_ v

Obr. 9.1. Postupné zmensSovanie ramena ohybového momentu az po namahanie
na tlak a strata stability pri dosiahnuti hodnoty F;.

Diagram znazorfiuje zavislost medzi tlakovou silou F pésobiacou na ramene e na
prut a priehypbom v jeho koncového bodu. So zmenSujucou sa velkostou
excentricity e (t. j. ramena pdsobenia sily F vzhfadom na os pruta) sa zmenSuje
priehyb koncového bodu v mieste pdsobiska sily F a zavislost sa vzpriamuje
v pocCiatoénych Stadiach velkosti sily F. Ked velkost e—0, tak velkost priehybu
konca pruta je nulova az do okamihu dosiahnutia hodnoty F = F,, ked priehyb
zacne rast bez dalSieho zvySovania zatazujucej sily — nastala strata stability.

Na stratu stability ma vplyv viacero faktorov, napr. pomer dizky prata vodi
prierezu, tvar prierezu, ulozenie koncovych prierezov pruta,... Z hladiska uloZenia
koncovych prierezov rozoznavame Styri zakladné pripady vzperu (straty stability)
- Obr. 9.2.

Pri rieSeni kritickych vzpernych sil pre tieto zakladné pripady vzperu nebudeme
uvazovat tiaz prutov. Budeme riedit len ich ohybovy stav v okamihu straty
stability a s ohfadom na jednoduchost rieSenia budeme vhodne volit zaciatky
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myslenych rezov. Budeme pritom vyuzivat definiciu ohybového momentu
v myslenom reze v kap. 2, t. j. ohybovy moment v myslenom reze sa rovna suctu
vSetkych vonkaj$ich momentov sé&itanych pozdiZz jednej strany mysleného rezu.
Pozdiz ktorej strany mysleného rezu budeme tento suéet vonkajsich ohybovych
momentov robit’ je vecou nasej volby — pochopitelne ju budeme volit' s ohfadom
na jednoduchost rieSenia.

F F F F
L
// \ \ \
/ ‘ l \
\ \
/ | /
| | / /
II / / /
/
/ / /
A

l. Il. 1. V.
Obr. 9.2. Zakladné pripady vzperu (straty stability).

Odvodenie Eulerovej vzpernej sily pre I. pripad vzperu

Prvym pripadom vzperu (Obr. 9.3) oznacujeme prut votknuty na jednom konci,
ktory je na volnom konci zatazeny tlakovou silou. Tlakova sila bude mat hodnotu
prave F=Fy,, t. j. priamy prut zmenil svoju geometriu a zacal byt namahany na
ohyb — stratil stabilitu. Ohybovy moment v okamihu straty stability v reze x je:

M(x)z_Fkr(vO_v(x)) (91)

- kde v, oznaduje priehyb vofného konca (zatial neznamy)
vigr . . . v M(x) , .
Vyuzitim rovnice priehybovej Ciary v tvare vy, = _E—J dostavame rovnicu

F,(vo _V(x))
Vi) = — (9.2)

Zlomok Fi
EJ

, ktory je pre kazdy prut konstantou, oznaime s ohfadom na dalSie

rieSenie ako k2. Rovnicu (9.2) potom upravime do tvaru:
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xt Vo | F, xt F, X 4 C\ M
/ V' <0
/ s &
/ N M
/ 5 y
| [
/
/ X
[
l
H=0 “ MU=FkrVU
T > :n ] >
y F y

Obr. 9.3. RieSenie prvého pripadu vzperu
. 2 2
Pre tuto diferencialnu rovnicu je v matematike zname rieSenie v tvare
Vix) = Acoskx+ Bsinkx+v, (9.4)

kde A,B su integrané konstanty a v je tzv.partikularne rieSenie.

Tieto tri nezname vypoditame z okrajovych podmienok pre priehyb v okamihu
straty stability (rov.9.4):

1. x=0:vy=0
2. x=0: V’(X):O
3. x=1I vg=vo

Z prvej podmienky je A = -v,.
Z druhej podmienky (t.j. 0=v),,=—Ak.sink.0+ Bk.cosk.0) je B = 0. Z tretej

okrajovej podmienky dostavame rovnicu

Vo =—Vocoskl+v, , resp. coskl=0

To znamena, se ki=Z 2% —Z on+1)
2" 2 2

fF
Po dosadeni za k = kr — dostaneme
EJ
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bk, nEJ 2
/E"lza(erl) = Be=" g (n+l)

Sila spdsobujuca stratu stability méZe nadobudnut nekoneéne vela hodndt,
pricom kazda hodnota kritickej vzpernej sily je spojena s inym tvarom straty
stability. V praxi je dblezita len prva hodnota tejto sily, pri ktorej nastane strata
stability tak, ako je na Obr. 9.4, t..

2
n°EJ
fo ="

Hodnota kritickej vzpernej sily pre prvy pripad vzperu je teda

I/3

Y

»
»

Obr. 9.4. ,Vlastné tvary“ straty stability pri naraste F;
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Odvodenie Eulerovej vzpernej sily pre Il. pripad vzperu

Druhym pripadom vzperu (Obr. 9.5) oznagujeme prut kibovo uloZeny na obidvoch
koncoch, pri¢om jeden kib je posuvny a druhy pevny. Tlakova sila bude mat
hodnotu prave F = Fy,, t. j. priamy prut zmenil svoju geometriu a za¢al byt
namahany na ohyb — stratil stabilitu. PretoZe v posuvnom kibe nevznikne Ziadna
vazbova reakcia (ako to vyplyva z podmienok rovnovahy), ohybovy moment
v okamihu straty stability v reze x je:

M(.Xf) :FkrV(x) (9.6)

M
Vyuzitim rovnice priehybovej Ciary v tvare vy, ) = —# dostavame rovnicu

F.v
vfx) == klrzj(w = vfx) + kzv(x) =0 (9-7)
kde k2 =Lk
EJ
XA X
F X 4 M
— =0 N
\ V' <0
K &
M
-  EEE—
y

Obr. 9.5. RieSenie druhého pripadu vzperu
RieSenie tejto diferencialnej rovnice je, podobne ako v predoslom pripade v tvare

v, ., = A.cos kx+ B.sinkx , (9.8)
(x)
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kde A,B su integracné konStanty a partikularne rieSenie vo = 0 vzhfadom na
nulovu pravu stranu diferencialnej rovnice (9.7).

Nezname konstanty A,B vypolitame z okrajovych podmienok pre priehyb
v okamihu straty stability:

Z prvej podmienky je A =0, z druhej podmienky B.sinkl=0

Konstanta B sa neméze rovnat 0, pretoZe by priehyb pozdiz celého pruta bol
nulovy a prut by tak nebol po strate stability. Preto musi platit

sinkl=0 = kl=0r,........ JATT

Fkr

Po dosadeni za k = dostaneme

2
1/ilzmr = Fkrzﬂfjnz
EJ [

Zo vsetkych hodnét kritickej vzpernej sily vyplyvajucich z tohoto rieSenia je
v praxi zaujimava len sila pre n = 1, ktord zodpoveda tvaru pruta po strate
stability na Obr. 9.5.

Hodnota kritickej vzpernej sily pre druhy pripad vzperu preto je

2
T EJ
Fkr: ]2

(9.9)

Odvodenie Eulerovej vzpernej sily pre lll. pripad vzperu

Tretim pripadom vzperu (Obr. 9.6) oznalujeme prat na jednom konci
votknuty, na druhom konci uloZeny v posuvnom kibe a zataZeny na tomto konci
tlakovou silou. RieSenie tohto pripadu vzperu vykoname opat v okamihu, ked
tlakova sila bude mat hodnotu prave F = Fy, tj. priamy prat zmenil svoju
geometriu a za€al byt namahany na ohyb — stratil stabilitu. V tomto okamihu
vzniknu vo vazbach reakcie tak, ako suU naznacené v Obr. 9.6 — vo votknuti
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pdsobi moment M, ktory vyvola na kib vedeny posuvnym uloZenim pdsobenie
horizontalnej sily H (staticky neurcita reakcia), ktora z dévodu rovnovahy pdsobi
aj na votknuty koniec pruta. Ohybovy moment v okamihu straty stability v reze x

je:

M, =Fyv,, —H(l-x) (9.10)

M
Vyuzitim rovnice priehybovej Ciary v tvare vy, ) = _F(X) dostavame rovnicu

EF.v. H
v;x):_—k(u%(z—x) = vgx)+k2v(x)=k2F_(z—x) (9.11)

E] kr
kde k?=li
EJ
Xll
Fkr X 4 C M
H
V' <0
¢
M
>
y

Obr. 9.6. RieSenie tretieho pripadu vzperu

Rovnica (9.11) je rovnaky typ diferencialnej rovnice ako v predoslych dvoch
pripadoch s odliSnou pravou stranou. RieSenie tejto diferencialnej rovnice je preto

v tvare

H
Viy) = A.coskx+ B.sinkx+——(1—x)
kr
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H

kde A,B su integracné konStanty a vyraz F—(l—x) je partikuldrne rieSenie
kr

vzhladom na pravu stranu diferencialnej rovnice (9.11).

Nezname A, B a H vypocitame z okrajovych podmienok pre priehyb v okamihu
straty stability rov. (9.10):

1. x=0:vkp=0
2. X=0.'V'(X)=0
3. x=1vxy=0

Z prvej podmienky A4 = —il
Fkr

Z druhej podmienky pre derivaciu priehybu

Viy) =—Ak.sinkx+ B.k.cos kx— Fi dostavame
kr

_H
k.F,,

Z tretej okrajovej podmienky vychadza rovnica

0= _il.coskl+%sinkl Lj. i[

kr S kr F kr

sinkl

—l.cosklj =0

Riedenie prebieha v okamihu straty stability, preto nembze byt H = 0 ale musi byt
¢len v zatvorke ako druhy Cinitel nasobenia rovny nule, t. j.

sinkl

—l.coskl=0 = tgkl =kl

Tuato rovnicu mézeme riesit’ iteraCne. Koren rovnice je vidiet z jej grafického
rieSenia y =tgkl ay =k.I na Obr. 9.7:

k.l = 4,493

t. j. po dosadeni za konstantu k dostavame rieSenie v tvare

2
ey _q493 = F,= T
EJ (0,6996.7)

Kriticka vzperna sila pre lll.pripad vzperu priblizne je
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(0,7.1) (9.12)

Obr. 9.7. Grafické rieSenie kritickej vzpernej sily z rovnice lll.pripadu vzperu

Odvodenie Eulerovej vzpernej sily pre IV. pripad vzperu

Stvrtym pripadom vzperu (Obr. 9.8) oznadujeme prat na obidvoch koncoch
votknuty, pri¢om jedno votknutie je posuvné a na tomto konci pésobi tlakova sila.
RieSenie tohto pripadu vzperu vykoname opat v okamihu, ked tlakova sila bude
mat hodnotu prave F = Fy,, t. j. priamy prut zmenil svoju geometriu a zacal byt
namahany na ohyb — stratil stabilitu. V tomto okamihu vznikni vo vazbach
reakcie tak, ako su naznacené v Obr. 9.8 — vo votknutiach pdsobia momenty M
(horizontalne reakcie su zdévodu rovnovahy nulové). Ohybovy moment
v okamihu straty stability v reze x je:

M()C) :F}(rV)x)_M (9.13)
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M
Vyuzitim rovnice priehybovej Ciary v tvare vy, , = —ﬁ dostavame rovnicu

FoViey M 2 2
+ — = A% —+ k V, = k — 914
TR o+ KV =K (9.14)

Vix) =~

X 4 C\M
VI <0

o

e

Obr. 9.8. RieSenie stvrtého pripadu vzperu

Rovnica (9.14) je opat rovnaky typ diferencialnej rovnice ako v predoSlych
pripadoch vzperu s odliSnou pravou stranou. RieSenie tejto diferencialnej rovnice

je preto v tvare

, M
Viy)=A.coskx+ B.sinkx+——
kr

M
kde A,B su integracné konstanty a vyraz — je partikularne rieSenie vzhladom

kr
na pravu stranu diferencialnej rovnice (9.14).

Nezname A, B aM (staticky neurcita reakcia) vypoclitame z okrajovych

podmienok pre priehyb v okamihu straty stability (rov. 9.14):

1. x=0:vin=0
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2. X=
3. x= I V=0 (rovnako mozeme pouzit podmienku x =1: vy = 0
alebo x =1/2: v’y = 0)

Z prvej podmienky 4 = _M

kr

Z druhej podmienky pre derivaciu priehybu

Vig) = —Ak.sinkx+ B.k.coskx dostavame

Bk=0 = B=0

Z tretej okrajovej podmienky vychadza rovnica

0= cosii+ M tj. ﬂ(l—cosk1)=o

kr F kr kr

RieSenie prebieha v okamihu straty stability, preto neméze byt M = 0 ale musi
byt €len v zatvorke ako druhy Cinitel nasobenia rovny nule, t. j.

coskl=1 = kl=2mn

Po dosadeni za konStantu k dostavame rieSenie pre prvy nenulovy koren (n = 1)
v tvare kritickej vzpernej sily pre IV.pripad vzperu

7’EJ
(05.Y (9.15)

F, =

'

Vztahy pre kriticki vzpernu silu (9.5), (9.9), (9.12), (9.15) sa liSia len kon&tantou
v menovateli. Tieto vztahy mozno zovSeobecnit do vztahu pre Eulerovu kriticku
vzpernu silu v tvare

(9.16)

kde veli¢éina v menovateli |, je tzv. redukovana vzperna dizka, ktora predstavuje
vzpernu dizku prata redukovanu na |l. pripad vzperu. Redukované vzperné dizky
pre Styri zakladné pripady vzperu su na Obr. 9.9:
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lo
0

1=0,5 I,

l,=2I 1,=0,71]  [1,=0,51]

Obr. 9.9. Redukované vzperné dizky pre zékladné pripady vzperu.

Redukovana vzperna dizka je teda len ta ast pruta, ktora méa po vyboéeni
rovnaky tvar ako prut kibovo upevneny na obidvoch koncoch. Zo vztahu 9.16 je
vidiet, ze kriticka vzperna sila zavisi od:

e upevneni koncovych prierezov,
e tuhosti prierezu,
e modulu pruznosti materialu.

Nezavisi od pevnosti materialu, t. j. pouZitie legovanych zuslachtenych oceli
oproti oby€ajnej konstrukénej oceli nezvysi vzpernu stabilitu pruta. Vo vztahu
(9.16) je pouzity Jmin — t. j. prut vybo i pri strate stability v smere najmensSieho
kvadratického momentu prierezu. Pri namahani v tlaku s hrozbou straty stability je
najucelnejsi symetricky profil, ktory ma k [ubovolnej osi rovnaky kvadraticky
moment plochy (kruh, Stvorec,...).

Pri rieSeni okrajovych podmienok pre rovnice (9.4), (9.11) a (9.14) sme neurcili
hodnoty vazbovych reakcii H a M resp. priehybu vo. RieSenie poslednej okrajove;j
podmienky vzdy viedlo k urCeniu hodnoty kritickej vzpernej sily, priCom
spominané veliCiny sa vykratili. Vyplyva to z matematického rieSenia sustavy
linearnych homogénnych rovnic. Z hfadiska podstaty problému vzpernej stability
je tiez zrejmé, ze kriticka vzperna sila nembze zavisiet od velkosti priehybu
(vybocenia) volného konca, resp. od velkosti reakcii vyvolanych stratou stability
a celkovy postup rieSenia je teda nezavisly od ich velkosti.

Dalej je potrebné si uvedomit, Ze normalové napéatie v okamihu straty stability je
rovné
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a po dosadeni kritickej vzpernej sily z rovnice (9.16) sa rovna

2
T EJmin

YA

O =

Ak podiel kvadratického momentu zotrvaénosti prierezu a jeho plochy oznacime

2 _ Ymin
min

ako Stvorec polomeru zotrvacnosti, t. . i , mbzeme vztah pre napatie

upravit do tvaru

2 12 2 2
7w Ei’ . n°F n°E
o}, = lzmm = 5 = oy = 7 i (9.17)
0 b
[iminJ

v ktorom pomer l—o = A nazyvame S$tihlostny pomer. Eulerov vztah pre kriticku
vzpernu silu bol odvodeny s pouzitim pribliznej diferencialnej rovnice priehybove;j
Ciary, ktora bola odvodena za predpokladu platnosti Hookeovho zakona.
Odvodené vztahy (9.16) a (9.17) mozno pouzit len do takej hodnoty A = Anin,
dokedy napétie nepresiahne medzu umernosti materialu (hranica pouzitia
Hookovho zékona), t. j.

_ _7r2E
O-kr_au_iz_

min

Z tejto podmienky vychadza hodnota minimalneho $tihlostného pomeru
A =T |— (9.18)

Pre hodnotu medze umernosti 190MPa (pre zakladnu konstrukénu ocel St37) je
minimalna hodnota A, 2 105. Pri nizSich hodnotach stihlostného pomeru (napr.
mensia dizka pruta) by napétie pri strate stability presahovalo medzu Umernosti
a nebola by splnena zakladna pevnostna podmienka v tlaku G2 < Ogoy.

V takychto pripadoch sa dimenzovanie prutov uskutoCriuje podfa rdéznych
empirickych vztahov. U nas je najCastejSie pouzivana metoda linearna redukcia
modulu pruznosti podfa Tetmajera (Obr. 9.10)
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o, =a—Ab (9.19)
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240

Tcsk, Tetmajer
! o=a-A.b
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Obr. 9.10 Oblasti rieSenia vzpernej stability stihlych pratov

kde konstanty a, b je potrebné pre rbézne materidly experimentalne urcit.
V pripade ich nedostupnosti sa kritické napatie v pruzne-plastickej oblasti podla
Tetmajera vyjadri rovnicou

Pre huzevnaté materialy sa oy = oy, a pre krehké oy = o, . V technickej praxi su
vSak pruty len zriedkavo namahané v pruzne-plastickej oblasti.
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Autotest

1. Vysvetlite vyznam €lenov v rovnici pre Eulerovu vzpernu silu a porovnajte Styri
zakladné pripady vzperu.

2. Vypocitajte kritické vzperné sily pre ocefovy prut medzikruhového prierezu
rozmerov — D = 50, d = 40 — dizky 2m pre kazdy zo zakladnych pripadov vzperu.

3. Pre prut v priklade 2 vypocitajte minimalnu dizku, pre ktori je potrebné
kontrolovat’ stratu stability.

RieSenie:
1. Rov. (9.16), Obr. 9.8.

2.1.-23,4kN, 11 - .93,7kN , Ill. -191,2 kN , IV. —374,8 kN

2
I E.
3.1, = ﬂ-S J. .-0,814m,Il. 1,628 m,Ill.2,32m, IV.-3,25m
‘Udov
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VEDECKE OSOBNOSTI MECHANIKY TUHYCH TELIES

Robert Hooke (28. jul 1635 az 3. marec 1703) c¢len apredseda kralovskej
spolo¢nosti  bol anglicky filozof, prirodovedec,
vynalezca a architekt, oznacovany aj ako ,,Anglicky
Leonado. Podla priania svojho otca sa mal stat
kiazom, potom hodindrom. Od roku 1653 Studoval
v Oxforde. Studoval najskor astrondémiu, &iastotne
fyziku, rozumel aj chémii, trochu sa venoval
aj architektare (postavil napr. verejni nemocnicu).
V roku 1662 prijal miesto plateného kuratora
experimentov v Royal Society ana jej zasadaniach
predvadzal rézne pokusy. Ztychto pokusov
vychadzal pri napisani diela Micrographia (1665),
kde podrobne opisal konstrukciu mikroskopu a ako
prilohu pridal ndkresy vlastnych mikroskopickych pozorovani fosilii. Od roku
1665 pdsobil ako profesor geometrie na londynskej Greshaw College. Od roku
1678 bol tajomnikom Royal Society. Tu na seba upozornil Roberta Boyla a
zdokonalenim jeho vyvevy (navrhli spolu teplotu topenia Padu 0 °C abod varu
vody 100 °C ako zikladné body teplotnej stupnice). Postavil jeden z prvych
d’alekohl'adov, venoval sa pozorovaniu fosilii, d’alej skumal fenomén lomu,
odvodil vinovu tedriu svetla a ako prvy sformuloval fakt, ze veci sa pri zahrievani
rozpinaju a ze vzduch sa skladd z malych ¢astic oddelenych na pomerne velké
vzdialenosti. Bol blizko odvodeniu gravitatného zakona a vysvetleniu pohybu
planét tymto zakonom, napad, ktory bol neskor rozvinuty Newtonom. Hooke mal
rad hlavolamy ana zaver prednasky vroku 1676 uviedol vysledky svojich
pozorovani v tvare: CEIIINOSSSTTUV. Boli to podl'a abecedy zoradené pismena
vety: UT TENSIO SIC VIS, ¢o v preklade znamena: Aka je sila, taka je odozva —
¢o je prva dolozena formulacia zadkona elastického spravania sa materialu. Thomas
Young pomenoval tento zakon Hookov.

Thomas Young (13. jun 1773 az 10. maj 1829)

Anglicky vedec vSestrannych schopnosti. Vynikal
ako fyzik, lekar a egyptolog. Roku 1792 sa zapisal na
Stadium mediciny v Londyne. Od r. 1974, ked bol
zvoleny za clena Kralovskej spolocnosti (Royal
Society), pokracoval v §tudiu v Edinburgu a o rok
neskor v Gottingene, kde ziskal doktorsky titul
z fyziky. Vroku 1797 presiel na Stadium
v Cambridge a vd’aka dedi¢stvu po strykovi sa stal
finan¢ne nezavisly. Roku 1801 bol Young
vymenovany za profesora ,,prirodnej filozofie“ na
Royal Institution. VacSinu svojho Zivota pracoval
ako lekar (od r. 1799); je vSak znamy predovsetkym
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svojou definiciou modulu pruznosti atiez vdaka pokusu stzv. Youngovymi
Strbinami, pomocou ktorého potvrdil a vysvetlil jav interferencie svetla (z toho
usudil, ze svetlo ma povahu vlnenia) a d’alej prispel k pokroku egyptologie
ucastou na interpretacidch textov Rosettskej dosky. Ako mlady opisal
charakteristiku pruznosti, ktora sa stala znama ako Youngov modul, oznaceny ako
E v roku 1807 a d’alej ju opisal vo svojom cykle prednasok o ,,prirodnej filozofii
aumeni mechaniky“. Treba poznamenat, Ze prvé pouzitie pojmu elastického
modulu sa nachadza v experimentoch Giordana Riccatiho vr. 1782 apodobna
mySlienka sa da najst’ uz v pracach Eulera publikovanych v roku 1727.

Siméon-Denis Poisson (21. jun 1781 az 25. april 1840) bol francuzsky fyzik
a matematik. Na polytechnickej $kole bol Ziakom
Lagrangea alLaplacea. Stal sa profesorom
mechaniky na parizskej Sorbone v roku 1809,
Clenom Francuzskej akadémie vied (1812) a tiez
Petrohradskej akadémie vied (1826). Je povazovany
za jedného zo zakladatelov matematickej fyziky.
Aplikoval matematicki teoriu potencidlov na
rieSenie otazok elektrostatiky (1811) a magnetizmu
(1824). Poisson je spoluzakladatel’ tedrie potencialu,
d’alej do oblasti jeho zaujmu patri: matematicka
analyza (Poissonova rovnica), variaény pocet, tedria
pravdepodobnosti (Poissonovo rozdelenie),
hydromechanika.

Vyznamne prispel aj do oblasti tedrie parcidlnych diferencidlnych rovnic, teorie
pruznosti a nebeskej mechaniky. V roku 1829 na jednej zo svojich prednaSok
zaviedol koeficient, ktory je dnes znamy ako Poissonovo Cislo.

Carlo Alberto Castigliano (8. november 1847 az 25. oktober 1884) bol taliansky

£ oRY OF EQUILIBRIUM matematik a fyzik zndmy Castiglianovou metodou na
THE TH

OF ELTASSI‘F?PSESAIFE%SS uréenie posunov Vv linearnom elastickom telese
AND | ,
by Carlo Albert Pio Castighano

zaloZzeny na parcidlnych derivaciach deformacnej
energie. Po nastupe na inZinierske Stidium na
univerzite v Turine urobil za jeden rok skusky
trojrocného stadia. Po Styroch rokoch sa prestahoval
na sever a stal sa studentom Wilkes College. Po troch
rokoch Studia napisal v roku 1873 dizertacnai pracu
s nazvom ,,Intorno ai Sistemi elastici®, pre ktoru je
slavny. V dizertacnej praci sa objavuje veta, ktora je
U0 po nom pomenovana ako Castiglianova: ,.... parcialna
derivacia deformacnej energie, uvazovana ako funkcia
J posobiacich sil na linearne elastické teleso, podla

- =T

TRANSLATED BY
EWART S.ANDREWS |
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jednej z tychto sil sa rovna posunutiu v smere sily v bode jej pdsobenia." Po
absolvovani Wilkes College, Castigliano bol zamestnany Vv severotalianskych
zelezniciach, kde viedol urad zodpovedny za umelecké diela, udrzbu a servis.
Pdsobil tu az do svojej smrti — zomrel na zapal pl'ic vo veku 37 rokov.

Adhémar Jean Claude Barré de Saint-Venant (23. august 1797az 6. januar
: : 1886) francuzsky matematik a vedec, ktory prispel
hlavne v mechanike, pruznosti (analyza napati v okoli
vrubov, matematickd tedria pruznosti, kratenie
nekruhovych prierezov), hydrostatike
a hydrodynamike. V roku 1816 promoval na Ecole
Polytechnique v Parizi a d’al$ich 27 rokov pracoval
ako inzinier, spociatku s vasnou pre chémiu, potom
ako ugitel matematiky na Ecole des Ponts et
Chaussées (Narodna Skola mostov a ciest). V roku
1843 vydal spravne odvodenie Navierovej—
Stokesovej rovnice pre viskozny tok aako prvy
spravne ur¢il koeficient viskozity kvapaliny a jeho
ulohu v gradiente rychlosti toku — napriek tomu
nenesie jeho meno. V roku 1850 Saint-Venant odvodil rieSenie pre krutenie
nekruhovych nosnikov (1855 ,,Memoire sur la Torsion des Prismes), pokracoval v
Navierovej praci na ohybani nosnikov, publikovanej v roku 1864. V roku 1871
odvodil rovnice pre nestacionarne prudenie v otvorenych korytach. Preslavil sa
najmé Saint-Venantovym principom

"... Rozdiel medzi uc¢inkami dvoch roznych, ale staticky ekvivalentnych
zatazeni sa stdva velmi maly v dostatocne velkej vzdialenosti od
zat'azenia."

Rudolf Bredt, (17. april 1842 az 18. maj 1900) nemecky strojny inzinier

- amatematik, Studoval v Karlsruhe a Ziirichu. Pracoval
najprv v Berline a potom v Anglicku pracoval vo
vyrobe lokomotiv v sektore stavebnych Zeriavov. V
roku 1867 sa vratil do Nemecka a nastupil do
spolo¢nosti Stuckenholz AG, jednej z prvych fabrik na
vyrobu zeriavov. V roku 1876 sa Bredt stal jej jedinym
vlastnikom a priniesol v roku 1887 prvy elektricky
pohanany mostovy zeriav na trhu. V roku 1896, to bolo
v podstate kratko pred smrtou, Bredt vydal vo VDI-
Journal svoje vztahy pre kritenie tenkostennych
profilov a preniesol svoju firmu na dlhoro¢ného
zamestnanca Wolfganga Reutera, ktory sa neskor stal zakladatelom strojarskej
firmy DEMAG AG.
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Dimitrij lvanovi¢ Zuravskij (17. december 1821 — 18. november 1891) rusky
vedec astavebny inzinier. NavStevoval od
1838 Ustav inZinierstva ciest a komunikacii
v Petrohrade. Institat, zaloZzeny v roku 1809
franctizskymi inziniermi z Ecole
Polytechnique a Ecole nationale des Ponts et
chaussées z Pariza, vratane Betancourta (ktory
bol prvy riaditel). V ¢ase Zuravského $tudii
prednasal Michail Ostrogradskij ako profesor
matematiky. Promoval v roku 1842. Zuravskij
sa podielal na vyskume a vyvoji konstrukcii
Zelezniénej trati z Petrohradu do Moskvy ,
ktorého stavba zacala v tom istom roku —
v projekte bola vystavba 278 stavieb, vratane
184 mostov a 19 nadjazdov. Specificky
navrhnuty most cez rieku Verebija (dizka 60
m, vySka od povrchu vody 56 m) s drevenymi
tramami  zlozenymi do velkej vysky.
Vymyslel metodu stanovenia sily potrebnej k preklzu medzi pozdiznymi
kovovymi vldknami na drevenych tramoch. Vysledky jeho prace pouzival aj
SaintVenant.

Titus Maxmilian Huber (4. januar 1872 az 9.december 1950) bol pol'sky vedec,
strojny inzinier. Absolvent vysokej Skoly v Lvove
vroku 1895. Ako vyznamny inzinier, bol
menovany asistentom na katedre vystavby ciest
a tunelov na svojej alma mater. Od roku 1908 bol
profesor na Lvovskej polytechnike. Od roku 1928
presiel na Technicku univerzitu do VarSavy, kde
posobil ako veduci katedry mechaniky, po 2.
svetovej vojne pomahal zalozit Technicka
univerzitu v Gdansku, od r. 1949 pdsobil
v Krakove. Riadil teoreticky vyskum v oblasti
klasickej mechaniky a pevnosti materialov. V roku
1904 vytvoril hypotézu pevnosti, ktord je doteraz
jednym zo zékladnych modelov vo vSetkych
vypoctoch pevnosti.
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Christian Otto Mohr (8. oktober 1835 az 2. oktober 1918) bol nemecky stavebny
inzinier, jeden z najuznavanejSich inZzinierov
19. storocia. Vo veku 16 rokov navstevoval
polytechniku v Hannoveri. V roku 1867 sa stal
profesorom  mechaniky na  polytechnike
v Stuttgarte a v roku 1873 na polytechnike
V Drazd’anoch. Viac¢sinu svojho pracovného
zivota  (od r. 1855) stravil v zelezni¢nom
stavitel'stve, projektoval niekol’ko slavnych
mostov a bol jednym z priekopnikov pouzivania
ocelovych véznikov. Mohr publikoval rad
vyskumnych prac z tedrie konstrukcii a pevnosti
materialov, bol nadSenec pre grafické néstroje a
v roku 1882 vyvinul na zdklade Culmanovych
navrhov graficki metdodu na analyzu napéti
V troch smeroch zndmu ako Mohrova kruznica
apouzil ju na podporu kritéria pevnosti
materialu zalozenej na $mykovych napitiach. Je tiez autor Maxwellovej-Mohrovej
metddy na analyzu staticky neurCitych nosnikov (vypocet reakcii v uzloch
a priechybov nosnikov).

Ludwig Prandtl (4. februar 1875 az 15. august 1953) bol nemecky vedec,
e priekopnik vo vyvoji prisnych systematickych
matematickych analyz, ktoré sa pouzivaju v oblasti
aerodynamiky amaju  uplatnenie v leteckom
inzinierstve. V roku 1901 sa stal profesorom
mechaniky tekutin na Technickej univerzite
v Hannoveri, kde publikoval prelomova pracu
| oprudeni tekutin s velmi malym trenim a opisal
' hraniéni  vrstvu pri pradeni. Neskor pracoval
v Gottingene. V roku 1922 spolo¢ne s Richadom von
Mises zalozil GAMMA (Medzinarodnd asociicia
aplikovanej matematiky a mechaniky) a v rokoch
1922 az 1933 bol jej predseda. Pracoval a tvoril
hlavne v oblasti hydrodynamiky a aerodynamiky, ale
prispel tiez v metrologii, plasticite a stavebnej
mechanike. Krater na odvratenej strane mesiaca je pomenovany na jeho pocest’.
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Stepan Prokopovi¢ Timosenko (22. december 1878 az 29. m4j 1972) bol slavny
rusky inzinier posobiaci od r. 1922 v Amerike.
Studoval v Charkove a Petrohrade, kde po ukonéeni
stadii vr. 1903 podsobil na univerzite. V rokoch
1907az1911 vyucoval na Univerzite v Kyjeve, kde
vyvijal ranni verziu metédy konecnych prvkov.
V tychto rokoch tiez publikoval prva verziu svojej
slavnej ucebnice Pevnost’ materidlov I (druhy diel
Pevnost materialov II vysiel v roku 1930). V roku
1911 dostal cenu Zuravského od Ruskej akadémie
vied avrokoch 1911az1917 pdsobil Petrohrade.
V roku 1922 sa TimoSenko prestahoval do
Spojenych statov, kde pracoval pre Westinghouse
Electric Corporation, neskor sa stal profesorom na
Univerzite Michigan ana Univerzite Stanford
(od 1936). Jeho knihy boli preloZzené do 36 jazykov.
V roku 1957 ASME zaviedla medailu na jeho pocest’
a TimoSenko bol jej prvy lauredt. TimoSenkova
medaila je kazdorocne udelovand za vyznamné prispevky v aplikovanej
mechanike. V roku 1960 sa prestahoval k dcére do Wuppertalu.

Leonhard Paul Euler (15. april 1707 az 18. september 1783) bol §vajciarsky
matematik a fyzik, ktory vac¢Sinu Zzivota prezil
v Rusku — jeden z najvacsich a najproduktivnejsich
matematikov vSetkych ¢ias. Jeho siborné dielo tvori
60 az 80 zvizkov, napisal okolo 880 ¢lankov. Pierre
Simon Laplace o Eulerovom vplyve na matematiku
vyhlasil: ,,Citajte Eulera, on je ugitel' nas vietkych®.
Najvacsie  zasluhy mu  pripisujit v oblasti
diferencialneho a integralneho poctu a teorii grafov.
Preslavili ho aj prace v oblasti mechaniky, optiky
a astrondbmie. = Pomohol  rozvinut  Eulerovu-
Bernoulliho rovnicu nosnika, ktord sa stala
zakladnym kameniom inZinierstva. Euler polozil
zaklady analytickej mechaniky v diele Tedria pohybu
tuhych telies (1765). Vda¢ime mu za mnohé oznacenia, napr. funkcie f(x),
symbolu ,,e“ pre zaklad prirodzenych logaritmov, ,,i pre imaginarnu jednotku, w
pre pomer obvodu a priemeru kruhu, za oznacenie koneénych diferencii Ay, X pre
s¢itanie,... Figuroval na Siestich sériach Svajéiarskej 10-frankovej bankovky a na
mnohych §vajciarskych, nemeckych a ruskych postovych znamkach. Na jeho
pocest’ bol pomenovany Asteroid.
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Henri Edouard Tresca (12. oktober 1814 az 21. jun 1885) bol franctizsky strojny
inzinier a profesor na Conservatoire National des
Arts et metier v Parizi. Je otcom teorie plasticity,
alebo ireverzibilnych deformécii, ktora skumal v
rozsiahlej sérii pokusov zacatych v roku 1864. Je
objavitel pevnostného kritéria zaloZzené¢ho na
maximalnom Smykovom napiti, ktoré je jedno
zdvoch hlavnych kritérii pevnosti materialov.
Gustave Eiffel dal jeho meno na tretie miesto vo
svojom zozname l'udi podielajucich sa na stavbe
Eiffelovej veze. Treska bol tiez jeden z navrharov
Standardného metra (ty¢ upraveného prierezu X pre
maximalnu tuhost’ zo zliatiny platiny a iridia) v
Medzindrodnom urade pre miery a véhy (BIPM) v Sevres (1875). Od roku 1882
bol Cestny ¢len Americkej spolocnosti strojnych inzinierov (ASME).

Richard von Mises (19. april 1883 az 14. jul 1953) bol rakasky matematik
a mechanik. Studoval na Technische Hochschule vo
Viedni, kde v roku 1907 ziskal doktorat, v roku 1908
prijal habilitaciu na Technickej univerzite v Brne.
Jeho najslavnejSia a zaroven najkontroverznejsia
praca bola v teorii pravdepodobnosti. Od roku 1909
bol profesor aplikovanej matematiky v Strasburgu.
Po skonceni 1. svetovej vojny bol menovany
predsedom hydrodynamiky aaerodynamiky na
Technische Hochschule v Drazd’anoch  (teoria
kridla). Vrchol jeho vedeckého obdobia bol na
Univerzite v Berline, kde posobil ako veduci Ustavu
aplikovanej matematiky. V rokoch 1940 az 1943
prednasal na Massachusetts Institute of Technology.
Bol autor fundamentalnych diel v oblasti pravdepodobnosti, mechaniky
a aeromechaniky. Zaviedol pojem tenzoru napétia aje jeden z autorov kritéria
pevnosti materialov (nezavisle od Hubera v 1913). GAMM udel'uje od roku 1989
cenu Richarda von Misesa.
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Heinrich Hencky (2. november 1885 az 6. jul 1951) bol nemecky inzinier.

Studoval stavebné inZinierstvo v Mnichove a ziskal
doktorat na Technische Hohschule Darmstadt za
pracu na teérii obdiznikovych dosiek. Po vojne ugil
v Darmstadte , Drazd’anoch a v Delfy v Holandsku.
Na Delfy University of Technology pracoval na
teorii teCenia, plasticity a reoldgie, pre ktora sa
najviac preslavil. Prednasal aj na Massachusetts
Institute of Technology, v Charkove a Moskve.
V rokoch 1941az 1950 bol vedtcim tstavu v MAN.
Prispel v oblasti reologie ale najmé v tedrii plasticity,
teorii dosak a Skrupin a ako nezavisly spoluautor
pevnostného kritéria (1904).

Franz Grashof (11. jal 1826 az 26. oktober 1893) bol nemecky inzinier, profesor

-
\&.\-&‘

Aplikovanej mechaniky na Technickej vysokej Skole
v Karlsruhe. Narodil sa v Dusseldorfe, po
absolvovani strednej odbornej $koly nastipil v roku
1844 na Royal Technical Institute v Berline
(Studoval metalurgiu, matematiku, fyziku a stavbu
strojov). Studium ukon¢il v roku 1854 (pocas $tadia
slazil necelé 3 roky vnemeckom kralovskom
namornictve) azacal prednaSat  matematiku
a mechaniku na Royal Technical Institute v Berline.
Vroku 1855 sa stal veducim kralovského
kalibra¢ného uradu. Na rovnakom institute a stal sa
jeden zo zakladatel'ov spolku nemeckych inzinierov

(VDI), v ktorom pdsobil ako vykonny riaditel’ az do roku 1890. V rokoch 1863 az
1891 posobil ako profesor Aplikovanej mechaniky a Mechaniky strojov
v Karlsruhe, kde jeho prednasky zahfniali Nauku o pruznosti a pevnosti,
Hydrauliku, Teoériu tepla a VSeobecné inZinierstvo. Vyznamné su jeho prispevky
v rieSeni Smykovych napéti, pradenia a vedenia tepla. Po jeho smrti vydala VDI
pamétnl medailu, ktor udel'uje za mimoriadne konStrukéné zru€nosti.
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James Clerk Maxwell (13. jan 1831 az 5. november 1879), skotsky fyzik, je vo
vSeobecnosti povazovany za vedca 19. storocia,
ktory mal svojim prispevkom k elementarnym
modelom prirody najvacsi vplyv na fyziku
20. storoc¢ia. VyStudoval na University of
Edinburgh, posobil na University of Cambridge,
King's College v Londyne. Pri prilezitosti sté¢ho
vyroc¢ia jeho narodenia Albert Einstein opisal
Maxwellovu pracu ako ,najdomyselnejsie
a najplodnejsie, Co fyzika zazila od
Newtonovych ¢ias“. Jeho najvacsi objav je
vSeobecny matematicky opis zakonov elektriny

a magnetizmu znamy ako Maxwellove rovnice.
Maxwell demonstroval, Ze elektrické a magnetické sily st dve doplhajiice sa
stranky elektromagnetizmu. Ukazal, Ze elektrické a magnetické polia sa Siria
priestorom vo forme vin konstantnou rychlostou 3.10® m/s. Navrhol, Ze svetlo je
forma elektromagnetického ziarenia. Zname je aj Maxwellovo-Boltzmannovo
rozdelenie rychlosti v kinetickej teorii plynov.

Ludovit Tetmajer (14. jal 1850 az 1. februar 1905), slovensky stavebny inZzinier
europskeho vyznamu, rodak z Krompach.
Narodil sa vrodine riaditela oceliarne.
Vystudoval Vv roku 1872 na
Konfederacnej Polytechnike v Ziirichu
(predchodca dnesnej ETH Ziirich). Po
kratkej praxi na Zzelezniciach sa vracia
spat  na Polytechniku do Zirichu
k znamemu statikovi Carlovi Culmanovi.
Vroku 1880 bol menovany za
mimoriadneho  profesora  pruznosti
apevnosti avroku 1881 za riadneho
profesora stavby budov na ETH Ziirich.
V roku 1901 sa stal profesorom na Technickej univerzite vo Viedni. Od roku 1886
bol prezident medzinarodnej asocidcie skliSania materialov.

Svoju rovnicu sformuloval v roku 1886 a rozsiril Eulerovo rieSenie vzperu Stihlych
pratov pri rieSeni havarie zeleznicného mosta Miinchenstein v r. 1891,
postavené¢ho Gustavom Eiffelom.
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