Gravitacné pole

. Ako daleko sa nachadza Mars od Slnka, ak jeho obezna doba je Ty = 1,91 a vzdialenost

medzi Sinkom a Zemou jeay = 1 AU.

Na rieSenie je mozné pouzit treti Keplerov zakon
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M Z 2
TZ

Pre vzdialenost Marsu od Slnka preto plati
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. Ako daleko od Zeme na spojnici Zeme a Mesiaca ma byt kozmicka lod, aby vysledna gra-
vitacna sila pésobiaca na riu od Zeme a od Mesiaca bola rovna nule? Vzdialenost medzi
Zemou a Mesiacom je d = 384 000 km a hmotnost Zeme je 81-krat vicsia ako hmotnost

Mesiaca.

Obr. 1



Na rieSenie je mozné pouzit Newtonov gravitacny zakon

mimes

T

F=—k
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Ak v mieste medzi Zemou a Mesiacom ma byt vysledna gravitacna sila nulova
Fr+Fy=0,

pretoze sily maju opacny smer, musia byt ich velkosti rovnaké
Fy = Fy.,

teda pre sily, ktoré posobia na kozmicku lod s hmotnostou m, nachadzajtcu sa vo vzdia-

lenosti z od Zeme, musi platit

mzm mpaym
K =K

x? (d—xz)?"

Ak je pomer medzi hmotnostou Zeme a Mesiaca
myg — 81mM s

tak potom plati
81 1

22 (d—ax)?
a vzdialenost kozmickej lode od Zeme bude
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. Dve telesa gulového tvaru s hmotnostamim a 4m st navzajom vo vzdialenostid. V ktorom
bode medzi nimi bude vysledna intenzita gravitacného pola nulova a aky bude potencial

spolocného gravitacného pola v tomto bode?

Obr. 2



Intenzita gravitacného pola gulového telesa s hmotnostou m v mieste s polohovym vek-

torom 7" je

Ak ma byt vysledna intenzita gravitacného pola v mieste medzi dvoma telesami nulova
Em + E4m =0,

pretoze intenzity maji opacny smer, musia byt ich velkosti rovnaké
E, = Eyn ,

teda musi platit

m 4dm
K— =K

x? (d—x)2’
odkial je mozné vyjadrit vzdialenost od telesa s hmotnostou m
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Potencial gravitacného pola

V=-k—,
,

je skalarna velicina a vysledny potencial je si¢tom potencialov v danom mieste od jed-

notlivych telies
V=V + Vi )

preto bude vysledny potencial
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. Z homogénnej gule s polomerom R a hmotnostou M bolo vytvorené nové teleso tak,
Ze do gule bola vyvrtana dutina gulového tvaru s polomerom R/2 a stredom vo vzdialenosti
R/2 od stredu povodnej gule. Akou gravitacnou silou bude posobit nové teleso na hmotny
bod s hmotnostou m nachadzajuci sa v smere dutiny vo vzdialenosti d od stredu povodnej

gule?
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Obr. 3

Gravitacna sila, ktorou posobila na hmotny bod pévodna gula F5, bola stiétom gravi-
tacnej sily, ktorou posobi nové teleso Fa gravitacne;j sily, ktorou posobila vyvrtana cast

F’, preto plati
Fy=F+F".

Velkost gravita¢ne;j sily, ktorou pdsobila povodna gula, je mozné vyjadrit z Newtonovho

gravitacného zédkona ako
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Hustota materialu je
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preto hmotnost vyvitanej ¢asti bola
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a velkost gravitacnej sily, ktorou pdsobila vyvitana cast bola

, mm/ mM
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Gravitacnu silu, ktorou poésobi na hmotny bod nové teleso je preto mozné vyjadrit ako

F=F,—-F =k« —K




5. Vypocitajte potencial a intenzitu gravitacného pola tyce s hmotnostoum a dizkou | v mieste

leZiacom na predlzeni tyce vo vzdialenosti a od jej konca.
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Obr. 4

Dlzkové hustota tyce je

A:

Y

m
l
preto element hmotnosti bude

dm = Az = %dx

a potencial elementu hmotnosti bude

dV = —k dm I—FLT de .
r+a lz+a

Potencial celej tycCe je mozné vypocitat integraciou cez celd hmotnost tyce ako

l
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0

Vztah medzi intenzitou a potencialom gravita¢ného pola je
E=—gradV

preto intenzita celej tyce bude

7 dv m a a—Il—a_ m
P li+ta a ' a(l +a)

da P

kde p je jednotkovy vektor v smere intenzity gravitatného pola a pri derivovani boli

pouzité pravidla pre derivaciu zlozenej funkcie a derivaciu podielu funkecii.



6. Vypocitajte potencial a intenzitu gravitacného pola kruhovej dosky s hmotnostou m a po-

lomerom R v mieste leZiacom na osi kruhovej dosky vo vzdialenosti a od jej stredu.

Obr. 5
Plosna hustota kruhovej dosky je
m m
o= — = ——
S wR?
a element plochy tvaru medzikruzia
dS = 2nrxdx ,
bude elementom hmotnosti
dm = 0dS = 2 onzdr = 22 d
m = odS = mrdr = —ado .
mR? R?

Kedze velkost polohového vektora je mozné vyjadrit pomocou Pytagorovej vety
r’=a2*+a*,

potencial elementu hmotnosti bude

Ve i __2mde  2m  dz

R S AV

Potencial celej dosky je mozné vypocitat integraciou cez celd hmotnost dosky ako

R
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Vztah medzi intenzitou a potencialom gravita¢ného pola je
E = —grad V|

preto intenzita gravitacného pola kruhovej dosky bude

]
I

_dV_,__ 2m a 1) 5o 2m 1 a .
"~ "R \VEre )T "R Ve

kde p'je jednotkovy vektor v smere intenzity gravita¢ného pola.

. Akou rychlostou treba vystrelit teleso z povrchu Zeme, aby odletelo mimo dosah zemskej

pritazlivosti?

Ked teleso odleti z dosahu zemskej pritazlivosti a zastane, bude mat nulovu gravita¢nu
potencialnu energiu aj nulovu kinetickd energiu. Zakon zachovania mechanickej ener-

gie preto bude mat tvar
E,+E,=0.

Gravitacna potencialna energia telesa s hmotnostou m na povrchu Zeme bude

mMZ
Ry

E,=—k

kde M  je hmotnost Zeme a 27 polomer Zeme. Kinetick4 energia telesa vystreleného

rychlostou v z povrchu Zeme bude

preto zo zdkona zachovania mechanickej energie vyplyva

mM,  muv?
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"R, T2 T

z ¢oho je mozné vyjadrit rychlost telesa ako

2I{MZ
Ry

v =

Vysledok je mozné vyjadrit aj pomocou gravita¢ného zrychlenia

My

g =K—,
R

pomocou ktorého pre rychlost telesa vyplyva

v=1/29R,



a po dosadeni ¢iselnych hodnét

v = \/2 .9,81ms=2.6378000m = 11186ms " .

. Strela bola vystrelend z povrchu Zeme rychlostou v = 1600ms~. Vypoditajte rozdiel
vysok, aké by teleso dosiahlo za predpokladu, Ze gravitacné pole je homogénne a za pred-

pokladu, Ze gravitacné pole je radialne.

Riesenie je mozné najst pomocou zakona zachovania mechanickej energie
B+ By = Ep+ Ep .

V homogénnom gravitacnom poli je mozné zvolit potencidlnu energiu na povrchu Zeme
E,1 ako miesto s nulovou potencialnou energiou a rychlost telesa klesa, kym teleso
zastane, teda jeho kineticka energia Fj bude nulova. Zakon zachovania mechanickej

energie preto bude mat tvar

Ekl - Ep2 )
teda plati
2
mu
= — mah
9 mghp ,

z ¢oho je mozné vyjadrit vyska vystupu strely v homogénnom gravitacnom poli ako

V radidlnom gravitacnom poli bude na povrchu Zeme potencialna energie £/, a vo vyske
h, bude potencialna energia F,. Zakon zachovania mechanickej energie v radidlnom

gravitacnom poli preto bude

B+ Ep = Ep

teda plati
muv? mMy mMy
— K = —K—
2 R Ry + h,

¢o je mozné upravit pomocou gravitacného zrychlenia

My

g=K—55,
R



na tvar

mu? h,

o gR,—
2 my ZRZ—Q—hT’

z ktorého je mozné vyjadrit vysku vystupu strely v radialnom gravita¢nom poli ako

UQRZ

hy = —— .
29Rz — v?

Rozdiel vysok v homogénnom a radialnom poli teda bude

v’Ry v?

Ah=h,—h,=——""———,
" 29Rz; —v?  2g

po dosadeni ¢iselnych hodnot

(1600ms~1)2. 6,378 - 10°m (1600 ms~1)?

b - —2725m .
2.981ms2.6,378 - 106m — (1600ms=1)2  2.9,81 ms2 m

. Vypocitajte kineticku energiu telesa s hmotnostou m = 70kg, ktoré dopadne na povrch

Zeme z vysky h = 10 km, ak gravitacné pole Zeme nepovazujeme za homogénne.

Riesenie je mozné najst pomocou zakona zachovania mechanickej energie
Ekl + Ep1 — Ekg + Epz .

Ak pociatocna kineticka energia telesa £; bude nulova, zakon zachovania mechanicke;j

energie bude mat tvar
Eyn=Ep+ Ey.

Potencialna energia telesa vo vyske i nad povrchom Zeme sa rovna

mMZ

E
R;+h

pl =~k

a potencialna energia telesa na povrchu Zeme sa rovna

mMZ
Ry

Ep2 = —K

Zakon zachovania mechanickej energie preto bude mat tvar




z ¢oho pre kinetict energiu pri dopade vyplyva

1 1
Ek:—/imMz<RZ+h—R—Z) .

Pomocou gravita¢ného zrychlenia

My

9= F—oy
R

je mozné vyjadrit kineticka energiu ako

h
Rz—l-h7

Er.=mgRy,

po dosadeni ¢iselnych hodnot

10*m

E.=T0ke.981ms 2.6,378-10°m .
k & SOLHS Dy M 6378 10°m + 104 m

=6,856-10°J .

10.

Ako vysoko musi byt druZica nad rovnikom, aby sa pri svojom pohybe nachadzala stale

nad tym istym miestom?

Druzica s hmotnostou m sa pohybuje po kruznici s polomerom R; + h, gravitacna sila

Zeme posobi na druzicu ako dostrediva sila, teda plati
F,=Fy,

¢o je mozné prepisat na tvar
mMZ U2

R = Mm——r
(Rz + h)? Rz+h
kde My je hmotnost a R polomer Zeme. Pre rychlost druzice z toho vyplyva

/iMZ
R;+h .

Aby sa druzica nachéadzala stale nad tym istym miestom, musi byt jej uhlova rychlost

rovnaka ako uhlova rychlost Zeme
Wg = Wz ,

preto musi platit

v _27T
Rz—i-h_TZ7
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po dosadeni rychlosti druzice

/ﬁ)MZ _2_’/T
(Ry+h)3  Ty'

Pre vysku druzice vyplyva

3 /QMzTg
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h = _RZa

po dosadeni ¢iselnych hodnot

—6,371-10°m ,

. i,/6,67 101 Nm2kg 2. 5,972 - 10% kg . (3,1536 - 107 5)?

472

vyska druzice bude

h=358-10°m .
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