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Tento vyber matematickych ndstrojov sa orientuje na tie, ktoré sa velmi osvedcili vo fyzike a
technickych vedach. Viaceré st Studentom technickych §kol zndme minimdlne na algoritmickej
arovni. Snahou bolo doplnit intuitivnejsi aj hlbsi pohTad a prepojenie s rozlicnymi ¢astami fyziky.
Metody st prezentované zjednodusSene, ako krok k preklenutiu priepasti medzi vyslovene uziva-
telskym pristupom k matematike a postojom, v ktorom vSeobecnost, stru¢nost a matematicka
korektnost idii niekedy na tkor zrozumitelnosti vopred nepoucenym.

Optimalizacia a varia¢ny pocet sa zaoberaju principom “mysliet globalne, konat lokdlne”. V mno-
hych systémoch je mozné identifikovat celkovii agendu, ktord sa naplia istou volbou lokalnych
postupov. Indexova notacia je velmi uZito¢nd metdda, ked je potrebné vo vypocétoch organizo-
vat operacie s mnozstvom dat. Aplikacie vektorovej analyzy vo fyzike a technickych vedéach s
dost rozsiahle na to, aby stilo za to mat do notoricky sa opakujicich vypoctovych algoritmov
aj intuitivny vhlad. Fourierovskd analyza poméha napriklad ilustrovat vyznam vlastnych funkcii
a spektier, detekovat rezonancné javy, porovnat charakter velmi zndmych diferencidlnych rovnic,
a tiez matematicky uchopif niektoré javy z kvantovej fyziky. Symetria je mimoriadne efektivny
nastroj na organizaciu vypoctov a orientovanie sa medzi matematickymi objektmi. Uchopenie jej
reprezenticie v matematike stoji trochu stidia prislusného aparatu, ale umoziuje nadhlad z via-
cerych rozmerov nez sa azda predtym zdalo mozné.

Tento projekt ziskal financovanie z vyskumného a inovacného programu EU Horizon 2020 v ramci
Marie Sklodowska-Curie Dohody o grante ¢. 945478.
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1 Optimalizacia, alebo hadanie agendy

1.1 Vitazn4 stratégia zavisi od ciela hry

Uvazujme nasledujici scenér: Detektiv sleduje cestujiiceho, o ktorom vie, Ze ide z mesta A do mesta
B. Na vyber ma mnozstvo spojnic medzi mestami. Detektiv sa snazi zistit kIa¢ k rozhodovaniu
cestujiiceho. Existuje niefo, ¢o sa doty¢ny snazi svojimi volbami optimalizovat? Sledovany ¢lo-
vek najprv voli ¢ast najpriamejSej spojnice medzi A, B. Detektiv vezme ako predbeznii hypotézu,
7e sa snaZi minimalizovat prejdent drahu alebo ¢as trvania cesty. Na tsekoch, ktoré minimalizuji
aj Cas aj prejdend drahu, detektiv nevie rozhodnuft, ktoré krirérium vyberu je vyssie. KIti¢ové
s1i situdcie, ked rozne priority vedi k ré6znym vyberom. Pokial vopred nevieme, aké rozne
priority mozu byt v hre, méze byt vaznym problémom vobec zistit, ktoré situicie si véimat a kedy
sme uz s kontrolou hotovi.

Po chvili sa cestujici odkloni od priamej spojnice medzi mestami A, B a ide oklukou, a az od
istého bodu sa pohybuje opit priamo k B. Okluku robil v oblasti, kde sa na priamej linii medzi A
a B nachddza akasi obec. Detektiv vie, Ze v obci je nutnd znizend rychlost, a najnovsie aj dopravné
obmedzenia pre akési podujatie, ktoré sa tam kond. KedZze cestovatelova obchadzka Setrila ¢as na
ukor Setrenia drahy, detektiv ustdi, Ze azda sa jednd prioritne o mininalizovanie ¢asu. Na zdklade
tohoto predpokladu sa detektiv mdze pokusit predpovedat, ako si bude sledovany muZ cestu volit
dalej, a overit svoju tedriu na zdklade dalSieho pozorovania.

Moze sa vsak stat, ze predpovede budia detektivovi potvrdzovat jeho aktudlnu tedriu aj napriek
tomu, Ze eSte neuhddol najvSeobecnejsi, najvyssi princip vyberu - iba zatial nenarazil na situdciu,
v ktorej by tento princip nariadoval iné volby, neZ aké by boli urobené aj na zdklade minimalizacie
Casu.

Napriklad na dalsom tseku ide nas cestujici polnymi nespevnenymi komunikdciami namiesto
krajskej cesty. Minimalizdcie vzdialenosti ani ¢asu by k tejto volbe neviedli, lebo krajska cesta
umoziuje v oboch ohladoch efektivnejsiu volbu.

Nakoniec sa moze ukazat, ze cestujuci sa usiloval minimalizovat pocet stretnuti s policajnymi
hliadkami - na zaciatku iSiel ¢o najpriamejsie, lebo na tom tseku to zdroven Setrilo ¢as straveny na
cestach a pravdepodobnost Ze nejakt hliadku stretne; obci sa vyhol, aby jednak znizil tto prav-
depodobnost stretnutia spojenti so samotnym zotrvavanim vonku a jednak preto, Zze pocet hliadok
tam bol vySsi pre podujatie, ¢o sa tam chystalo (a ktoré detektiv interpretoval ako potvrdenie
svojej hypotézy o minimalizacii ¢asu). Na poslednom tseku Siel sledovany muZ polnymi cestami
celkom bez policajnych hliadok, lebo také cesty boli konec¢ne k dispozicii. Okolo jeho Startovacieho
mesta neboli, preto tam detektiv ani nemal moznost brat do ivahy moznosti s nimi spojené.

Vsimnime si, Ze detektiv sa musel zaoberat komplexnym pohladom na situdciu, aby prisiel k
spravnemu zaveru. Bolo potrebné spravne interpretovat, aka rolu hrala absencia polnych ciest
blizko mesta A a ich vyskyt okolo mesta B, znizend povolena rychlost a zvySena ostraha v obciach
medzi mestami, atd. Tym sa dostdvame k velmi dolezitému pojmu - k vizbam, obmedzeniam a s
tym suvisiacej optimalizacii v ramci moZnosti. Nespravne interpretované pozorovania sa mozu
stat zdrojom vicsich zmitkov, nez aké by nastali bez danych pozorovani, ale to je samozrejme len
upozornenie, nie argument pre ukoncenie pozorovani a pokusov o ich interpretacie.



Obr. 1: Preco prave tieto cesty? Akt ma agendu?

Aj vo vede robime detektivne tivahy. Sledujeme kroky, ktorymi sa systém dostal z A do B, vy-
kreslujtc krivku v abstraktnom ¢ ”konkrétnom” priestore (zdvisiac od toho, ¢i A,B predstavuji
stav, konfiguréciu,...). Pytame sa, ¢i existuju aj v prirode vedtce principy v zmysle, Ze lokalne
kroky si volené tak, Ze nieCo bolo globélne (v ramci celého deja) extremalizované. Opit v ramci
moznosti, so zohladnenim vizieb. V zavislosti od vizieb mozu dva systémy s rovnakou agendou
vyzerat velmi rozne.

Obr. 2: V islandskych vodopadoch aj delte Okavanga mé voda tendenciu ist smerom k niz$iemu
gravitaénému potencidlu. Rozdielne vizby maji za nasledok velmi rozne prejavy sledovania tej
istej agendy.

V mechanike sme zvyknuti mat stav telesa zadany polohou x a hybnostou p, a stav o maly ¢asovy
interval neskor bude dany tym aktudlnym a pravidlami hry (pohybovymi rovnicami) diktujtcimi
nasledujuci krok. Poznat tieto je podobné detektivovej znalosti velmi lokdlnych, kratkodobych roz-
hodnuti sledovaného cloveka.

Ak mame dany stav - bod vo fazovom priestore, Hamiltonove rovnice ndm hovoria, ako vyzera
prva derivacia, teda prvy krok z daného miesta, resp. prvy ¢len v taylorovskom rozvoji, v zavislosti
od energie.
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Potom sme v novom stave, (v novom bode fazového priestoru), a mdozeme vyhodnotit Hamiltonove



rovnice pre tento stav, teda ziskat instrukcie pre dalsi krok atd. Takto sa iterdciami dostavame do
dalgich a dalsich stavov, aj takych, ktoré boli neinfinitezimélne daleko od pociato¢ného stavu. D4
sa potom skimat celd mnozina prejdenych stavov z globdlneho pohladu. Je to krivka vo fazovom
priestore parametrizovana ¢asom - kazdy bod predstavuje stav systému v nejakom okamihu. Cim
je takd vykreslena krivka - ako celok - vyznacnd medzi vSetkymi ostatnymi, ktoré predstavuja
nezrealizované postupy priestorom stavov? Vieme matematicky sformulovat tito vyznacnost?

Priestor stavov systému

Obr. 3: PodTla ¢oho si systém vyberie cestu zo stavu A do stavu B?

1.2 VaZenie ciest

5 ws

Ako velmi uzitoény nastroj sa tu ukazuje pojem tzv. funkcionalu. Umoziuje priradif ¢isla ob-
jektom ako su napriklad parametrizované krivky vo fazovom priestore.

Teda funkciondl je akdsi funkcia na funkcidch, predpis priradujici celej funkcii jedno ¢islo. Ka-
zdej moznej krivke spajajicej dva fixné body vo fazovom priestore priradime pomocou vhodného
fukciondlu ¢iselntt hodnotu, a potom mdZeme hladat krivku, ktorej bola priradend extremélna -
minimum ¢ maximum. Existuje mnoZstvo funkciondlov definovanych na mnozine kriviek, a pre
rozne funkciondly st rozne krivky extremalne, vyznacné. Fyzik v8ak ma kritérium na vyber sprav-
neho funkciondlu - m4 to byt ten, podla ktorého je extremélna krivka prave ta, ktord sa realizovala.
Teda vlastne sa snazime pomocou funkciondlu a jeho extremalizicie matematicky reprezento-
vat vyberové kritérium prirody, aspoi na nejakej trovni.

Zd& sa, ze pre mnohé deje v prirode sa nejaky taky princip da néjst. Funkciondl priradujici
krivkdm v priestore stavov (teda vlastne éasovym vyvojom stavov) ¢islo volame aéinok. Vo
fyzike sa vyskytuje v klasickej aj kvantovej mechanike, v Specidlnej aj vSeobecnej relativite. Sa-
mozrejme, to, ze nam predpovede urobené na zaklade extremalizacie nejakého Gc¢inku vychadzaja,
eSte neznamena, ze sme ten ucinok uhadli spravne. Mozno sme prisli len na kritérium, ktoré sa s
tym ozajstnym zhoduje v situdcidch, na ktoré sme zatial narazili. Vo fyzike sa tedrie nedokazuji,
len sa porovnavaju s pozorovanim a ich déveryhodnost stiipa, ak s nim siihlasia. Je potrebné robit
dalgie pozorovania v rozliénych situdciach a ak sa v niektorej nds uc¢inok ukaze ako nepostacujtce
kritérium (systém sa nesprava tak aby ho extremalizoval), pokGSame sa néjst vySsi princip nez
ten, ¢o prave zlyhal.

Prikladom je sledovanie svetelnych licov v klasickej geometrickej optike. V rovnorodom prostredi
mozno prideme k hypotéze, Ze 10¢ si vybera cestu tak, aby minimalizoval prejdent drdhu. Alebo
¢as - tu to vedie k rovnakej stratégii. Potom v8ak vyskiSame Sirenie v aspon dvoch prostrediach,
v ktorych sa svetlo 8iri s roznou rychlostou, a zistime, Ze Setrenie geometrickej drahy nevyzerd
byt najvyS$8ia priorita, Setrenie ¢asu je uprednostnené. Podobne ako detektiv z podobenstva na



zadiatku, nemoZzeme eSte prehldsit, Ze uz o systéme vieme vietko!.
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Obr. 4: Vo vode sa signél §iri pomal§ie. Pre Setrenie ¢asu sa oplati "nadbehnit”si ¢ast vzdialenosti

na vzduchu, aj za cenu predizenia geometrickej drahy.

Silné postavenie, ktoré ma céinok vo fyzike, je naznacené jednak tym, ze sa vyskytuje v tolkych
fyzikdlnych modeloch, ale aj v tom Ze jeho fyzikalnou jednotkou je J.s, jednotka v akej je aj
Planckova konstanta. Pripomeiime tu, Ze tato je jednou z fundamentalnych konstant v prirode,
ktorej hodnotu zatial nevieme z ni¢oho odvodit (len namerat). Je spojend s mnohymi javmi v
prirode. Veli¢iny merané v jednotkach ako ona mozu mat vyznam hlbsi ako tie, ktoré sme zaradili
v rdmci SI ststavy ako ”zékladné” (lebo pre bytosti s nasimi rozmermi, zmyslami a spésobom vy-
jadrovania sa tak javili). TAto myslienka je minimalne podporend velkym vyznamom momentu
hybnosti naprie¢ fyzikou. Ten je tiez merany v spomenutych jednotkach. Pre Tudi pouZivajicich
mechaniku predovsetkym na technické vypocty je to azda jedna z mnohych odvodenych velic¢in,
ale ak si uvedomime, ze kvantovy spin Castic s celym jeho dopadom na spravanie hmoty je tiez
druhom momentu hybnosti, jeho osobitné postavenie zac¢ina byt vyraznejsie, ak aj nie jasnejsie.

Optimalizaciou funkciondlov (hladanim extrémov pre ne) sa v matematike zaoberd variaény
pocet. Proces varirovania funkciondlu, teda hladanie funkcii (alebo ich grafov - kriviek) ktoré
ho extremalizuji, sa trochu podobd hladaniu extrému funkcie, teda hlfadaniu bodov v ktorych je
extremdlna. UzZito¢nost derivacie tazko popriet - okrem iného ako néstroja umoznujiceho hladat
extrémy. Na zdklade toho mozno aspon trochu odhadnit vyznam funkciondlu a hladania jeho ex-
trémov, ked¥e sa vlastne jedna o spdsob, ako celej funkcii priradit é&islo - aktsi vahu a na jeho
zéklade urobif ”hierarchiu”medzi funkciami, a najst tie, ktoré s v rdmci nej najvyznacénejsie. Su
to velmi silné ndstroje nielen vo fyzike. Matematicky sformulovatelné tlohy z mnohych oblasti,
kde je potrebné robit optimalizaciu niecoho, si Casto rieitelné prave tym, Ze sa identifikuje (toto
nemusi byt trividlna tloha, ale je aj akymsi testom vhladu do problému) veli¢ina definované na
jednotlivych moznostiach, ktord sa ma optimalizovat. Spravna moznost je potom pravdepodobne
jedna z tych, pre ktoré hladana veli¢ina nadobuda extrém.

Standardny postup pri variaénych problémoch méze byt nasledovny: mame funkciondl a mno-
Zinu funkcii na ktorych je definovany - varirovandm najdeme (tzv. Euler-Lagrangeove) rovnice
ktorych rieSenia méZu byt vyznaéné funkcie. Upozornime tu, Ze byt rieSenim takychto rov-
nic je pre funkciu len nutnou, nie posta¢ujicou podmienkou extremalizdcie funkcionalu. Velmi
podobne to bolo v obyCajnej analyze - tak splnenie % = 0 v nejakom bode x bolo nutné ak
v x bolo minimum alebo maximum, ale nebolo to postacujice. Niekedy mame inverzny prob-
lém - mame k dispozicii diferencidlne rovnice popisujlce spravanie systému, a pytame sa ¢i tieto
rovnice st Euler-Lagrangeove pre nejaky funkciondl. Nie je to len akademickd otdzka - nakoniec
poznaf funkciondl znamen4 do istej miery identifikovat globalnu agendu, ktori systém sleduje.

1U% trocha kvantovej mechaniky a relativity ndm povie, Ze nevieme.



1.3 Aj newtonovska mechanika zahfna optimalizaciu

Ako priklad spomenime newtonovskl mechaniku. Mnohokrét sa Studenti najprv naucia Newtonove
pohybové rovnice, obvykle bez Gvah o tom, ¢i systém ich poslichanim optimalizuje nejaka veli-
¢inu. Z matematického hladiska je druhy zakon diferencidlna rovnica druhého radu,
Euler-Lagrangeova rovnica, pre funkcional predstavujtici rozdiel kinetickej a poten-
cidlnej energie integrovany pocas celého ¢asového vyvoja vyvoja. Ilustrujme si tu ¢o to
znamend na jednoduchom priklade.

Najprv zvdzme volni ¢asticu pohybujtcu sa pozdlz osi x. Nech v ¢ase t; bola v mieste X a
v Case to v mieste Xo. Jej trajektoria nech je nejakd casom parametrizovand krivka - isek na osi
x, vo zvolenej vztaznej ststave povedzme z(t), pricom z(t1) = X1, 2(t2) = X3 . Jednd sa o volna
Casticu, potencidlna energia je teda nulova a globdlnou agendou nasho telesa bude extremalizovat
len kinetickd energiu preintegrovania cez cely ¢as pohybu.

t2 1
/ dtfm:'vij:i
tl 2

Ako sa bude ¢astica pohybovaf v ¢ase t; < t < to medzi bodmi X; a X, ? Clovek ani nemusi
vediet, ako sa hlad4 extrém funkcionalu, aby vedel, Ze v tomto pripade castica pojde stile rovnako
velkou rychlostou na zaklade nasledujicej tivahy: ak ma za ¢as to — tq prejst vzdialenost X, — X1,
potom priemernd rychlost musi byt
Xy — X3
vp = ————
o —t

Uvazujme najprv pre jednoduchost, ze ide stale rychlostou v,, okrem ¢asového intervalu dt kde ide
rychlostou v, — €, a nutne aj casového intevalu dt ked musi za stratu kompenzovat a ist rychlostou
vp — €. Zlozitejsie fluktudcie rychlosti sa daji vyskladat analogicky. Keby vyraz pod integralom bol
umerny len prvej mocnine rychlosti, fluktuacie by sa kompenzovali a hodnota integralu sa nezme-
nila. Ale v pripade druhej mocniny rychlosti kompenzacia nie je Gplnd a akdkolvek fluktudcia (za
podmienky, Ze teleso prejde za dany ¢as dant dréhu) hodnotu integralu navysi: uvaZzme prispevky
z Gseku kde teleso ide o € pomalsie a z Gseku kde ide o e rychlejsie. Prispievaji hodnotami

1 1

im(vp —€)%dt = im(vg — 2ev + €)dt
1 2 Lo 9 2
im(vp +e)%dt = im(vp + 2ev + €7)dt

Vidime, Ze pri s¢itani vypadnia ¢leny itmerné prvej mocnine rychlostnej fluktuécie, ale tie imerné
druhej mocnine sa s¢itaji. Celkovo teda do integrilu oproti rovnomernému pohybu pribudne
kladny prispevok me2dt.

Teda na zdklade samotnej informécie, Ze systém (tu: volnd Castica) mé agendu extremalizovat
isty uréity integral, vieme nanovo odvodit pravidlo pre rovnomerny priamociary pohyb pre volni
¢asticu - zatial aj bez znalosti ako extremalizovat v8eobecné funkciondly!

1.4 Rozvijanie nastrojov: Funkcionalna derivacia

Spomenme si, ako sa hladali extrémy funkcie. Funkcia je predpis, ktory kazdému bodu z defi-
ni¢ného oboru priradil nejaky bod z oboru hodnot. Body defini¢ného oboru boli obvykle bud
¢isla alebo usporiadané skupiny ¢isel(pre funkcie viacerych premennych). Body oboru hodnét boli
¢isla, v pripade vektorovych funkcii usporiadané skupiny ¢isel (ale vektorova funkcia sa da chapat
ako usporiadany stubor skaldrnych funkcii, tak tu nebudeme dalej spominat takéto vSeobecnejsie
pripady.) Pri hladani extrému sa vlastne hladal taky bod z defini¢ného oboru, ktorému funkcia
priradila nejaké lokalne vynimoc¢né ¢islo - bud mensie alebo vii¢sie ako v8etkym ostatnym bodom



v jeho okoli. Pre spojité funkcie navyse platilo, ze vSetky body v okoli toho vynimoéného maju
funként hodnotu odlisnt az v druhom rade.

Tlustrujme myslienku na priklade funkcie jednej premennej, ktorej graf nech predstavuje kopec.
Povedzme Ze vieme robit nekoneéne malé kroky. Pre body na svahu plati, ze kazdym krokom sa
posunieme bud hore alebo dole. Strmost stipania ¢ klesania je dand doty¢nicou v danom bode,
ktorej smernica je prave prva derivacia v tom bode. Prva derivicia je zaroven faktor nasobiaci
velkost infinitezimélneho kroku v taylorovskom rozvoji aproximujicom funkciu. V bode na vrchole
kopca je doty¢nica nulova a smernica vodorovné. Do prvého radu (vo velkosti kroku) st hodnoty
funkcie v okoli maxima rovnaké. Samozrejme v dalsich rddoch sa uz ligia, inak by neslo o lokélny
extrém. Pri hladani extrému sa poobzerdme po hodnotich funkcie v okoliach skiimanych bodov

S etremanybod |
Obr. 5: Do prvého radu sa hodnoty funkcie v okoli maxima nemenia - funkcia nesttipa a neklesa.

a ako z extrému podozrivé body identifikujeme tie, v okolé ktorych sa funkcia do prvého radu
nemeni. (AZ potom skiimame druht derivaciu, aby sme rozlisili inflexny a extremélny bod.)

Analogicky postupujeme pri hlfadani extémov pre funkciondly. Zhruba povedané, funkcional
je predpis, ktory priraduje &isla funkcidm. Z geometrického hladiska, prvky ("body”v abstrakt-
nom zmysle) jeho defini¢ného obor st krivky (grafy funkcii), a jeho obor hodnot st ¢isla. Priradit
¢islo funkcii sa dé vselijako. Napriklad by sme kazdej mohli priradit priemer jej hodnot. Alebo jej
maximdalnu alebo minimélnu hodnotu, pre funkcie pre ktoré to méa zmysel. A tak dalej - podobne
ako existuje mnoho funkcii (sposobov ako ¢islu priradit ¢islo), je aj mnoho funkciondlov (spésobov
ako funkcidm priradit ¢islo). Jednym z velmi uZito¢énych funkciondlov je urcity integral nejako
zavisly na naSej funkcii. Velmi ¢asto aj na jej derivacidch. Naozaj, ur¢ity integral je sposob ako z
funkcii dostavat ¢isla:

B
St fes Sl = /A dx L(z, f(z), fo(z), faal2). ) (1)

Vyrazu L pod integralom sa hovori Lagranzian. Predstavuje nejaka kombinaciu nezavislych a
zévislych premennych a ich derivacii?. V jeho konkrétnej podobe je kédovans agenda systému,
teda ciel hry pri optimalizacii. Samozrejme nie kazda funkcia taky integral vobec mé, ale to je
v poriadku. Funkciondl je definovany len pre isty defini¢ny obor funkcii, pre ktoré taka operécia
ma zmysel (podobne ako funkcie boli definované len pre isty defini¢ny obor ¢&islenych hodndt).
Podobne ako sme sa pri funkcidch mohli pytat, pre ktory prvok definiéného oboru nadobudaju
maximum ¢ minimum, sa mdzeme pre funkcionély pytat, pre ktory prvok ich definiéného oboru
(teda pre ak funkciu) nadobtdaji extrém. Pri hladani pouZijeme analég derivécie - funkcionalnu

>Tu fz, frz,... znadia prvi, druht,... deriviciu podla premennej. Zatiname s funkciou jednej premennej, ale
variaény polet sa samozrejme da - vcelku trividlne - zovS8eobecnit na pripady viac zdvislych aj nezavislych premen-
nych.



derivaciu. Z extremdlnosti st podozrivé tie funkcie, v okoli ktorych sa funkciondl do prvého radu
nemeni. Nezabudnime, Ze okolim sa myslia blizke prvky definichého oboru, ¢o st tu funkcie. Pri
obyc¢ajnych derivacidch sme skiimali, ako sa malé kroky v definiénom obore prejavia na funkénych
hodnotéach:
df

T T +e f(x) = flz+e) =~ f(z) +e €
Pri funkciondlnych derivacidch skimame, ako sa malé kroky v definicnom obore prejavia na hod-
note funkciondlu:

3s
of

Tu n(z) je lubovolnad varidcia ¢ modifikicia k skimanej funkcii f, nulova v okrajivych
bodoch intervalu, cez ktory integrujeme, teda

n(za) =n(zp) =0 3)

f(@) = f(x) + en(x) S[fl = Slf +en] = S[f] + € (2)

Vyrazu 25 57 hovorime funkciondlna derivacia, kedZe naozaj je mierou citlivosti funkciondlu na mala
zmenu funkcie (reprezentovant prispevkom en(z)). Konkrétne vyjadrenie ziskame jednoduchym
rozpisanim S[f + en], rozvinutim do prvého radu v €, pouzitim zdkladnej vety integralneho poc¢tu
a nulovosti variacie v okrajovych bodoch.

S[f +en] = / ) de L(x, f + en, fo + ey fox + Ngay -.) (4)

S[f +67 / de o fy Jas fozs ) +6/ dl‘de
oA de

Ak je funkcionédlna derivacia pre nejaky argument f nulova, funkciondl S sa pri zmene argumentu
o en(z) do prvého rddu v e nezmeni.

5S=0 - / i g (5)
de
B dL B oL oL oL
0—/xA dxde_/“d (afn+ f +8frm"7:m+...) (6)

Chceme najst takal f, aby funkciondlna derivacia bola nulova pre hocijaké 7. Potrebujeme pod-

mienku (6) dostat do tvaru
rB dL rB
0= / dx — / dz (...)n
Ta de TA

Treba sa teda zbavit derivacii 7, 7., atd. PouZijeme na to metddu integrovania per partes,
zékladni vetu integralneho poctu a fakt, ze n(x4) = n(xp) = 0. Najprv si to ukdzme na clene
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dmernom 7),. Symbolom D, ozna¢ujme totalnu deriviciu podla nezavislej premennej x.

[ oeag= [ oo () = [ (g
G, = [ e (s )
S (el )

Clen imerny 7, osetrime podobne, ale tu samozrejme treba pouzit integraciu per partes dvakrat.

B oL B oL B oL
/M dz@fmn”/“  Da <af"> - /“ e (Daf>”
TB oL *B oL
:/mA dx D, <8fmn£> / dx D, {( af:rz) ] —|—/LA dx <_Dw(_Dw)afm>n
oL TB oL B B oL
(%ﬂ) — D [(Daf) "} * / e ((_D””)(_D I)afm) "

/: o ((_Dz)(—Dm)aif) !

Vidno, ze ¢leny zahfhajuce vysie derivicie sa daji upravit opakovanym pouzitim metédy per
partes, Ze nulovost varidcie v okrajovych bodoch nas zbavi vSetkych ¢lenov okrem jedného, ktory
bude mat alternujtice znamienko - plus pre parny pocet pouzitych per partes a minus pre neparny.

*B oL B oL
dr —mny = d —-D);—
/“ T o5, /“ x(( )"afJ>"

Tu J pouzivame ako multiindex oznac¢ujuci podla ¢oho v8etkého sa derivuje a kolkokrat. Pre jednu
nezavisli premennd stoji J namiesto x, xx, xax .... pre viac nezdvislych premennych to moéze byt
trebars xy oznacujice deriviciu podla prvej a druhej nezédvislej premennej atd. Napriklad pre
J = zy budeme vyraz (—D)y, rozumiet ako (—D,)(—D,) = D,D,.

Teraz sa vratme k hladaniu funkcie extremalizujicej funkciondl (1), teda k poziadavke nulovosti
funkcionélnej derivacie (5).

68S=0 — / dx— ()

— /: dmZ( )n—o

Suma cez multiindex J nie je nekonecnd - nenulové st len ¢leny zahihajace derivacie f; vyskytujice
sa v Lagranzidne L. Clen J = 0 je v sume zahrnuty tiez, pricom Dy = 1. KedZe nulovost (7) m4
platit pre fubovolnt 7 splhajtcu (3), musi sa nule rovnat faktor, ktory ju nasobi, teda

oL
68=0 — ZJ: ((—D)JafJ> =0 (8)
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Tymto dostdvame podmienku staciondrnosti funkciondlu S[f]. Je to nutnd, nie postatujica
podmienka extremélnosti. Na funkcii f, ktora ju spliia, moze maf funkcional extrém (maximum
alebo minimum). Alebo len akysi analég inflexného bodu.

Podmienke (8) sa hovori Euler-Lagrangeova rovnica. Ak Lagranzian zahffa viac nezavislych
premennych 2/, i =1, ... p, potom multiindex J prebieha cez vietky moznosti relevantnych deri-
vécii podla nich. Ak Lagranzidn obsahuje viac zavislych premennych, povedzme f¢, a =1, ..q
potom mame tolko Euler-Lagrangeovych rovnic kolko je tychto zavislych premennych, a pre sta-
cionarnost funkcionalu je nutné aby boli splnené vsetky, teda aby platilo

S ((—D»fj@) 0 va 9)

J

1.5 Skusanie néstrojov: Volna ¢astica v 1D

Vratme sa k pripadu volnej Castice. Spominali sme uz, ze zdkony klasickej mechaniky sa daju
napisat aj vo forme varia¢ného principu - ¢astice budu sledovat také drédhy v priestore stavov
(v klasickej mechanike hmotnych bodov je to priestor poldh a hybnosti), aby extremalizovali
rozdiel kinetickej (") a potencidlnej (U) energie preintegrovany cez ¢as pohybu. V pripade volnej
Castice (U = 0) hmotnosti m v jednom rozmere mame teda nezavisli premenna ¢as ¢ (okrajové
okamihy intervalu ozna¢me t 4, tg), ako zavisli premennti mame polohu® ¢astice z(t), Lagranzidn
je jednoducho kinetické energia, a G¢inok je ¢asovy integral z nej:

te 1 tp 1
S|z] :/ dt —ma? = / dt —mi?
ta 2 ta \,_2 —

L(t,x,&)

Podla davnej newtonovskej tradicie sme ¢asové derivacie oznacili bodkou. Hladdme z(t) pre ktora
je tento funkcional stacionarny, tentoraz uz pouzitim nasej masinérie Euler-Lagrangeovych rovnic.
Ked7e Lagranzian obsahuje len zavisli premenna x, jednu nezdvisli premennt ¢, a nanajvys prvi
derivéciu podla nej, bude pre multiindex J v sume (9) stait prebiehat hodnoty 0, ¢. NavySe nas
Lagranzian neobsahuje explicitne x, takze ¢len zodpovedajici nulovému J aj tak vypadne.

t
oL oL oL
0= Z <(_D)Jaaw) = DO% - Dtaixt

J=0
(0 d o0 1,
(5 - 3s) (37%)
=0—-—mZ

Inak povedané, volna castica pojde bez zrychlenia, vysledok ktory pozname z davnych stadii i
nedavnych tGvah na zaciatku kapitoly. Teraz sme tento jav pouzili ako test ndsho nového nastroja,
Euler Lagrangeovych rovnic.

1.6 Skusanie nastrojov: Castica v 3D, v poli konzervativnej sily

Aby sme vyskusali rovnice (9) pre viac zavislych premennych a zdroven zovSeobecnili ski-
many systém aj na pripad nenulového potencidlu, vezmime ¢asticu hmotnosti m v trojrozmernom
priestore, ktorej poloha je v kaZdom okamihu dand trojicou stradnic x(t),y(t), z(t). Nech poten-
cidlna energia Castice v zavislosti od miesta je popisand skaldrnou funkciou U(z,y, z). Nezavisla

3Zvyk automaticky povazovat veci oznatené ako x za nezivislé premenné mé za néisledok mnoho nedorozumeni
pri prebiehan{ z matematickej literatury k fyzikalnej. Treba &itat kontext, nie pismend, inak sa podobdme detom
ktoré si neporadia s Pythagorovou vetou ak odvesny a prepona nie st oznacené v abecednom poradi.
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premennd je ¢as t (skimajme pohyb medzi okamihmi oznafenymi t4, tg), zavislé premenné si
x,y, z. Hladdme také funkcie x(t),y(t), z(t), pre ktoré je stacionérny funkcional

tp 1
Slz,y, 2] = / dt <2m(:'5‘2 + 9% 4 %) = U(z,y, z))
ta

L(t,z,y,2,®,9,%)

Podmienka stacionarnosti je v tomto pripade vyjadrena tromi Euler-Lagrangeovymi rovnicami:

0= (8 _ 4 8) (;m(:b2+y'2+z‘2)U(x,y,z)) = fa—Ufmfc'

dr  dt i ox
_ (9 O e e 2y _ U
0_(63/ dt@y) <2m(ﬂc +9°+27) U(:c,y,z)) =%y my
_ (9 _dON(L a2 s U
- (az - dt&é) (zm(x AR U@C’y’z)) R R

Alebo struc¢nejsie modzeme zbalit tri rovnice do vektorového tvaru

mi' = —NVU

Cize sila je zdporne vzaty gradient potencidlnej energie. Pri zndmej U je zndmy aj jej gradient,
teda jednd sa potom uZ ”len” o oby¢ajnu diferencidlnu rovnicu (v nezévislej premennej t) druhého
réddu a moznosti jej dorieSenia (a ndjdenia funkcii z(t), y(t), z(¢) extremalizujicich dany funkciondl)
znalne zavisia od konkrétneho tvaru U. Nepri§li sme k novinke, ale to nebolo ciefom. Overili sme,
ze zatial naSa varia¢na metdda déva vysledky konzistentné s tym, ¢o sa v mechanike osved¢ilo
doposial.

1.7 SkuaSanie nastrojov: Harmonické funkcie ako rieSenia varia¢ného
problému

Uz sme si vyskusali pripad viacerych zavislych premennych. Pre zmenu si teraz metédu ukézme

na pripade jednej zavislej premennej (volajme ju u) a viacerych nezavislych premennych

(volajme ich z,y, 2)*. Nech oblast integrovania je nejaky objem €. Najdime u(x,y, z) v ktorom je

stacionarny funkcional

1~ = 1

S[u]:/dxdydzi(Vu.Vu):/dxdydz §(ui+u§+u§)
Q Q

| —

L(Ly,z,u,uw,uy,uz)
Prislugné Euler Lagrangeova rovnica (jedna, lebo mame len jednu zévisli premenn) bude

(0 d 0 d 0 d 0 1,5 5
0= (8u dz Ou,  dydu, dz 8uz> (Q(um—i—uy—&—uz))

= Uy + Uyy + Uy = Au

Toto je dobre znama Laplaceova rovnica, tu vystupujiica ako podmienka pre extremaliziciu istého
funkcionalu. Na jej rieSeniach, harmonickych funkciach, je tento funkcional staciondrny.

4Toto je tréning postrehu, pochopenia a este niekolkych dalich kvalit. V predoglom priklade boli tieto symboly
pouzité na oznacenie zavislych premennych!
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1.8 SkuiSanie nastrojov: Vyssie derivacie

Doposial sme si ukézali varia¢né metédy na pripadoch, ked Lagranzidn obsahoval nanajvys prvé
derivacie, a v tom pripade st Euler- Lagrangeove rovnice nanajvys druhého radu. Takéto maja
zatial asi najgir§ie uplatnenie vo fyzike aj technike. Vyznam druhej derivécie stavisi s hlbokymi
geometrickymi skuto¢nostami, sivisiacimi so samotnym priestorom a ¢asom. Ale je dobré vediet
zaobchadzat aj s vy$8§imi derivaciami. Ukdzme si teraz naSu metddu na pripade nasledovného
hypotetického funkcionalu: Nezavislé premenné nech st x, ¢, a uvazujem ich na nejakej oblasti €.
Zavisld premennd nech je u(z,t) a povedzme, Ze agendou systému je extremalizovat funkcional

Slu] = | dxdt u?,
Q ~~

L(z,t,u,um sUL, Ug g, Utt 7umt)

Suma operédtorov v Euler-Lagrangeovej rovnici teda musi siahat dalej ako v predoslych pripadoch,
ale vzhladom na jednoduchost Lagranzidnu bude nenulovy len jeden ¢len:

b (2 4o 40 P @ 0 @ 0.,
T\ Ou  dtduy  dxOuy  dt? Ouy  dx Ougy  dt dx Oug, Yat

d? o(u2,)
= z = 2
dtdr Oug Haatt

RieSenim je napriklad u = azt 4+ bz + ct + d, kde a, b, ¢, d st konstanty.

1.9 Spoloc¢na agenda a jednotiace principy

Matematické metédy variaéného po¢tu ndm pontikaju nastroje, ako efektivne hladat funkcie ex-
tremalizujice rozne funkcionaly. Azda presnejSie je povedat, pomahaji nam hladat rovnice, ktoré
tieto funkcie maja splhat®.

Ale je tu hlbsia otdzka ako len zefektivnenie algoritmu na vypocty. Ako vieme, ¢o bude priroda
optimalizovat? Napriklad v pripade klasického pohybu castice, preco je agendou prave minimali-
zécia rozdielu medzi kinetickou a potencidlnou energiou? Odpovedat sa da na viacerych arovniach
a povedzme vopred, este je v tych trovniach ¢o doplhat. Ak takto (ako rozdiel kinetickej a poten-
cidlnej energie preintegrovany cez ¢as) zvolime u¢inok, ako Euler-Lagrangeove rovnice dostdvame
prave Newtonov druhy zdkon (teraz sa obmedzujeme na pripady ked mé zmysel hovorit o poten-
cidlnej energii, teda o konzervativnej sile). Aj Newtonove rovnice boli v tedrii postulované, nie
odvéadzané. Uhddnutim spravneho G¢inku (alebo zatial nie preukdzatelne nespravneho) sme v si-
tuécii detektiva, ktorému sa podarilo sformulovat kritérium, podla ktorého si sledovany jedinec
vyberal postup. Samozrejme to nezodpoveda vsetky otazky, ktoré mdzu byt poloZené, ale moze
to pomoct robit predpovede pre daldie pozorovania. Otdzku preco mé byt optimalizované préve
to a to v8ak rozhodne netreba zamietnut do kata. Nakoniec optimalizovand veli¢ina bude zrejme
nejakym spdsobom hovorit vela. Na tejto irovni moZno eSte nie je dobre vidiet, ¢o je také hlboké
za rozdielom kinetickej a potencidlnej energie nas¢itanom na ¢asovom intervale. Z pohladu Sta-
tistickej fyziky moze ist o aksi variantu ekviparti¢nosti, principu rozdelovat energiu do v8etkych
dostupnych foriem rovnomerne (teda aj robif ¢o najmensie rozdiely v preferencii jednej ¢ druhej
- kinetickej ¢i potencidlnej - energie. ”Presnejsie” tedrie ako relativita a kvantovd mechanika vec
davaju agendu telesa pri jeho pohybe do stvisu s jeho vlastnym ¢asom a zmenou fazy jeho vlnove;j
funkcie. NaSe znalosti prirody eSte nie st iplné ani tak.

5Je k tomu pridand eSte vyhoda ktorti sme tu neilustrovali, len ju spomefime: Symetrie poméhaju riesit diferen-
cidlne rovnice. Ak nijdeme symetrie pre nejaky funkcional, pomahaji nam riesit jeho Euler-Lagrangeove rovnice v
istom zmysle dvojnasobne. Teda mat explicitmne formulovany varia¢ny problém moZe byt v istom zmysle vyhod-
nejsie ako mat len rovnice, ktoré ho riesia. (Osobitne ak ani nevieme Ze za nimi nejakd optimalizacia je.)
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Kazdopadne identifikovat dostatocne vSeobecne globalnu agendu systémov je vhodnd stratégia k
hladaniu jednotiacich principov vo fyzike.

Obr. 6: Pociatocné, okrajové a vizbové podmienky st rozliéné, nasledne aj priebeh padov vyzera
byt velmi rozny. Ale Mesiac padd podla rovnakej agendy ako jablkd. MoZno je irSia ako momen-
talne vidime, a mnoZstvo dal§ich javov je jej zatial nerozpoznanym prejavom.

15



2 Indexova notacia

Fyzika a technické vedy sa hemzia viaczlozkovymi objektmi. Vektormi to zacina a vyssimi ten-
zormi pokrac¢uje. Akondhle mame docinenia s usporiadanym siitborom dat, je velmi praktické mat
v nich poriadok. Organizacia jednotlivych zloZiek (teda ich o¢islovanie - napriklad prva, druhd,
tretia zlozka zlozka vektora) je prirodzeny krok. Znalost niekolkych trikov umozhujicich efek-
tivne zaobchadzanie so samotnymi identifikatormi dat vyzaduje trochu casovej investicie
(a pociato¢ného podvihnutia oboé¢ia nad zbytoénymi zdanlivymi komplikdciami), ktord sa vsak
mnohonésobne vracia pri praktickych vypoc¢toch. Nakoniec, indexovii notdciu pouzivaji hojne Iu-
dia zaoberajuici sa tenzorovymi rovnicami (kde sa beZzne piSe ”desat parcidlnych diferencidlnych
rovnic jednym tahom”). Ako motivaciu na zaiatok spomenme rozlicné vektorové identity pre tro-
jity vektorovy sucin, zmieSany sic¢in a podobne - je moZné ich odvodit ¢i dokdzat aj bez indexovej
notécie, ale stoji to viac casu ako jej nastudovanie - a s iou ide o omnoho rychlejsi proces, neho-
voriac o §irSom pouziti.

2.1 Pravidla a konvencie pre narabanie s indexmi

Co je index? Zhruba povedané ¢islo éislujiice vstupné tidaje (ktoré st vo fyzike a technike ¢asto tiez
numerické). Napriklad: n-ticu udajov (aq, ..., a,) moZno zapisat ako a;, i = 1, ..., n. Ni¢ prevrat-
ného, namiesto konkrétnej zlozky je niekedy vhodné hovorit jednoducho o i-tej ako o zdstupcovi
ktorejkolvek a vSetkych (musketiersky princip).

RuzZa by rovnako vonala pod inym menom. Je jedno, aky symbol zvolime ako index, pod-
statny je rozsah hodnét, ktoré méze nadobtdat. Samozrejme, keby sme nds index nazvali
”j"namiesto 1”7, nesluzil by svojmu Gcéelu o ni¢ menej, v tomto pripade ma Shakespeare pravdu

ohladne mien a kvalit. Je tu v3ak isté ” ale”.

Sloboda v pomenovavani mé svoj hacik: Nenazyvajme rozne veci rovnako tam, kde to
mdze viest ku zmétkom. Napriklad a;b;, znadi séin i-tej zlozky a j-tej zlozky (kde i sa moze
a nemusi rovnat j), kym a;b; zna¢i stéin zloziek na tej istej pozicii - plus este implicin sumu o
ktorej si povieme nieco nizsie.

Casté operacie sa prestavaji zapisovat a rozumeji sa implicitne: takym pripadom je Einstei-
nova sumac¢na konvencia. V pripade stcinov, v ktorych vystupuja rovnaké indexy, sa suma cez
cely rozsah, ktory mdzZe index nadobtdat, ¢asto vynechdva a rozumie sa ako samozrejma:

N
i=1

Zvyk je zazity tak velmi, Zze ak chceme napisat naozaj len stc¢in dvoch zloZiek na rovnakej pozicii
bez sumovania cez vSetky pozicie, treba to explicitne povedat. (”NielenZe nepiSem sumu, ale ani
ju nemyslim!”)

Sumacna konvencia spolu s moznostou premenovavania ndm umoznuje Sikovne manipulovat ” hlu-
ché” (alebo ”nemé”) indexy. To st tie, cez ktoré sa sumuje v celom ich rozsahu. Potom samoz-
rejme
N
Tili = TjTj = oo = Tqlg = Z T;T;
index=1

Tato samozrejmost prevedend v spravnom cCase, mieste a prilezitosti je jednym z trikov, ktoré
neoboznadmenym ¢itatelom pripominaji tahanie krélikov z prazdneho klobiika.
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Casto potrebna dvojmoznost ”jedna alebo ni¢”je zapisovanid Kroneckerovou deltou 0ij

6ij=1 i=j
5i; =0 i

Symetria tohto objektu, teda fakt, ze d;; = d;;, mé& viac uplatneni ako by ¢lovek ¢akal na z4-
klade jeho triviality. Kronekerov symbol mé formélne funkciu ”premenovavaca indexov”: napr.
Oixbr = 22:1 d;br. = b;, pretoze zo vSatkych ¢lenov jediny nenulovy bude ten, v ktorom i = k

Casto potrebnd trojmoznost ”jedna, minus jedna alebo ni¢”je Sikovne zapisovand cez Levi- Ci-
vita symbol €;;;, . Na rozdiel od Kroneckerovej delty varianta ”ni¢” nastava, ak sa ktorakolvek dva
indexy zhoduji. Jednotku mame ak sa jedna o parnu permutéciu zédkladného zoradenia indexov,
minus jednotku pre neparne permuticie. Teda®

1 = €123 = €312 = €231 = —€213 = —€321 = —€132

Pravidla pre zmenu znamienka pri permutdcii indexov a nula pri rovnakosti indexov sa daji zhrnit

ako tiplna antisymetria voéi permutaciam: Ak €;;;, = —¢;;, a zdroven ¢ = j, potom vlastne
mé platit €, = —¢€;jk, o je mozné len ak €;;; = 0. (V tomto pripade nepredpokladdme sumacni
konvenciu).

Jedna z mala veci, ¢o sa pri indexovej notdcii oplati naucit naspamit, je identita

€jki€mni = 5jm5kn - 6jn5km

Dokaz sa da urobit vyskaSanim vSetkych nenulovych moZnosti pre Levi-Civitove symboly nalavo
(raz za zivot, poCas uviaznutia na letisku a pod) a potom sa ju oplati nau¢it naspamit namiesto
premnohych vektorovych identit, ktoré predstavuju jej konkrétne aplikacie.

Poéet indexov pre dany objekt a ich rozsahy poskytuju informéciu, kolko idajov (nie nevy-
hnutne nezavislych) dany objekt zahifia. Napriklad na charakteristiku velkosti, smeru a orientacie
sily (vzhladom na dant referenént sustavu) stacia tri ¢isla; na charakteristiku deformécie neizot-
ropného materialu pri aplikovanom napéti ich treba omnoho viac. Niekedy sa v literattire vyskytuje
nejednotnd terminolégia a implicitné konvencie, na ktoré si treba dévat pozor. Tak mozno obcas
stretnat vyrazy ako ”vektor a;”¢i “matica A;;”nerozliSujic verbalne zlozky a objekty samotné.
Obvykle to nevedie k nedorozumeniam, pokial ¢lovek ¢ita mySlienku a nie literu. Nakoniec ”tenzor
T”nam nepovie o kolko idajov sa v iom jedné; naproti tomu pri vyraze ”tenzor T p.q”je jasné ze
sa jedna o ”$tvorrozmerny”stbor ¢isel a pod 7.

Stéin symetrickéhoi a anitisymetrického je nula: majme dva objekty s niekolkymi inde-
xmi, a nech prebiehaji rovnaky rozsah hodno6t. Povedzme, Ze sa ndm vo vypocte objavi vyraz
A;jiSmjk, pricom objekt A je antisymetricky a S symetricky vzhladom na vymenu poslednych
dvoch indexov a ako obvykle predpokladdme sumacnt konvenciu, teda
n n
A Smjk = Z Ak Smijk
=1k=1

J

6Najcastejsie budeme mat doinenia s pripadom, ked indexy mézu nadobiida& hodnoty 1,2,3, ale d4 sa v istom
zmysle zovSeobecnit.

"Mimochodom, na zaobchidzanie s ”mnohorozmernymi” matematickymi objektmi nie je potrebna nadludska
predstavivost. Na nardbanie s nimi nie je vzdy potrebnd vizualizdcia akl si azda ludia praji (aj ked €o si pod
hou predstavuji je otdzne). Indexov je niekedy tolko, Ze sa oplati pouZif index na ich islovanie. Neznamené to
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Potom tento vyraz je nula. Je za za tym jednoduchd trojkrokova tvaha:
A Smjk = —AikjSmjk, pretoze sme prepermutovali indexy v antisymetrickom A

AijiSmjk = AikjSmrkj, pretoze sme len premenovali dve sady hluchych indexov (cez ktoré sa

M3 M3

sumuje), ”j”sme premenovali na "ki "k”na ”j”.
AikjSmik; = AikjSmjk, pretoze S je symetricky vzhladom na dant zdmenu indexov

Teraz vSak, porovnanim prvého a tretieho riadku, dostdvame —A;x;Smjr = AikjSmjk, €0 moze
byt splnené len ak sa jednd o nulu.

2.2 Priklady

Uvedme si niekolko prikladov na zapis indexovou notéciou, spouzitim niekolkych pravidiel spome-
nutych vyssie. Citatelovi neobozndmenému s tymito trikmi je silne odporti¢ané povazovat zvysok
tejto kapitoly za cvicenie ktorého sa treba zucastnit s kusom papiera a ceruzkou. Pri dostatocnom
cviku vypocty byvaja eSte krat$ie ako tie uvedené nizsie, kedze mnoho krokov uvddzanych pre
pedagogické ucely je Tahké urobit ”v hlave”.

Najznamejsi ”zakladogkolsky”skalarny stéin medzi dvoma trojzlozkovymi vektormi a, 5, v kar-

tézskych stradniciach:
3

C_I:EZ (lel + a2b2 + a3b3 = Zalbz = aibi
i=1

Stéin dvoch (pre jednoduchost nxn) matic C = AB: zlozku i,j matice C ndjdeme ako
stéin i-teho riadka matice A a j-teho stlpca matice B.

Cij = (AB)ij = A Bij + AieBoj + ... + AinBpj = Z Ak Byj = A By
k=1

Vektorovy sidin ¢ = a X b. Toto je prvy z mnohych pripadov, kde stru¢nost a prehladnost
indexovej notacie vyrazne kontrastuje s ”beznym” vektorovym zapisom. Staci si spomentt na kr-
kolomné mnemotechnické pomdcky ktoré sa vyskytuju pri prvych skolskych vypoctoch s tymto
typom stc¢inu. Postupujeme nasledovne: Vieme, Ze vysledkom vektorového stéinu je opét vektor,
teda objekt so zlozkami. Namiesto postupného vypoctu prvej, druhej, tretej, ndjdeme i-tu zlozku
hladaného vektora:

[cli = ¢i = €ijrajb

Napriklad pre ¢ = 1 mame
c1 = €1jkajbk == 6123(121)3 + 6132&31)2 + 0 + ..+ 0= a2b3 - a3b2
pri¢om nuly predstavuja ¢leny obsahujtce €112, €133 atd.

Dvojity vektorovy sitéin d x (b x ¢). Na miesto podivného mnemotechnického ”bac minus
cab”si uvedomme, Ze vysledkom je znova vektor, ktorému ndjdeme v8eobecni i-tu zlozku (a teda
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vietky):

(@ x (bx &) = eijnas[bx g
= €;jk0;j€kmnbmCn
= €ijk€mnkdibmCn
= (0im0jn — Oindjm)ajbmcn
= (0im0jn — 0indjm)biajc; — cia;b;

= [b(@.c) — &(a.b));

ZmieSany stéin d.(b x ©)

@.(b x @) = a;[b x d;

= aieijkbjck = ckekijaibj = C.((l X )

Vektorova analyza. Pripomenme, ze operacie ako rotacia, divergencia, gradient zahfhaja ap-
likdciu ”nabla operdtora” sposobom velmi pripominajicim vektorovi algebru. Uvedme najprv tro-
chu efektivnejsiu notaciu nez aka sa prezentuje obvykle: namiesto priestorovych suradnic x,y, z
pouzivajme x1, xq, x3. Citatel uz snad tusi motivaciu: chceme mat moznost pisat z; a starat sa o
vSetky zlozky stcastne, s bonusom skratenia zapisu parcidlnych derivacii v $tyle 8%1' = 0;.

gradf =V f = (W 95 af)

81'1 ’ 81'2 ’ 81'3
[gradf]; = 0. f

dx1’ Oy’ Oy

divV = 9.7 = (‘Wl oV W)

divV = 8,V;
S PPf Pf f
1 = . :A = _——, —
divgradf = V.V f f <8x§’6x§’6x§>
Af =0;0:f
dry  Ory’ dxy  Oxs Ory  Oxy

rot‘—/»zﬁx‘—/':(@vg ovs 0Vs 0oVp oWy 8V2>

[I‘OtV]i = eijkﬁij
Vyzbrojeni vysSieuvedenym, mozeme si odvodit niekolko identit vektorovej analyzy hojne vyuzi-
vanych napriklad vo vypoctoch siavisiacich s elektromagnetizmom ¢i hydrodynamikou. Prvé dve

st "maskované identické nuly”, totiz rotacia gradientu a divergencia rotacie. Obe nuly sa daju
ukdzaf aj krkolomnym rozpisanim do zloziek, ktoré sa (za predpokladu bezomylnej manipulécie)

19



nakoniec vzdjomne vykompenzuji na nulu. AvSak s naou masinériou ide o velmi stru¢ny vypocet,
pretoze €;;5 = —€ij, a 0;0r = Ox0; a ako vieme, sicin takychto objektov (antisymetrického a
symetrického vzhladom na zadmenu tej istej dvojice indexov )je nula. Dosial nepresvedceny ¢itatel
je pozvany vyskusat vSetky uvedené vypocty bez indexovej notacie a poniknutych skratiek.

[rot grad f]; = [6 X (ﬁf)]l

= €ijk0; Ok f

Il
o

— —

div(rotV) = V.(V x V)
= &'Eijkajvk

=0

Na zéver si spocitajme znadmu identitu pre rotaciu rotécie vektorového pola. Ide o §pecidlny pripad
dvojitého vektorového sucinu, ktory sme videli vyssie.

-

[V x (V x V)]; = €105V x Vi

= €;j£0;€kmnOm Vn

= Gijkemnkajamvn

= (im0 — Gin0jm)D;0um Vi
= 00V — 9;0;Vi

= [V(V.V) — AV

—

Vx (VxV)=V(V.V)=-AV

Toto je pomerne technickd partia matematiky, pre Iudi pocitajacich s mnohozlozkovymi objek-
tami podobne vitand ako bolo logaritmické pravitko pred prichodom vreckovych kalkulaciek. Pre
niekolko vypoctov sa mozno neoplati investovat do jej zvladnutia. Viac vypoctov bez nej prispieva
k ochote si ju nastudovat, akokolvek sa zd4 byt cvienim v presivani symbolov®.

8 Aj basnik sa najprv musf nauéit pravopis (aspoii natolko aby mu bolo rozumiet), a keby mal pri kazdom veri
dodatoéne konzultovat slovnik, mozno by aj utoval, Ze nevenoval trochu ¢asu aj velmi prozaickym $tGdidm.
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3 Po tokoch vektorovych poli, alebo vektorova analyza

S algebrou sa da urobit vela. Diferencialny pocet vSak priniesol tiez mnoho. Je uzitoéné vediet ho
aplikovat nielen na skalarne funkcie, ale aj na vSeobecnejsie objekty. Tento text si nekladie ako
prvotny ciel matematick(l aplnost. Ostavame tu s vysvetleniami na intuitivnej arovni. Po takom
osvojeni si pojmov je ¢itatel pozvany siahnut po rigoréznejsich pojednaniach, nez poskytuju tieto
poznamky.

Na zaciatok si ujasnime pojem pola. Pozndme uZ azda &sla, vektory, tenzory... a pozndme fun-
kcie, ktoré jednému objektu priradia nejaky dalsi. ZovSeobecnenim a spojenim tychto pojmov
prichddzame k pojmu skaldrnych, vektorovych, tenzorovych poli. Pole priraduje nejaky typ ob-
jektu kazdému bodu v priestore, na ktorom je definované.

Obycajné funkcia jednej premennej je v podstate skaldrne pole definované na islenej osi (alebo
jej Casti). Kazdému jej bodu priradi ¢islo (funkénd hodnotu). Funkcia dvoch premennych ndm na
rovine (x,y) definuje tiez skaldrne pole, lebo kazdému bodu z roviny (resp jej Casti spadajiacej do
defini¢ného oboru) priradi prave jedno &slo (Napr. f(x,y) = 2® — y? priradi bodu (1,2) ¢islo -3).
A tak dalej do vyS8ich rozmerov. Skaldrne pole je predpis priradzujuci kazdému bodu jedno ¢islo
- skalar. Teda funkcia definovand na nejakom priestore predstavuje skalarne pole.

Vektorové pole priradi kazdému bodu priestoru vektor. Napriklad pole Vs komponentami
(x,y?) priradi bodu (3,2) vektor s komponentami (3,4). Tenzorové pole (vektor a skaldr st
typmi tenzorov) priradi kazdému bodu tenzor atd.
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Obr. 7: Pole obilia Obr. &8: Pole vektorov

Skalarne pole vycislené v nejakom konkrétnom bode je ¢islo. Vektorové pole vycislené v nejakom
bode je vektor, tenzorové pole vycislené v nejakom bode je jednoducho tenzor, vsetko ako po-
zndme z elementarnej linedrnej algebry. Je velmi uzitoéné skiimat, ako sa tieto hodnoty z miesta
na miesto menia a ako prudko sa to deje. V pripade skaldrneho pola na 1 rozmernom priestore
sa jednd o obycajnil derivaciu, o vyuziti ktorej asi niet mnoho pochyb; zovSeobecnenie ma azda
podobni Sancu na uspech.

Dostavame sa tak do rise vektorovej analyzy.
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3.1 Nabla

Vyzna¢ni tlohu vo vektorovej analyze v euklidovsko svete hrd nabla operator

- o 0 0
- (L 2 < 1
v (ax,ayw) (10)

= (8907811’ 8z)

Pozrime sa nan ako na "bazové operatorové vektorové pole”, kde na mieste bazovych vekto-
rov v smere jednotlivych osi, teda namiesto €, €,, €., mame 0,0y, 0,. Je to azda necakany krok
v tomto $tadiu, ale ospravedlneny jeho neskorSou uzito¢nostou. Urcité ndznaky motivacie vSak
mozno ponuknut uZ teraz:

e Bizovost: vyjadrenie cez derivacie voci stradniciam hovori o prepojeni s bazou, na ktora sa
tie suradnice vztahuju.

e Operatorovost: parcidlne derivacie zrejme budia posobit (operovat) na nie¢om (¢o zavisi od
niekolkych premennych).

e Vektorovost: znacenie sugestivne naznacuje, ze pocet zloziek zodpovedd rozmerom defini-
¢ného oboru objektov, na ktoré ma operatorové pole posobit. Vektor sice nie je vektorom len
svojim poctom zloZiek, ale toto dava nadej, ze sa o nejaky modZe jednat.

. o, .7 . ’ . v .7 v t] . 99 . . 9
e Polnost: parcidlne derivicie naznacuji moznost zmien ”z miesta na miesto

Ako s viaczlozkovou vecou sa s nabla operdtorom daja aspon formélne robit analogické opericie
ako pozname z algebry, teda vyzerd to, Ze sme na dobrej ceste k rozsireniu starych znamych
operacii ako ndsobenie skaldrom, skalarne ndsobenie (snad sa tieto uz tolko neplettl), vektorovy
sacin.

Upozornenie k zna¢eniu: v tejto kapitole niekedy volne zamiehame vyrazy vektorové pole a kompo-
nenty, ktorymi je reprezentované. Prisne vzaté, ak mame zvolené bazové vektory €, €y, €., potom
vektorové polia mozno pisat ako kombinécie tychto bazovych vektorov, pricom koeficienty kombi-
nacie sa z miesta na miesto mézu menit ?

V= V¥ (x,y,2)e + VY(z,y,2)Ey + VZ(x,y,2)e.
Budeme si to skracovat na
‘7 = ( Vw(x) y7 Z)) Vy(.’l/" y’ Z)’ Vz<x7 y7 z) )

v duchu zasady, ze v didaktike je tizkostlivd ddslednost niekedy na $kodu zrozumitelnosti. Vek-
torové pole mé svoje komponenty jednoznaCne priradené, ak je zafixovand béaza, voc¢i ktorej tie
komponenty ma. Tu budeme predpokladat, Ze baza je dand a fixovana.

90 rovnakosti &i nerovnakosti bazy samotnej na réznych miestach tu nemusi byt re¢, sme v euklidovskej geometrii
kde ignorovanie tejto otazky obvykle nepriniSa problémy, aj ked to azda byva viac vdaka $tastiu neZ rozumu.
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3.2 Gradient

Jedna sa o analég jednoduchej operacie, ktortt vo vektorovej algebre pozndme ako nasobenie
vektora skalarom. Obvykle sa na vec pozerdme tak, ze kazda zlozku vektora vynasobime tym
istym cislom:

aV = (aV*,aV¥, aV?)

D4 sa to v8ak vyjadrit aj z druhej strany - Ze nasobime skaldr vektorom, teda v8etky zlozky nasho
vektora nechdme posobit na to isté ¢islo jednoduchym algebraickym nasobenim:

Va= (V*a, VVa, V*a)

Samozrejme je to to isté - ale takd formdlna zmena pohladu na pdsobenie na skaldr ma vyhodu
v tom, ze je potom lahSie operaciu zov8eobecnit na polia, osobitne na nase operatorové pole V,
ktorého kazd4 zlozka posobi na skaldrne pole (uz nie tradiénym nasobenim, ale ako moze):

> of of of
Vf= Ny Ay A = (0 ) 0 ) o 11
1= (g ) - raron ()
Dostavame tak gradient funkcie, vektorové pole!?, ktorého zlozky ndm hovoria, ako sa fun-
kcia meni v smere zodpovedajicej osi. Je to naozaj rozsirenie jednorozmerného pripadu, ked nam
oby¢ajna derivacia funkcie f(z) podla jedinej relevantnej premennej x hovorila, ako sa funkéné
hodnoty menia pozdlz osi z, aj ked v 1D nemalo vela zmyslu hovorif o smere.

Vo viacerych rozmeroch v f ma smer, ktorym treba postupovat pre najprudsSiu zmenu funkénych
hodnot. Jednd sa o vektorové pole v definicnom obore, teda pre funkciu 2 premennych je 2D, pre
funkciu troch premennych 3D...).

Gradient tzko savisi s pojmom vrstevnice, ujasnime si teda este aj ten. Vrstevnica je mno-
zina bodov na definicnom obore, na ktorych ma funkcia f konstantni hodnotu. Pre funkciu 2
premennych f(z,y) je to vo vSeobecnosti krivka v rovine x, y, sibor bodov viazanych podmienkou
f(x,y) = c. Pre funkciu 3 premennych f(z,y, z) ide o plochu v priestore x, y, z, sibor bodov viaza-
nych podmienkou f(z,y, z) = c atd. Ndzov vrstevnica pochadza z analdgie s turistickymi mapami.
Kedze je tazké znazornit nadmorska vysku, funkciu dvoch premennych, na plochy papier, riesi sa
vec tak, 7e sa zakreslia jej vrstevnice. Pozd[Z vrstevnice sa funkéna hodnota nemeni vébec.
V smere kolmom na vrstevnicu, ¢o je prave smer gradientu, sa meni najprudsie.

| N\

S-S0 e

) 4 o 1 2
=z  / NS

=
|

Obr. 9: Graf funkcie f(x,y) = 22 + y?, vrstevnice 2% + y? =konst. a gradient (2z, 2y)

10Poznamka pre naddencov diferencidlnej geometrie: Slovo vektor m4 viac vyznamov. V istom kontexte je gradient
funkcie kovektor, prvok z dudlneho priestoru k objektom, ktoré sa tam nazyvaja vektory. AvSak priestor kovektorov
je tieZ vektorovy priestor (v zmysle linedrny), teda v tomto zmysle kovektor je vektor. Zlozky gradientu nemusia byt
vo vSeobecnosti iba parcidlne derivicie ako st uvedené v texte, ale v euklidovskom pripade tomu tak je. NenadSenci
diferencidlnej geometrii po preéitani tejto pozndmky nepochybne modifikuja svoj pristup, otdzne len je, ktorym
smerom.
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3.3 Rotacia

Z formalneho hladiska ide o analég vektorového suéinu. Teda V = (9, 0y, 0.) bude posobit na

vektorové pole V= (V=, V¥ V*#) podobne ako pri vektorovom nasobeni ¢o sa tyka kombinécie
zloziek, ale samozrejme jednd sa o operatorové pdsobenie. Vysledkom je opif vektorové pole.

€x €y €

<
X
<
I

0 Oy O, (12)

teda zlozky s

(0,VZ =0, V¥, 0,V*—0,V*, 0,VY—-0,V®)

Uz samotny fakt, ze hovorime o vektorovom sucine, naznacuje, ze na rozdiel od divergencie a
gradientu, pri ktorych rozsirenie do iného po¢tu rozmerov znamend len pridanie dalsich ¢lenov,
tu je velmi vyznaénd trojrozmernost. Teda V treba aplikovat na vektorové pole s troma zlozkami.
Ak ma len jednu alebo dve , daji sa doplnit dvoma alebo jednou nulou a mame o trojrozmernost
postarané, vo vySSom pocte rozmerov sa roticie treba zriect.

Rotécia vyjadruje mieru virivosti, cirkulaéného charakteru vektorového pola, a tieZ zmysel
otacCania (proti smeru alebo v smere hodinovych ruci¢iek) a smer osi, okolo ktorej otac¢anie zistu-
jeme. Ako takyto intuitivny popis stvisi s algoritmiom vypoctu zloZiek rotécie (12) si ukdZeme
onedlho.

3.3.1 Specialny vyznam 3D

Ujasnime si v8ak eSte trochu pohlad na roticie. Bezne sa o rotaciach vyjadrujeme ako o otoce-
niach okolo nejakej osi, ale prave tak by sme mohli hovorit o otoceniach v rovine kolmej na tito
0s. Prave tak vSak len v 3D, kde ku kazdej osi jednoznaéne prislacha prave jedna rovina
na nu kolmd. Vo inych rozmeroch sa uz o otoceniach okolo osi jednoznacne hovorit neda. V 1D je
tazko o rotécii vdbec hovorit v zauzivanom zmysle, kedZe tam je rotaciou zrkadlenie okolo nejakého
bodu, diskrétna, nespojita operacia (v zmysle nemoZnosti pootocit objekt infinitezimalne malo).
V 2D ndm os otacania ani nespadd do daného priestoru (vy¢nieva kolmo na uvaZzovany svet). V
4 a viac rozmeroch ku kazdej rovine otacania prislicha viac nezévislych kolmych osi. Jedine v 3D
plati, Ze mame prave tolko navzajom kolmych osi (tento pocet sa zhoduje s dimenziou priestoru)
ako rovin. Pocet nezavislych osi je pocet ”bazovych”translacii, pocet nezavislach rovin je pocet
"bazovych” rotacii. Tazko vobec odhadnit, akt hibku tento fakt v nagom svete ma '*. Kazdopadne
rotatnd a translacnd symetria sa objavuje napriec¢ fyzikou odkedy tato vobec vznikla, na velmi
oc¢ividnych aj velmi abstraktnych trovniach.

Este ujasnime, preco je vo vSeobecnosti velmi prirodzené chapat roticie ako operdciu v nejakej
rovine. Jednoducho to vidno v popise transformécie, ktora rotaciu sprevadza. Napr. pri operacii,
ktorej hovorime otocenie okolo osi z, sa ndm mieSaji x-ové a y-ové stiradnice objektov, kym z-ova
sa len vezie.

1S3}

=xCcos¢ —ysing

IS}
I

1 COS @ + x sin ¢

HPre nadencov Specialnej relativity: Okrem iného stvisi s tym , #Ze potom je podet boostov zhodny s po&tom
rotacii a Struktira, ktord tak vznikd, je pribohatd na poznamku pod Ciarou.
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3.3.2 Miera cirkulacie

Vratme sa viak k rotacii ako miere cirkuldcie vektorového pola. Ze sa bude jednat o rotovanie v
nejakej ploche, je zrejmé z komentara o vektorovom stucine. Kedze v nabla operdtore vystupuji
derivécie, bude sa zrejme jednat o nieco citlivé na infinitezimédlnych vzdialenostiach - vhodné me-
raf virovost na velmi malej plogke. Co je velmi pozitivna vec, ked si ¢lovek uvedomi, ze kitisok
lubovolnej hladkej plochy, ak je dostatoéne maly, mozno povazovat za kisok roviny. S plochymi
vecami sa dobre pocita. Takato ploska disponuje nejakou ohranic¢ujtiicou krivkou, a miera virivosti
pola bude vlastne mierou toho, nakolko sa pridnica pola ovija sihlasne s ohrani¢ujicou krivkou
(znamienko orientacie krivky je vecou konvencie). Miera takéhoto sthlasu toku pola a obiehania
dokola po krivke sa Tahko najde pre vhodne zvolent krivku.

Ukézme si to na situécii, ked je plochou maly obdlznik s vrcholmi I, I1, I11, IV v rovine (x,y),
hrani¢nou krivkou ¢ je $tvorica jeho stran dlzky dz, dy, kladny smer obiehania vezmeme proti smeru
hodinovych rudic¢iek. Povedzme, ze mame dané nejaké vektorové pole V so zlozkami VE(x,y), V¥(z,y),
teda vektor v kazdom bode, teda aj v kazdom bode nasej obiehajicej krivky.

V(<)

V(D) /
/

V(B)

dy

V(A)

dx

Obr. 10: Velkost rotédcie je mierou cirkulacie pola

Ak je né$ stvoruholnik dost maly a pole dost hladké (Ziadne divoké zmeny medzi susednymi
bodmi), potom pole mé v blizkych bodoch blizke hodnoty. Nedopustime sa privelkej chyby, ak
budeme predpokladat, ze pozdlz jednej strany obdlznika méa vSade hodnotu ako v strede tejto
strany Teda vezmeme hodnoty pola Vv reprezentativnych bodoch - stredoch stran A,B,C,D”.
Priemet nasho pola do obiehanej krivky je vecou jednoduchého skaldrneho sicinu a poscitavania
prispevkov zo vietkych 4 stran obdlznika. Ak si eSte uvedomime, ze stredy protilahlych stran
st od seba vzdialené len o infinitezimalne dz, dy, mame k dispozicii Taylorov rozvoj komponent
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VE(x,y),VY(xz,y). V dalSom piSeme skrdtene A namiesto (z4,y4) atd.

fv.dfz VE(A)dz + VY(B)dy — V*(C)dx — V¥(D)dy (13)
=V*(A)dz + VY(B)dy — V¥ (A + dy)dx — VY(B — dx)dy
=V%zx+VYdy — (V¥dzx + 0,Vdy dz) — (V¥dy — 0, VYdz dy)

—0,VOdy dx + 0, V¥dx dy

= (0, VY — 0,V*¥)dx dy

= (V x V).dz dy

Ako vidime, vypocet cirkulovania v rovine x,y nam dal z-ova zlozku rotécie ako bola uvedend v
algoritme (12) prenasobent velkostou obiehanej plogky.

Pre plochy viicsie ako infinitezimélne plati velmi priamocdiare zovieobecnenie v podobe Stokesovej

vety. (Velké ploska sa da podelit na malé, zdielajice svoje vntitorné hranice. Prispevky od tychto
zdielanych hranic sa v8ak vyrusia kvoli orientécii, a ostane len cirkuldcia po vonkajsej krivke.)

§1§ V.dﬁ://ﬁxﬁds (14)
c=08S S

Tu Os znamend hranicu'? plochy S, teda uzavreta krivku c.
Toto je integralne chpanie roticie: Integral z rotacie pola cez nejakt plochu je cirku-

licia tohto pola pozdlZ hranice spominanej plochy, ¢o je uzavretd krivka. Specidlne teda
integral z rotécie cez uzavret plochu musi byt nulovy, kedZe takd plocha nemé hranicu.

3.3.3 Gradient necirkuluje

Ukézme si priklad pola W = (y, —x, 0) s nenulovou rotaciou v kazdom bode a pola U= (22,2y,1),
ktoré ma vs8ade rotaciu nulovi.

Obr. 11: Negradientové pole Obr. 12: Gradientové pole
W = (y,—x,0) U= (2x,2y,1)
Vx W =(0,0,-2) ¥ x U = (0,0,0)

Vsimnime si, Zze pole W nie je gradientom nijakej funkcie - neexistuje takd, ktora by splhala
Vf = W. To by znamenalo 0, f =y N dyf = —x, ¢o nie je mozné sticasne splnit. Naproti tomu

127nakenie pripominajice deriviciu m4 svoju motivaciu v teérii diferencidlnych foriem, kde jeho poutitie vyzera
omnoho prirodzenejsie ako tu.
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pole U je gradientom funkcie 22 + y2 + 2. Nie je to len ndhoda. Rotacia gradientu je identicky
nulova:

VxVf=|d. 9, 0.|=0 (15)

Of Oyf 0O-f

pretoze parcidlne derivécie komutuja

V x Vf = E(0y0.f — 0:0,f) + €,(0:00f — 030 f) + €. (0.0, f — 3,05 f) =0

V niektorych pripadoch je to vcelku nazorné. Predstavme si potok na horach - stekd ako moze
dole, v linii gradientu (prisne vzaté s opa¢nou orientaciou), teda kolmo na vrstevnice. Nebude nds
vodif v kruhu.

Obr. 13: Kolmo na vrstevnice sa neto¢ime dokola. Nielen kvoli smédu sa strateni putnici drzia
potoka.

3.4 Divergencia

Vypoctovo ide o analég skalarneho sii¢inu operétora V s komponentami 9, 0y, 0. a vektorového
pola V' s komponentami (ktoré st vo veobecnosti funkciami vetkych premennych) V* V¥V V=,
Ako sa patri na skaldrny sicin, vysledkom je skaldrne pole.

V.V =8,V®+9,VY+d,V* (16)

Zovseobecnenie do iného poc¢tu rozmerov spociva len v ocividnej tiprave poc¢tu ¢lenov sc¢itanych
v (16). Pozrime vSak, ¢o tento vyraz intuitivne predstavuje, aké je interpretdcia. Divergencia
vektorového pola je ”lokdlny”pojem, vdaka zastipeniu derivacii je citlivd na zlozky vektorového
pola v danom bode a jeho infinitezimalnom okoli. Predstavuje zdrojovost pola v danom bode.

Vektorové pole vytvéra akysi tok. Pokial do nejakej oblasti vymedzenej nejakou hranicou - napri-
klad trojrozmerného objemu ohrani¢eného uzavretou plochou - pritekd dnu prave tolko ¢o odteka
von, potom dand oblast je len tranzitna - ni¢ tam nepribada, ni¢ sa nestraca. Divergencia by
tam mala byt nulova. Prikladom je pole rychlosti nestlacitelnej kvapaliny alebo magnetické pole,
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ktorého silo¢iary predstavuju uzavreté krivky bez zdrojov a prepadlisk. Pokial do nejakej oblasti
viac priteka ako odteka, predstavuje tato oblast prepadlisko a divergencia by tam mala byt zi-
pornd. Prikladom je tok elektrického pola cez uzavreta plochu okolo zadporného elektrického nédboja
- silo¢iary ida v8etky dnu. Pokial je bilancia opacné, z oblasti viac vychadza ako do nej vchadza,
je oblast zdrojova a divergencia je tam kladna. Prikladom je elektrické pole tectce cez uzavreti

plochu okolo kladného néboja - vietky silociary idd von'?.

| RV S N ’
L v ! . .
SRR |
N
Obr. 14: pole budené zapornym nabo- Obr. 15: pole budené kladnym nébojom
jom v podiatku Ob. 15 p

3.4.1 Miera zdrojovosti

Ako stvisi tok cez hranicu nejakej oblasti s divergenciou pocitanou ako (16)? UkdZzme si to na
priklade jednoduchej oblasti v tvare kvadra, ktorej plast bude predstavovat hranicu. Kviader mé
jeden z vrcholov v pociatku stradnej ststavy a hrany rovnobezné s osami.

Oznacme si stredy stran nasledovne:

N je stred strany v rovine xz, M je stred protilahlej strany, vzdialenej o dy.
L je stred strany v rovine xy, K je stred protilahlej strany, vzdialenej o dz.
J je stred strany v rovine yz, I je stred protilahlej strany, vzdialenej o dzx.

VA
d
dx ] y
' e K
'
'
/ :
N : oJ M
—_— ° ¢ (—"
dz el
' .
o —: —

\ """"""""" l L /\"Y

Obr. 16: Tok pola V cez uzavreti plochu ohranic¢ujicu maly objem

Nechajme cez kvader pretekat nejaké vektorové pole s komponentami V*, V¥ V# (vSetky moézu

13Samozrejme orientécia silo¢iar dnu & von pre zdporny & kladny niboj je vec konvencie, akurat musia byt tieto
volby opa&né.
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zévisiet od z,y, z, obréazok je len ilustracny). Pokial je kvader velmi maly, mozeme priblizne pred-
pokladat, Ze pole na ktoromkolvek mieste danej steny sa velmi neodliuje od hodnoty, ktortt ma v
strede tej steny. Tok pola nejakou plochou pocitame ako skaldrny sicin tohto pola a vektora pri-
radeného danému elementu plochy (je to vektor rovnobezny s normélou na plochu, velky ako dana
plocha, a orientovany konvenéne ”smerom von”z uzavretého objemu). Tok cez celti uzavrett
plochu je potom jednoducho plosny integral cez nu. V naSom pripade, s uvazenim, ze steny
kvadra maja velmi jednoduché normély (vZdy v smere osi komplementarnej k rovine s ktorou s
rovnobezné) a velkost (napriklad dx dz) atd., a Ze protilahlé steny st od seba vzdialené bud o dx,
alebo dy, alebo dz, a teda Ze je mozné urobit Taylorov rozvoj komponent pola v bodoch takto
blizko pri sebe, mame:

# V.dS = [-VY(N)+VY(M)]|dedz + [-V*(L) + V*(K)|dx dy + [-V*(J) + VF(I)]dy dz (17)
s

= [-VY(N)+ VY(N +dy)|dedz + [-V*(L) + V(L + dz)|dz dy

+ [-VE(J) + VE(J + da)]dy dz

= 0yVVdydxdz 4 0,V*dzdx dy + 0,V dx dy dz

= (0, V®+0,V¥Y 4+ 0.V*)dxdydz

= V.Vdv
Uvaha v (17) sa d4 zoveobecnit aj pre vicsie a zlozitejsie oblasti, lebo tie sa daji nasekat na
menSie, podobné nd§mu malému kvadriku. Tok cez zdielané vnttorné hranice sa vyrusi (¢o ide z
kvadrika von, ide do susedného dnu) a ostane len tok cez vonkajsi obal. Potom dostédvame stvis

divergencie pola preintegrovanej cez objem a toku cez plochu ohranidujicu tento
objem, v podobe Gaussovej vety:

# V.d§=// V.Vdv (18)
S=0v |4

kde Oy oznacuje hranicu'* objemu V, teda uzavrett plochu S.

Toto je integralne chipanie divergencie: Interal divergencie pola cez nejaky objem je cel-
kovy tok pola hranicou tohto objemu (&o je uzavreta plocha).
3.4.2 Cirkulacia bez zdrojov

Spomenme eSte zaujimavy pripad poli s identicky nulovou divergenciou. Sa to polia, ktoré st samy
rotaciami nejakych poli.

V.V X 0) = 0,(8,V* — 0. VY) 4+ 0,(8.V® — 0, V?) + 8.(0,VY —,V*) =0

Intuitivne pochopenie faktu, ze divergencia rotacie je identicky nulové, je azda lah8ie v integral-
nej verzii.Potrebujeme Gaussovu vetu (18), Stokesovu vetu (14) a fakt,ze uzavretd plocha nema
hranicu:

Objemovy integrél z divergencie pola V.E nam hovori, aky je tok pola R hranicou objemu, teda

uzavretou plochou. Ale ak R =V x U potom ten plosny integral je mierou cirkulécie pola U po
hranici tejto plochy. Uzavretd plocha vSak nemd hranicu (hranica hranice je nula).

// V.V x U)dV = (V x U).dS = 55 U.di =0
S=dv c=05=00y

Vysktsajme si konkrétny priklad: U= (—xz,—yz, z): toto mé divergenciu nenulovi vade okrem
bodov rovin z = £0,5. Jeho rotidcia R = V x U so zlozkami (y, —z,0), ma vSade divergenciu
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nulov.

Velmi jednoduchd vizualizdcia faktu, Ze divergencia rotacie je nulovd, je zaloZend na predstave
jednoduchého viru v rovine, vektora rotacie kolmého na nu a uzavretej plochy obopinajtcej vir.

Vektor rotacie
Vektor rotacie

Uzavreta plocha

Vir v rovine

Vir v rovine Ko

i

R R

Obr. 19: Vir v rovine. Rotécia je vektor kolmy na tato rovinu. Pri jeho vizualizacii nezabudnime
zndzornit os otdcania na obe strany roviny, v ktorej je vir - vynechat jednu je obdobou vyne-
chania polovice slucky. Potom akédkolvek uzavretd plocha obsahujica nas vir je vektorom rotacie
prepichnutd rovnako dnu ako aj von. Inymi slovami, kolko rotacie ide dnu, tolko ide von, teda
divergencia rotéacie je nulova.

3.5 Laplacian

Tento operator sa vyskytuje v matematickej fyzike tak Casto, Ze dostal meno. Moze operovat na
skalarnych aj vektorovych ¢ vyssich tenzorovych poliach (jednoducho po zloZkach, teda laplacidn
skaldrneho/vektorového pola je skaldrne/vektorové pole). Pri pdsobeni na skalarne pole f sa z

14podobnost s deriviciou v symbole hranice je ospravedlnend teériou diferencidlnych foriem.
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hladiska vypoctovych algoritmov jedné o divergenciu gradientu, teda sumu druhych parcidlnych
derivécii (bez miesanych)

Af=VNf=(02+2+0)f
Uz zastUpenie druhych derivacii z neho robi prominentny operator vo fyzike, kde maju druhé

derivacie zastipenie dost bohaté na to, aby ¢loveku trochu zovsedneli a hrozi, Ze sa prestane pytat
¢o im déva taky vyznam. Je eSte stale otézne, ¢i sme to uz naplno pochopili.

3.5.1 Stredna krivost alebo miera nerovnomernosti

Intuitivny vyznam laplacidnu mdZeme vyjadrit nasledovne: A f v nejakom bode je imerné rozdielu
funkénej hodnoty v danom bode od priemeru funkénych hodndt v susednych bodoch. Ide teda o
mieru odchylky od lokdlneho priemeru (stredni krivost). UkdZeme si to v 1 rozmere, kde je
laplacian jednoducho druhd derivécia. ZovSeobecnenie na viac rozmerov je len otazka viacerych
¢lenov a parciadlnych derivécii namiesto obyc¢ajnych.

a2 f f(w+62—f(w) _ f(w)—f(x—E)

preia c (19)

fx+e)+ flz—e) —2f(x)

= lim
e—0 €
2 —
-im 5 (F = - )

b2

Funkcie, ktoré maji v nejakom bode nulovy laplacidn, maja v blizkom okoli takého bodu ”v
priemere vyrovnany”graf, pretoZze funkcia tam musi mat rovnomerne rozlozené hodnoty - o kolko
na jednu stranu menej, o tolko na druh stranu viac (Specidlny pripad: na oboch strandch rovnako).
V 1 rozmere to moze splnit len funkcia, ktorej grafom je priamka alebo jej cast. V 2 a viacerych
rozmeroch je uz situacia pestrejsia.

Obr. 20: Funk¢énd hodnota v bode je Obr. 21: Funkéna hodnota v bode sa

priemerom hodnét v susednych bo- lisi od priemeru hodnét v susednych bo-
2 2

doch, teda % =0 doch, teda % #0

Vo viacerych rozmeroch uz nulovost laplacianu moéze nastat aj u funkcii, ktorych grafy nie st rovné
ako rovina (tieto samozrejme laplacidn nulovy maja), ale s v ”priemere vyrovnané”. Funkcie
splhajice Af = 0 sa volaji harmonické funkcie.
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Obr. 22: Obe funkcie maji funkéné hodnoty rozlozené rovnomerne v zmysle nulového laplacianu.

3.5.2 Vlastné funkcie

Harmonické funkcie st vlastne osobitym pripadom vlastnych funkcii laplacianu, na ktoré lap-
lacidn pdsobi velmi jednoducho - preskaluje ich prislusnou vlastnou hodnotou A, teda

Af = \f (20)

Vlastné funkcie laplacidnu maji ”strednii krivost”, mieru toho, ako sa rozloZenie fun-
kénych hodnét 1isi od ” priemerne rovnomerného”, timernii svojej vlastnej hodnote.
Harmonické funkcie, zodpovedajiice nulovej vlastnej hodnote, teda st maji funkéné
hodnoty ”v priemere rovnomerne rozloZené ”vsade.

Napriklad funkcie sinus alebo kosinus, vlastné funkcie druhej derivécie (laplacidnu v 1D), st v
takomto zmysle najviac zakrivené vo svojich minimach a maximaéch.

Asin(vz) = —A'sin(vAz)

AN
VY

Obr. 23: Odchylka funkénych hodnot od priemeru susedov je pre funkciu sin (v/Az) priamo timernd,
funkc¢nej hodnote v danom bode, s konstantou imernosti —\2.

Kedze laplacidn sa vyskytuje v mnohych linedrnych rovniciach popisujtcich dolezité javy (vedenie
tepla, tepelnd rovnovaha, $irenie vin...), maja jeho vlastné funkcie osobitny vyznam. Osobitne
preto, ze Casto tvoria pre dany problém tzv. Uplny systém, co zhruba znamend, ze vSetky rele-
vantné funkcie (osobitne hladané rieSenia rovnice) sa daji napisat ako ich linedrne kombindcie.
Znama Fourierova trasformadcia je prikladom systematického vyuzivania vlastnych funkcii lap-
lacidnu v kartézskych stradniciach, na pravouhlych doménach. Niektoré Specidlne funkcie (napr.
Besselove) stvisia s problémom vlastnych hodnot laplacidnu v cylindrickych ¢ sférickych strad-
niciach (nemusia byt priamo jeho vlastnymi funkciami). KedZe vyjadrenie laplacidnu v inych ako
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kartézskych suradniciach vyzerd relativne zlozito, je namieste otdzka, pre¢o vobec nejaka rovnicu
pisat v inych stradniciach a rozkladat veci do zlozitejsich funkcii namiesto fourierovskych sinusov
a kosinusov. Odpoved je jednoduché - laplacian nie je jediné vec ¢o, sa v rovniciach vyskytuje, plus
eSte je tu tvar domény a okrajové podmienky, ktoré maji na tvar rieSenia porovnatelny dopad ako
rovnica samotnd. Ak iné prvky v rovnici alebo okrajové podmienky vykazuju int ako transla¢ni
symetriu (tato vold po kartézskych stradniciach), byva ¢asto vyhodné volit stradnice, ktoré ju
respektuji. Osobitne je to vyhodné pre sféricky alebo cylindricky symetrické situacie, kedze tie
vykazuje aj laplacian, a teda prislusna zadmena stiradnic jeho kvality reSpektuje tiez.

3.5.3 Symetrie laplacianu

Pod symetriou rozumieme nasledovné: Je to invariantnost voci nejakej transformdcii. Tu budeme
spominat dvojrozmerny priestor, samozrejme vec sa dé zovSeobecnit. Teda urobime transforméciu
premennych

z,y — I(z,y),4(x,y)

a mame nové vinovkové premenné vyjadrené pomocou starych bezvinovkovych. Podla situdcie
si niekedy potrebujeme eSte explicitne vyjadrit aj inverzni transformdciu, teda staré premenné
pomocou novych, x(Z,9),y(Z, 7). Potom prepiSeme nds skiimany objekt (operdtor, rovnicu atd)
do novych stradnic. Ak sa tym nezmeni jeho tvar (okrem pridania vlnoviek na symboly), je ten
objekt vo¢i danej transformaécii invariantny.

Ukézme si to na transldcii zodpovedajicej posunutiu o konstantné (a,b): to je operacia, ktorad
nam prevedie x,y — Z(x,y), §(z,y) nasledovne:

F(r,y)=x+a
gz, y) =y +b

Keby sme na nieco potrebovali (v tomto pripade nebude treba) inverzni transforméciu (vyjadrenie
starych stradnic pomocou novych), je

Nabla operator je voci translacidm invariantny, lebo

0 _080 050 _0ata)d dy+h)d _ 0

or  0w0F 0wy 0z 0i o or o5 0@
0 _020 050 Od@tad Oy+thHo 9
oy Oyoi Oyoy dy 0T oy 0y 0F

Teda nabla operator si v novych, posunutych stradniciach zachoval tvar ako predtym

9 9
0%’ 0y

Laplacian potom samozrejme tiez zachova formu, je tiez translacne invariantny, alebo symetricky
voci traslacidm:

0? 02

— + ==

012 = 0y
Podobne mozno ukizat, aj ked s trochu vii¢Sou spotrebou Casu a papiera, ze laplacidn si zachovéa
formu pri pootoceni stradnic. V troch rozmeroch je invariantny voéi translacidm podlz vietkych
osi a rotacidm vo vSetkych siradnych rovindch (a voci ich kombinédcidam).
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Symetrie laplacidanu vyjadruji velmi hlboké fakty o geometrii daného priestoru. To,
ze v euklidovskom priestore je symetricky vzhladom na translacie a roticie, suvisi s tym, ze uhly
a dlzky, ako st definované v euklidovskej geometrii, st invariantné vo¢i takymto transformaciam.
Intuitivne to mozno ocakavat na zaklade interpretacie laplacidnu funkcie ako miery odchylky fun-
kénej hodnoty v danom bode od priemeru hodnét u susedov. Myslia sa samozrejme vSetci rovnako
vzdialeni susedia. A pojem "rovnako vzdialeni” vyZaduje mat jasno v tom, ako sa v danom priestore
pocitaja vzdialenosti - teda o geometrii toho priestoru.
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4 Harmonicka analyza

S Fourierovou analyzou sa stretaji Studenti mnohych technickych aj prirodovednych oborov. Ve-
diet napisat periodickii funkciu ako nejaka linedrnu kombinaciu sinusov a kosinusov s vhodne
zvolenymi periédami, ¢i uz je to kombindcia v podobe diskrétnej sumy alebo integralu, je po-
7iadavka tradi¢nd takmer ako znalost Taylorovho rozvoja. Odhliadnuc od tradicie, preco je také
uzito¢né vediet rozkladat funkcie, a konkrétne rozkladat ich na sinusy a kosinusy? Motivaciu mo-
7no hladat na viacerych urovniach.

Rozkladat veci na zloZky je niekedy rovnako doleZité ako ich zlozit. Stru¢nejsie neznamend vizdy
jednoduchsie. Pri mnohych vypoctoch je snaha skomprimovat vyrazy na ¢o najmensi pocet ¢lenov,
”zabalit”k sebe patriace idaje do matic ¢ tenzorov, zaobchddzat s celkami namiesto Casti. Tato
metéda ma svoje miesto, ale zostru¢novanie nie je zédkladnym vypoctovym principom, v zmysle
7e by vidy pomohlo. Niekedy sa oplati veci rozkladaf namiesto skladania. Casto je motivaciou
analyza daného objektu. Je to ¢osi ako spitna rekonstrukcia receptu z hotového jedna - majic
celok, hladdme ”komponenty”. (Laboratdrida na lekdrskych pohotovostiach v hubarskej sezéne by
vedeli rozpréavat). Vo fyzike je prikladom analyza vektorovych veli¢in - nie vZdy nds zaujima cely
vektor sily, niekedy sa klacové jeho zlozky v konkrétnych vyznacénych smeroch atd. Samozrejme
vec sa obvykle dé rozloZif roznymi spdsobmi, a vyber z nich ma vplyv na ndro¢nost (povedzme
rovno preveditelnost) vypoctu.

Preco zrovna rozklad do sinusov a kosinusov? Mnoho procesov v prirode a technike je pe-
riodickych. (A nakoniec ak pripustime zov8eobecnenie na nekone¢ne dlhi periédu, st efektivne
periodické vSetky - ¢o je prave myslienka zovSeobecnenia rozvoja do Fourierovho radu na Fourie-
rovu transforméciu.) Sinus a kosinus st azda najznamejsie periodické funkcie a je zndmych mnoho
trikov ako s nimi efektivne narabat. Jednoducho sa derivuj a integruj, st to slusné, ohranicené,
analytické funkcie definované na celej ¢iselnej osi. Ale ete klucovejsie je, zZe sa jednd o vlastné
funkcie Laplacianu v kartézskych saradniciach. Laplacian sa vyskytuje v mnohych rovni-
ciach popisujtcich vyznamné procesy v prirode (a ¢asto ma problém translaént symetriu ktord
voléa po pouziti kartézskych stradnic). Vlastné funkcie sa pri pdsobeni Laplacidnom len preskaluji
svojou vlastnou hodnotou, teda z derivovania sa efektivne stava nésobenie. Vymenit diferen-
cialne rovnice za algebraické je vo vSeobecnosti velmi vyhodny tah.

Osobitou vyhodou je dostupnost tychto kvalit aj pre ostatné funkcie v nasledujiicom zmysle:
Obvykle mame docinenia s doménami, na ktorych je Laplacidn hermitovsky a jeho vlastné funkcie
tam tvoria aplny systém. Teda daji sa nimi vyjadrit vSetky relevantné funkcie ako nejaka ich
suma. Vyhodu ”derivécia zlavnend na nasobenie”tak moZno rozsirit aj na ne (aj ked niekedy za
cenu rozsiahleho sumovania nekone¢nych radov), aspon v pripade, ked sa jednd o linearne dife-
rencidlne rovnice (kde diferencidlne operdtory funguji na suméach ”distributivne”).

Algoritmus Fourierovho rozvoja/transformécie si pre uplnost uvedieme aj tu, hoci je znidmy a
mozno ho najst v takmer kazdej ucebnici zdkladnej analyzy. (Pocet rozliénych normovacich a
oznacovacich konvencii sa blizi k po¢tu spominanych ucebnic, a nie je vylicené jeho presiahnu-
tie. Zélezitost Fourieriovych radov je posiata rozli¢nostou konvencii a mohla by byt Standardnou
odvykacou kirou pre Tudi prili§ sa spoliehajicich na automatické preberanie formuliek a vizudlnu
pamit.) Casto sa viak stava, osobitne na technickych gkolach, Ze algoritmus je naozaj len mecha-
nickym nédvodom, napriek ndzornosti myslienky ¢o je za nim. Prave na tGto nazornost by sme sa tu
mali stustredit. Mozno si pritom tiez rozsirit chapanie notoricky zndmych operacii vo vektorovom
priestore, ujasnit si rolu laplacidnu v zndmych linedrnych parcidlnych diferencidlnych rovniciach,
ocenit sluzby komplexnej roviny aj pre redlne problémy, a nazriet do matematickej stranky tolko
spominaného ”principu neurcitosti”z kvantovej mechaniky.
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4.1 Vektor nemusi byt Sipka

Rozkladanie funkcie do Fourierovskych zloziek je analogické rozkladu vektora do bazovych
komponent. Prisne vzaté nie len analogické, je to Specidlny pripad takej procedury. Vektory su
je len jedna z mnohych realizacii pojmu vektora. Na otdzku, ¢o je vektor, je vhodné odpovedat
"prvok vektorového priestoru”. Nejde o vtip. Vektor je vztahové oznacenie - nevyhnutne v
sebe nesie vzfah k ostatnym prvkom svojho druhu a bez nich ”vektorovost”nemé zmysel.
Je to ¢osi podobné ako povedat o niekom Zze je ”brat nevyhnutne vyvstava jeho vztah k nejakej
rodine, bez ktorej taka identifikicia nemé zmyslu. Teda vektor je prvok vektorového priestoru,
¢o je akasi rodina vektorov. Na to, aby sa nejakd skupina objektov kvalifikovala na vektorovy
priestor (nad nejakym polom, odkial sa bera koeficienty linedrnej transformécie - napr. redlne
¢i komplexné ¢isla), musi splhat isté predpoklady. Ich plnti korektnii formuldciu mozno najst v
korektnych matematickych priruckich, tu si uvedme tie, ktoré budi teraz pre néds klucové:

ak nejaky prvok patri do vektorového priestoru, tak tam patri aj kazdy jeho skalarny nasobok
e ak dva vektory patria do tohto priestoru, potom aj ich linedrna kombinacia tam patri

e patri tam nulovy vektor, s vlastnostou Ze jeho pripocitanie k lubovolnému ¢lenovi tohto ¢lena
nezmeni

e ku kazdému clenovi prisliicha aj opacny, v zmysle ze ich stcet je nulovy vektor
e scitavanie je komutativne a asociativne
e nasobenie skaldrom je distributivne, komutativne, asociativne

Samozrejme ”§ipkové vektory”sa kvalifikujia podla tychto pravidiel, ale zdaleka nie len ony. Aj
polynémy konecného stuphna, so s¢itanim a nasobenim chapanymi najintuitivnej$im sposobom
((f + 9)(x) = f(x) + g(x), (cf)(x) = cf(x)) tvoria vektorovy priestor. Podobne matice ¢i sa-
motné redlne ¢isla, alebo ohranicené funkcie, po ¢astiach hladké a s koneénym poctom nespojitosti
na kazdom kone¢nom intervale. Trieda funkcii rozvinutelnych do Fourierovho radu alebo trans-
formovatelnych Fourierovou transforméciou tiez tvori vektorovy priestor. (Citatel je povzbudeny
skontrolovat kazda poziadavku pre aspon niektoré tieto rodiny, pripadne si nastudovat literatiru
pojednavajicu o rozsireni nielen pojmu vektorového priestoru, ale aj mnohych operécii, ktoré sa
¢asto povazuju sa synonymné svojej zakladoSkolskej reprezentacii.)

Nage priklady vektorovych priestorov uvedené vyssie maji vSetky linearnu Struktaru, ale sa
velmi lisia nielen povahou svojich objektov, ale aj ich poc¢tom ¢ spocitatelnostou. Toto suvisi s
bazou daného priestoru. Kazdd maticu n x n vieme napisaf ako koneént kombinéciu n? ”b4-
zovych matic” (trebars typu ”vSade nuly, okrem i,j-teho miesta”). Baza modze mat mnoho ¢lenov,
ale je konecnd. Polynémy konec¢ného stupna vSak maji bazu pozostavajicu z nekonec¢ného poctu
prvkov (polyném n+1 stupna totiz nijako nezapiSeme ako linedrnu kombinéciu nizsich polynémov
- a pocet stuptiov mensich ako nekonecno je nekonecny). Taka baza je vSak aspon spoéitatelnd (v
zmysle v akom st spoéitatelné prirodzené ¢isla). Mnohé rodiny funkcii maji nespocitatelni bazu.

Nekonecnost bazy by nas vSak nemala odradit. Je pravda, Ze v koneCnorozmernych vektorovych
priestoroch (napriklad pripad ”zndmych” geometrickych vektorov ako ich poznaja deti v kole) je-
den z dovodov, preco sa baza zavadza, je prave ekonomickost - je vyhodné mat niekolko vektorov,
pomocou ktorych vieme vyjadrit nekoneéne vela inych. V pripade nekoneénorozmernych vek-
torovych priestorov mame bdzu s nekoneénym poc¢tom prvkov, pomocou ktorej vieme vyjadrit
nekonecne vela inych - ale ”nie je nekone¢no ako nekonecno”. NavySe, bizové vektory volime ¢o
najvyhodnejsie - pocet prvkov nebol jediny dévod, pre¢o vobec zavadzat bazy.

Ukéazme si, ako velmi sa metédy z linedrnej algebry daji preniest aj do vektorovych priesto-
rov periodickych funkcii. Tato partia sa tyka rozvoja do Fourierovych radov. Pripad Fourierovej
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transformadcie, ¢o je zovSeobecnenie metédy na neperiodické funkcie (resp. funkcie s nekonecnou
periédou), sa potom pomerne hladko pripoji.

4.2 Skalarny sacin nie je len pravidlo pre nasobenie komponent

Pripomefime najprv, ako to bolo v linedrnej algebre: Zvolila sa baza, niekolko vyzna¢nych vekto-
rov. Pocet zodpovedal rozmeru priestoru, teda v 2D dva vektory, v 3D tri - nie viac, nie mene;j.
Pri privela vektoroch by bol rozklad nejednoznaény, pri priméalo by nebol vzdy mozny. Okrem
spravneho poctu prvkov bazy bolo potrebné, aby boli nezavislé. Teda Ziaden z nich nesmel
byt linedrnou kombindciou ostatnych. Osobitne 7iaden z nich nesmel byt nulovy vektor. Potom
nasledovali ete dalsie poziadavky na bazu, tieto ale boli viac vecou pohodlia ako nutnosti. Bazové
prvky boli obvykle volené kolmé a s jednotkovou velkostou. Tu sa v8ak treba trochu zastavit. Ak
v nejakom vektorovom priestore mdme moZnost hovorit o velkosti vektorov a ich vzajomnych
uhloch, potrebujeme nejak Struktdru navyse, samotnd, minimalna linedrna vybava vekto-
rového priestoru na zadefinovanie pojmov dlzky a uhla nestadi. Potrebujeme skaldrny saéin,
operaciu kompatibilni s linedrnou Struktirou, pomocou ktorej spomenuté pojmy mozno zaviest.
Ak dlzky a uhly patria k zdkladnym geometrickym pojmom, potom v definicii skaldrneho si-
¢inu na danom priestore je vlastne vyjadrena geometria tohto priestoru. Je to hlbSia téma nez
je vhodné otvarat v poznadmke "pomimo”, ale treba to spomentt. Pripomenieme si tu vlastnosti
skalarneho st¢inu, a potom si spomenieme jeho realizdciu v euklidovskej geometrii - s vedomim,
7e euklidovskost geometrie je zakédovand prave sposobom, akym tam skaldrny sacin funguje.

e ako argumenty (vstupné data) berie dva vektory a ako hodnotu d4 ¢islo 0.4
e je symetricky v.4 = u.U
e v oboch vstupoch je linearny, teda (a0 = @)W = av.l + fu.0
e je nedegenerovany v zmysle .0 =0 — 7 =0
Disponujtc takymto nastrojom, dlzka vektora bola definovana ako
v =07 (21)
a uhol dvoch vektorov ako
cos ¢ = " (22)
Naproti tomu mnemotechnickd pomdcka ”séitania stcinu po zlozkich”, teda algoritmus vypoctu

UUT =viuy + ... + vuy

je az dosledkom vyberu bazy a spravania sa bazovych vektorov ohladne skaldrneho stcéinu. Nech
bazové vektory €; (teda é),¢és,¢€3, kde spodny index!® neoznacuje komponentu, ale cely bazovy
vektor v i-tom smere) st jednotkové, v smere stradnych osi, a nech pre ich vzadjomné skaldrne
stu¢iny mame (v euklidovskej geometrii):

é}.é}‘ = (Sij (23)

Potom plati, ze komponenty vektorov voci takejto baze sa pri skaldrnom stcine kombinuji po-
dla zndmeho pravidla. K jeho jednoduchosti prispieva, ze mnozstvo ¢lenov pri roznasobovani je
nulovych.

U4 =v'e€.u’e; = v d;; = v'u' (24)

15V nasledujiicom budeme &oraz Zastejie vyuzivat indexovii notéciu, zide sa uZ pri troch rozmeroch (a & potom
pri nekoneénych!).
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Skaldrny sucin sa dé pouzit aj na extrahovanie zloZzky vektora v smere niektorého prvku
bézy. I-tu komponentu (i-ty koeficient z linedrnej kombindacie bazovych vektorov, ktorou je vektor
vyjadreny) dostaneme ako sacin nasho vektora ¥ s i-tym bazovym vektorom é;
vi:ﬁ.azvj€j.€i=vj5ij=vi (25)
Tu to vyzerd natolko samozrejme Ze je aZ podivné sa s tym zapodievat, ale prave jednoduché veci
treba mat rozpisané do jednoduchych detailov, ak mame v plane hladat analdgie ¢i zovSeobecnovat.

4.3 Rozklad do Fourierovho radu

Presunme sa k dalSiemu vektorovému priestoru, stile sa obzerajuc na analdgiu z linearnej al-
gebry. Vezmime priestor periodickych funkcii redlnej premennej ¢, s periédou T (samozrejme
to nemusi byt najmensia periéda, funkcia s periédou 7/100 m4 aj periédu T'), ktoré splhaji tzv.
Dirichletove podmienky: integral z absolitnej hodnoty za periédu je konec¢ny, v ramci jednej peri-
6dy je konetne vela maxim, minim a nespojitosti (a kazda nespojitost je konecénd). Toto je Sirokd
trieda funkcii, zahfhajica modely vSakovakych dejov a signalov s ktorymi sa stretavame v technike
a fyzike. Je tazko si vobec predsatvit, ako by sa dal vyrobif signal, ktorého matematicky model
by nesplial Dirichletove podmienky. Mimochodom, aj funkcie obmedzené na konecky interval sa
daju 7roz8irit”, v zmysle Ze na zvySok osi umiestnime periodicky ich koépie. Tieto funkcie tvo-
ria vektorovy priestor. Naozaj, linedrna kombinacia dvoch takych funkcii je stale periodicka a
dirichletovska, identicka nula hra rolu nulového vektora, a zaporne vzaté funkcia rolu opac¢ného
vektora. Operacie sti¢tu a nasobenia skaldrom sa samozrejme myslia ”pobodovo”, teda pod linear-
nou kombin&ciou funkcii f, g s kon§tantnymi koeficientami «, 8 rozumieme funkciu o f + B¢ ktorej
predpis (posobenia na premenna t) je chdpany ako

(af +Bg)(t) = af(t) + Bg(t)

Tento priestor funkcii m6zeme dokonca vybavit skalarnym stéinom. Potrebujeme predpis, ktory
dvom nagim vektorom-funkciam priradi ¢islo, pri¢om bude spliat poziadavky symetrie, bilinearity
a nedegenerovanosti. Integréal cez jednu periédu tieto poziadavky splha:

T/2
fo= [ arsogte (26)
—T/2
T/2 T/2
symetria [ 1090 = [ RON0
T/2
nedegenerovanost / dt f2t)=0— f(t)=0
—T/2
T/2 T/2 T/2
linearita / dt f(t)(ag(t) + Bh(t)) = a/ dt f(t)g(t)dt + B/ dt f(t)h(t)dt
—T/2 —-T/2 —-T/2

Kedze sa Fourierove rady, ku ktorym tu smerujeme, ¢asto pouzivaji na analyzu signalov maja-
cich priebeh v case, a pod periddou sa mysli naozaj nejaky ¢asovy tsek, je mnozstvo terminolégie
a oznaceni prisposobené prave ¢asovej tematike. Nemal by v§ak byt problém ”prelozit”si potrebné
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veci na iné situdcie, ked sa trebars jedna o periodickost v priestore a pod. Hranice integrélov
ovedené vysSie su tiez do iste miery vecoui konvencie - je potrebné integrovat cez celt periédu,
ale pokial funkcia nem4 nejako ohrani¢eny defini¢ny obor, mozeme integrovat od 0 po T, alebo od
—T/2 po T/2, alebo od T'/3 po 4T'/3 atd.

Teraz k baze. N&s priestor funkcii je nekonecnorozmerny, pocet prvkov bazy bude tiez nekone-
¢no. Mala by to byt nekone¢ne pocetna rodina funkcii jednak nezavislych, Gplnd v zmysle Ze
vSetko ostatnd sa da vyjadrit pomocou nich, a podla moznosti v nejakom zmysle jednoduchych,
vzéjomne kolmych (teda s nulovym skaldrnym sacinom), a s jednotkovou velkostou, Vsetko toto
splhaji vlastné funkcie operatora druhej derivacie, sinusy a kosinusy s periédou rovnou T/n
pre nejaké celé n.

a2 2 .
S2sin (wpt) = —w:sin (wpt)
d? 9
772008 (wnt) = —w cos (wnt)
Pre skratenie oznacenia budeme pouzivat pojem frekvencie!®
2mn
wn = 5

Mozeme ich v pripade potrebny preskalovat vhodnym faktorom zabezpecujicim jednotkova velkost
(pod velkostou tu samozrejme rozumieme odmocninu zo skaldrneho saéinu vektora samého zo
sebou).

T/2 T
/ dtsin (wpt) sin (wmt) = = Omn m,n # 0 (27)
—7/2 2

T/2 T
/ dt cos (wpt) cos (Wmt) = = Omn m,n #0
—T/2 2

T/2
/ dtcosOcosO0 =T
—T/2

T/2
/ dt cos (wpt) sin (w,,t) = 0
-T/2

Ako vidno, velkost naSich bazovych funkcii je \/% pre pripady w, # 0 a \/; pre pripad w, = 0.
Teda ortonormélnu bazu, nekoneénorozmerny analég vektorov €; z linedrnej algebry, tvori systém
normalizovanych ”"harmonik”

\/z , \/ECOS (wnt), \/zsin (@)

16Ty tiex moZe nastat trocha zmiitku. Pod slovom frkvencia sa &asto mysli prevritens hodnoty periédy, teda
nafa w je 2w krat vicgia. To sa niekedy rie§i pomenovanim w uhlovou frekvenciou, a niekedy uhlovou rychlostou.
To nésledne vyvolava otdzky pre¢o sa vobec nejaky uhol spomina, ked sa modeluje systém kde sa ni¢ neto¢i (hoci
v abstraktnom zmysle to zmysel mé aj tam...). Vyrie§ime to tu nazvanim w frekvenciou a vyzvanim &itatela, aby
vzdy ¢ital kontext.
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Velmi ¢asto sa v8ak nardba s nenormalizovanou béazou, teda len s 1, cos (wpt), sin (w,t), aby sa
do rozvojov netahali uz od zaiatku normaliza¢né faktory (vSimnime si, Ze funkcia f = 1 nie
je ”jednotkova”!). Samozrejme, ony sa potom objavia inde. Znova vec konvencie a doévod byt v
strehu. Podme teraz nijst analég rozvoja vektora do bazovych zloZiek 7 = v'¢;. S pohladom
na nasu bazu to bude

fit) = ao + Z ap, €08 (wpt) + by, cos (wnt) (28)

n=1

f(t) je analégom ¥, harmoniky st analégom €, a koeficienty ag, a,,, b, si analégmi komponent v*
Faktor 1/2 pri nultom ¢lene je zas vec konvencie, je tu zaradeny v preferencii oproti jeho objaveniu
sa inde.

N4jdime teraz analég vztahu (25), teda spdsob, ako najst komponenty f(t) voi naSej béaze.
V linearnej algebre sa postupovalo vynasobenim vektora tym prvkom bazy, ktorého za-
stiipenie v rozvoji sme hladali. To predsa vieme urobit aj tu, len nezabudime, Z%e skaldrne
nasobenie tu zahtfia aj preintegrovanie cez periédu. Najdime postupne koeficienty ag, a, by, tie
hovoria o zasttipeni cos 0, cos (w,t), sin (w,t) v rozvoji f(t). Teda vynasobme rozvoj (28) postupne
cos 0, cos (wmt), sin (wpt) (treba davat pozor na pouzitie iného indexu ako ”hluchého” sumacéného)
a preintegrujme cez periddu T, bertc pritom do Gvahy vztahy medzi samotnymi bazovymi fun-
kciami (27).

T/2 T/2 a S a0
/ dt f(t)cos0 = / dt cos 0 > + nz::l 08 (wnt) + bysin (wpt) | = ?T

-T/2 -T/2

T/2 T/2 ag o0 T
/ dt f(t)cos (wmnt) = / dt cos (wmt) 5 + Z a5, o8 (Wpt) + bysin (wyt) | = anémn§
n=1

—T/2 —-T/2

—-T/2 —T/2 ot

T/2 T/2 ao ') T
/ dt f(t)sin (w,t) = / dt sin (wp,t) 3 + Z 7,08 (wWnt) + bysin (wpt) | = b,ﬁmn?

Teda predpis pre koeficienty v rozvoji (28) je

il /T/2 dt f(t)cos (wmt) (29)

T/2

T/2
—/ dt f(t)sin (wm,t)

T/2

Plati pre n = 0,1, 2.... Jednotnost predpisu aj pre nulty koeficient je dévodom, preco bol v (28)
definovany s faktorom 1/2.

4.4 Diferencialne za algebraické

Diferencialne rovnice, a parcidlne osobitne, nemaji vo vSeobecnosti nejaky algoritmus na rieSenie,
ako tomu bolo trebars pri kvadratickych ¢i kubickych rovniciach. Niektoré metédy funguji na nie-
ktoré rovnice. Mat niekolko trikov v zdsobe moze velmi pomoct. Previest diferencidlnu rovnicu
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na algebraicki, alebo aspon nahraditf niektoré derivéacie algebraickymi operaciami, znamend
velmi ¢asto prist blizSie k rieSeniu. Tu sa siistredime na linedrne rovnice, nastastie vela dole-
zitych patri do takej kategorie. Fourierovska baza funkcii tu mé 8Siroké pouzitie. Mnohé ddlezité
rovnice zahffiaju laplacian (sumu druhych derivacii podla priestorovych premennych, v jednom
rozmere jednoducho druhi deriviciu). Druhd derivicia funguje na svojich vlastnych funkciach
(harmonikéich) ako jednoduché preskialovanie vlastnou hodnotou. KedZe ¢asto pracujeme
na doménach, kde tvoria vlastné funkcie laplacidanu Gplny systém, je vcelku dobra nadej, ze
rozkladom neznamej funkcie do fourierovskej bazy prevedieme aspon &ast ”diferen-
cidlnosti”’na ” algebraickost”.

Ukazeme si to na priklade rovnice vedenia tepla a vlnovej rovnice, v 1 priestorovom a 1 ¢aso-
vom rozmere. Povedzme, Ze skiimame $irenie tepla pozdlz tyce (popisuje rovnica vedenia tepla),
alebo ustaleny tepelny stav na ty¢i (limitny pripad vedenia tepla, popisuje Laplaceova rovnica),
alebo kmity takej ty¢e (popisuje vlnova rovnica). V8etky tri zahfhaja laplacidn (v 1 rozmere druhd
derivacia podla ”priestorovej premennej”), takze vlastné funkcie laplacidnu na tejto oblasti buda
hrat vyznamna rolu. Vo v8etkych troch pripadoch si predstavme, Ze skimame oblast na tsecke
0 < x < Lvcase 0 < xt. Povedzme, ze mame zadané vsetky okrajové podmienky aj pociatocné
podmienky. Postup je v principe rovnaky vsade:

Treba ndjst viastné funcie laplacidnu na danej oblasti, spliiajice okrajové podmienky. Zostavit
z nich ” Ansatz”, teda navrhnut hladané riesenie rovnice ako ich kombindciu. NaSe hladané rie-
senie rovnice je sice funkcia definovand len na malej casti osi x, moZeme z nej urobit periodicki
funkciu jednoducho tak, Ze jej hodnotu na zvysku osi definujeme periodicky. Pokial mame uplny
systém vlastngjch funkcii, hladand funkcia sa bude dat v kaZdom okamihu vyjadrit ako nejakd ich
kombindcia - a tento rozvoj ju bude verne reprezentovat na useku osi x, na ktorom je definovand,
¢o ndm staci. Je namieste ocakdvat, Ze v roznych okamihoch pdjde o roznu kombindaciu. Tato
zavislost na case vsak znamend akurdt to, Ze rozvojové koeficienty a,, b, aj ked konstantné v
priestore, budi zdvislé od Casu, teda mdme a,(t), b, (t). Aby sme zistili, ako konkrétne od ¢asu zd-
visia, dosadime nds 7 Ansatz”do rovnice - priestorové derivicie sa uz prejavia len ako algebraické
ndsobenie, a casové derivicie nam poskytni diferencidlnu rovnicu pre a,(t), by(t). Teda sme sa
nezbavili vetkého derivovania, ale aj viymena parcidlnej diferencidlnej rovnice za obycajni nie je
malo. Rovnice pre an(t), by (t) ndm ich vo vSeobecnosti neurdia jednoznacdne, ostani nejaké volné
parametre (uZ naozaj konstanty, v case aj priestore). Tie potom este dopocitame z pociatocnych
podmienok.

Ak tieto kroky zneli prilis abstraktne, konkrétne priklady by mali pomoct ten dojem vyliecit.

Vedenie tepla a Fourierova transformacia

Sktimajme model $irenia tepla'” pozdlZ nejakej jednorozmernej oblasti. Mozeme si predstavit
dlhii tyé. Nezndma funkcia u(z,t) bude predstavuje teplotu, meniacu sa pozdiz tyce a v case.
Okrajové podmienky buda v tomto priklade volené tak, aby modelovali situéciu, ked st konce
tyCe udrziavané na stabilnej teplote, rovnakej na oboch koncoch. Samozrejme je to len $pecialny
pripad. Podiatotnd podmienka (jedna, kedZze rovnica je prvého radu v ¢ase) ndm zadé rozlozenie
teploty na zaciatku. Koeficient D je parametrom systému, stvisi s vodivostou, je mierou ”priechod-
nosti”’pre teplo. Rovnica samotnd ndm déva do stvisu laplacidn funkcie Au (v jednom rozmere
je to len druhd derivécia podla priestorovej premennej, ktortt budeme skratene znacit u,..), teda
mieru nerovnomernosti priestorového rozlozenia teploty, s ¢asovou zmenou Oyu (ktortt budeme
skratene znadit uy).

Cim viac sa v nejakom bode 1i§i funkénd hodnota (teplota) od priemeru susednych
(mierou tejto odchylky od priemeru v okoli je laplacidn), tym prudsia ¢asovd zmena

7Tento model popisuje aj diftziu latky v rozptstadle. Prenos tepla mo¥no chapat ako ”diftiziu energie”.

41



sa v danom bode da oéakavat. S klesajicou hodnotou Au, teda s klesajiicou odchylkou
od priemernosti, klesa aj ¢asova zmena. Ked je Au = 0, je aj dyu = 0, inymi slovami, ¢asovy
vyvoj sa skoncil a nastal rovnovazny stav - vietko spriemerované nakolko okrajové podmienky
umoznuja. Toto vSetko sa v matematike zapiSe strucne ako

Dz, = uy (30)
0 <z < L okrajové podmienky u(0,t) = u(L,t) =0
0 <t pociatotné podmienky u(z,0) = f(z)

Této rovnice je velmi zndma a je viac spdsobov ako s nou zaobchadzat. Tu ju pouZijeme na
ilustraciu pouzitia fourierovskych rozkladov. Na vysledku je pekne vidiet ”priemerovacia tenden-
cia” casového vyvoja daného laplacidnom.

Najprv najdime vlastné funkcie operatora druhej derivéacie, splhajice dané okrajové podmienky,
teda hladdme rodinu funkcii

fe() 2 Opa fr = _)‘iflw fu(0) = fx(L) =0

kde vlastni hodnotu sme zvolili v tvare, ktory nam neskoér bude pohodlnej§i na manipulaciu
(asi netreba predstierat, Ze netusime, %e sa bude jednaf o sinusy a kosinusy, a redlna exponenta
neprichddza do Gvahy pre nemoznost splnit okrajové podmienky)

fr(z) = acos(Azx) + Bsin(Az)

Okrajovad podmienka f(0) = 0 ndm z hry vyradi kosinus, a okrajovd podmienka fi(L) = 0 ndm
obmedzi (pokvantuje, a to sme ani klasickt fyziku neopustili) mozné vlastné hodnoty:

k
sin(AL) =0 — A= % k celé &slo

o i (22)

Nasu hladant funkciu u(z, t) a jej derivacie vyjadrime ako kombindciu vlastnych funkcii laplacianu,
s koeficientami zavislymi od Casu:

Teda mame bazu

u= gck(t)sin <”ka)

S i_o:ck.(t) <”Lk>2 sin (”;%)
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Po dosadeni do povodnej diferencialnej rovnice mame

oS () (1) 3 et ()

k=1

Teda nasSe rieSenie mé formu
> 7k )2 k
u(z,t) = Z By, e~ D) tgin (ZHC) (31)
k=1

Koeficienty Ay st zatial neuréené konstanty, voci priestoru aj ¢asu, a zistime ich z pociatocnej
podmienky:

f(z) = u(z,0) = in sin ("?)

k=1

Teda koeficienty B, st prave koeficienty fourierovského rozkladu!® funkcie f(x), zadanej ako popis
priestorového rozlozenia teoploty na zaciatku! A tieto uz vieme ako sa hladaju:

By = Z/OL d f(i)sin (’“;”) (32)

Napriklad ak f(z) = ¢ (na pociatku rovnaka teplota ¢ na celej tyéi) a potom by sme ty¢ pripojili
k rezervodru s nulovou teplotou na oboch koncoch, koeficienty by boli 4¢/k7 pre nepérne k, 0 pre
parne k.)

Koneéne mame teda rieSenie rovnice vedenia tepla (30) pre nase po¢iato¢né a okrajové podmienky:

(@, ) = g (i /OL di f(7)sin (’“f)) —D( )t gy (’“ZI) (33)

Vsimnime si podrobnejsie tento rad, a osobitne ¢asovy vyvoj jednotlivych harmonik. Kazda
je nasobend faktorom exponencidlne klesajicim s ¢asom. Tempo poklesu je ovplyviované koefi-
cientom D, ktory je spolo¢ny vietkym harmonikam, ale v exponente vystupuje aj k2, ktoré je pre
rozne harmoniky rozne. Vyssie, viac oscilujice harmoniky (ktorych rozdelenie funkénych
hodnét ma daleko od rovnomerného) maji exponenciilne-kvadraticky silnejsi pokles
ako tie miernejsie. K-ta fourierovska zlozka aj s jej casovo zavislym faktorom je predsa vlastnou
funkciou laplacidnu aj prvej ¢asovej derivécie, s tou istou vlastnou hodnotou timernou k>

0? —D(EE)% krx krx\ 2 —p(EE)% kmx
92¢ Sm((L> __(L) ¢ sin <L>

D () gy (Fr2 _ _(Rre\* p(zeyg, (ke
8{;6 SIH(L>— (L)e Sin I

18Integraénti premennti nazveme % namiesto tradi¢ného x, lebo o chvilu budeme vyraz dosidzat do vyjadrenia

hladaného riefenia u(z,t), kde uz x vystupuje ako volné premennd. Neslud sa (a priniSa problémy) volat v jednom
vyraze volné a presumované alebo preintegrované premenné rovnako.

,\
Sl

43



To dobre suhlasi s beznou skusenostou rozptylu tepla - nerovnomernej$ie rozdelenia maja
tendenciu vyrovnat sa rychlesie.

Na obrazku je znazorneny Gasovy ttlm pre prvé tri harmoniky. Volili sme tu pre jednoduchost
L =mn,D = 0,1 a zndzornené st momentky pre pocdiatotny ¢as (plué ¢iary), a ¢asy o jednotku
(prerusované Ciara) a dve jednotky (bodkociarkované krivky) neskor (¢ = 0,1,2). VSetkym har-
monikdm sme dali pociato¢né amplitiidy rovné jednej, vo vSeobecnosti samozrejme zavisia od
pociato¢ného rozlozenia daného podmienkou u(z,0) = f(z).

Obr. 24: Pri ¢asovom vyvoji danom laplacidnom sa nerovnomernejsie rozdelenia vyrovnavaji rych-
lejSim tempom

To dobre suhlasi s beznou skusenostou rozptylu tepla - nerovnomernej$ie rozdelenia maja
tendenciu vyrovnat sa rychlesie.

Obr. 25: Parcialne diferencidlne rovnice a dilemy v kuchyni
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Tu je aj odpoved na ”problém cestovin, omacky a Cakania na syr”. Mame velka student kuchynu,
uvarené cestoviny teploty kuchyne, horticu omécku (ale spordk uz vypnuty), a zabudli sme na-
strihat syr. To ndm bude trvat nejaky cas. Za predpokladu, Ze chceme kompletné jedlo dostat
na stol ¢im teplejSie, Co je lepSie: ZmieSat omacku a cestoviny a ist strahat syr, alebo nechat ich
separatne, kym syr nenastrithame? Podla naSej rovnice bude v pripade separatnej omécky rozdiel
medzi hou a okolim velky a teplo z nej unikne rychlo. V pripade zmieSanych cestovin a omécky
je mensi rozdiel medzi teplotou zmieSaného jedla a okolia, teda teplotnd vymena bude prebiehat
pomalsie. Samozrejme teplo z omacky odovzdané cestovindm nepovazujeme za stratené. (Tento
model nepocita so stratou molekil, ktoré sa deje vyparovanim z povrchu (¢o tiez odnésa teplo) -
dostupny povrch moze byt pri zmieSani iny. Presnejsi model by mal zahffiat aj takéto morfologické

prvky.)

Rovnica vedenia tepla hovori aj o tepelnej rovnovahe!? - v tejto sa €asovy vyvoj sa sko-
néil, teda u; = 0. Podla naSej rovnice to nastava prave vtedy, ked je aj Au = 0, teda ked je
teplota rozloZena rovnomerne, v zmysle %Ze kazdy bod ma teplotu ako priemer teplét
susednych bodov. Pri naSich okrajovych podmienkach -oba konce tyce udrziavané na rovnakej
teplote - to samozrejme moze vo findle znamenat len to, Ze kazdy bod ty¢e bude mat prave ta
teplotu. Pre iné okrajové podmienky by sa mohla ustalit teplota inak - ale tak, Ze priemer tepldt
u susedov dava teplotu v danom bode.

Vlnenie a Fourierova transformacia

Sktimajme model vIn na ohrani¢enej jednorozmernej oblasti, podla nasich okrajovych podmienok
by sa mohlo jednat o strunu ochytend na oboch koncoch. Hladané rieSenie u(x,t) predstavuje
vychylku z rovnovaznej polohy. v je zatial len parameter systému, ale sugestivne nazvany tak,
aby potom vystihoval interpretdciu. Poc¢iatoéné podmienky (dve, kedZe rovnica je druhého radu v
¢ase) nam popisuju polohy a rychlosti ¢asti struny na za¢iatku. Tato rovnica tiez zafha laplacian,
teda bude suvisiet s mierou nerovnomernosti vychyliek v jednotlivych Castiach struny. Na rozdiel
od rovnice vedenia tepla v8ak tato nerovnomernost nie je Gmernd prvej ¢asovej derivacii, teda nie
je mierou ¢asovej zmeny (”rychlosti”). V tomto pripade nerovnomernost rozlozenia vychyliek v
priestore je imerné druhej casovej derivécii, teda je mierou ”zrychlenia”. Rozdiel v ¢asovom vyvoji
je potom markantne iny nez bol v pripade vedenia tepla. Tam sa priestorovo velmi odli$ne zohriate
¢asti velmi rychlo vyrovnavali a s klesajicou hodnotou Awu klesala aj miera zmeny v ¢ase O,u. Pri
vineni vSak velmi odli§ne vychylené (relativne k priemeru susedov) ¢asti buda akurat
velmi rychlo menit svoj pohyb. Zrychlenie je zmena pohybu-rychlosti. Nulovy rozdiel od
priemeru susedov tak neznamenda zastavenie, len nulové zrychlenie - a zotrvaénost
prenesie kmitajuci bod cez tento rovnovazny bod, az do opacnej maximalnej vychylky, kde
zas naberie dost velké zrychlenie na opa¢nt cestu atd... Stru¢ne sa to zapiSe ako

02U = Uy (34)
0 <z < L okrajové podmienky u(0,t) = u(L,t) =0
0 <t podiatoéné podmienky wu(z,0) = f(z), wus(z,0) = h(x)

Aj tato rovnicu pouzijeme na ilustraciu pouzitia Fourierovskych rozkladov. D4 sa potom na vy-
sledku pekne vidiet ”miera oscilacii” dand laplacidanom.

Vlastné funkcie operatora druhej derivécie, spliiajice nulové okrajové podmienky, sme uz nagli
v pripade rovnice vedenia tepla, kde sa z priestorovej cCastzi jednalo o rovnaky problém. Teda

ytedy sa redukuje na Laplaceovu rovnicu Au = 0
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mame bazu
. wk
fx(x) =sin (Lz>

Nagu hladant funkciu w(z,t) a jej derivicie opét vyjadrime ako kombinaciu vlastnych funkeii
laplacianu, s koeficientami zavislymi od c¢asu.

u= gck(t)sin @%)

> wk wk
Uy = ch(t) - cos (m)
k=1
> 7k . wk
Ugpy = — ;ck(t) <L> sin <L$>

. [Tk
Uy = ﬁck(t) sin T

Po dosadeni do povodnej diferencidlnej rovnice mame vednoducht rovnicu pre koeficienty cx(¢)
[e'e) 2 [e’e} 2
_y? N win () =S ) sin (R
v ch(t) (L> sm<Lx) 7k71 dtQCk(t) sm(Lx
2 2
9 [Tk _d
k k
ou(t) = Avcos (T0t) + s (T7)

Teda nae rieSenie mé formu

w(a, ) = g [Ak cos (”ﬁ”t) + Bysin (”L’“’tﬂ sin <’“Zm) (35)

1

Koeficienty Ay, By su zatial neurcené konStanty, voéi priestoru aj ¢asu, a zistime ich z pocia-
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to¢nych podmienok (ako vidno, boli nutné dve):

F(@) = ulz,0) = gAk . (’“7)

h(z) = u(z,0)= > By Lﬁ” sin (T)
k=1

Teda koeficienty Ay, st prave koeficienty fourierovského rozkladu funkcie f(x), zadanej ako po-
pis priestorového rozlozenia vychyliek z rovnovahy, a koeficienty By st (modulo faktor wkv/L)
koeficienty fourierovského rozkladu funkcie h(z), zadanej ako popis priestorového pociatoénych
rychlosti ¢asti struny.:

Ay = % /0 " & f()sin (’T‘") (36)

L2t [k
Bk—%z/o dxh(a:)sm<L>

Tieto veci st uz zndme, kedze f(x), h(z) pokladdme za zadané. Napriklad v pripade, Ze v ¢ase nula
boli vSetky body struny v rovnovéznej polohe (s nulovou vychylkou), st nulové vietky A. Naproti
tomi v pripade, Ze boli na pociatku vSetky body v pokoji (s nulovou pociato¢nou rychlostou), st
nulové v8etky By. Samozrejme ak boli na pociatku vSetky body struny aj v rovnovaznej polohe
aj v pokoji, je trvalo nulové vietko, ¢o je tiez (hrani¢ny) pripad kmitania, v klasickej mechanike
pripustny (kvantova by nedovolila také pociatoéné podmienky a teda ani také rieSenie).

Pozrime sa teraz na ¢asovy vyvoj jednotlivych ”priestorovych harmonik”. Kazda je prena-
sobend kombinaciou sinusov a kosinusov, ktoré osciluji s frekvenciou timernou k. Amplituda
tychto oscilacii pritom od ¢asu nezavisi. Teda priestorovo ”divokejsie”, vyssie harmoniky kmi-
taju aj v ¢ase s vysSSou frekvenciou, ale neutlnuji sa z peridédy na periédu sa ako tomu
bolo pri rovnici vedenia tepla. Tak to je, ked laplacidn (ktory je pre vysSie priestorové harmoniky
velky), uddva mieru zmeny pohybu, teda zrychlenia, ako kdZe vlnové rovnica.

Upravme esSte nasSe rieSenie pomocou stctovych vzorcov pre sinus a kosinus:

sin (o £ 8) =sinacos 8 £ cosasin

cos (a+ f3) = cosacos f F sinasin 3

N
ES

uet) =3 o :sin (T(Hvt)) + sin (ﬂ'Lk(x —vt))] + (37)

+ i % :cos (T(m—#vt)) — cos (T(w —vt))}
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Tento tvar je omnoho symetrickejsi vo¢i premennym x a ¢, a lepsie tak ladi s vlnovou rov-
nicou, ktorej jedna z najndpadnejSich ¢t je prave takato symetria (druhd derivicia podla ¢asu
je timerna druhej derivécii podla polohy). Zaroven ndm poméha ineterpretovat rieSenie vlnovej
rovnice. Vezmime si trebars funkciu sin (x — vt). Vidime, Ze zdvisi od $pecifickej kombinécie z a
t, Ze s rozmerovej analyzy parameter v musi mat rozmer rychlosti, a 7e ak sin (z — vt) predsta-
vuje trebars vlnu $iriacu sa nejakym médiom, je v prave rychlost, ktorou sa musime pohybovat
médiom v kladnom smere my, ak chceme vidiet stéle ti istti vychylku (lebo ndm ostal t4 ist4 hod-
nota argumentu - fizy = — vt). Inymi slovami v je rychlost $iriacej sa vlny. Podobnou tivahou
dospejeme k tomu, Ze sin (z + vt) popisuje vlnu giriacu sa opaénym smerom rychlostou rovnakej
velkosti. Velmi podobne pre kosinus, ktory je len posunuty sinus. V naSom rieseni (37) je ku kazdej
doprava sa Siriacej vlne pripocitand dolava sa $iriaca vlna s rovnakou amplitidou. Takto vznikaju
stojaté vlny, ktoré sa v beznom zmysle slova ”nesiria”. Pri strune upevnenej na oboch koncoch
to azda prilis neprekvapuje, aspon hudobnikov s prislu§nymi nastrojmi nie. Spomenme este kratko

Obr. 26: stojaté viny

aj "naozaj cestujuce viny” trebars v nejakom médiu, a upozornime, Ze v, rychlost ich postupu
priestorom, nie je rychlostou kmitajtcich castic média. Rychlost tychto je dand hodnotou w;, a
vo vSeobecnosti sa pre dany bod meni s ¢asom. (Pri stojatych vlnach, ktoré sa (ako stcet oproto
sebe sa #iriacich vin) efektivne ”nesiria”, véak mame aj uzly, ktoré maja trvalo nulovii vychylku
aj rychlost). Nedorozumenie ohladne rychlosti azda nastava aj pre bezni asociaciu vlnenie - rieka.
Tam sa vsak skladd aj posun média ako celku aj kmitavy pohyb jeho Castic, preto je pri zndzo-
riiovani samotnej vlnovej rovnice vhodné predstavit si ako priklad trebars obilné pole vo vetre -
obilim sa Siria vlny, ale ich pohyb nie je totozny s pohybom jednotlivych klasov. Tie napokon (pri
beznom vetre) neoptstaji svoje miesto na poli, kym vlna sa $iri naprie¢ nim.

Obr. 27: Rychlost kmitania klasov nie je rychlostou viny postupujtcej obilim.
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4.5 Skratky medzi redlnymi faktami veda cez komplexnu rovinu.

Tazko prehliadnut, ze nase vypocty v tejto partii matematiky zahffiaji integrovanie sinusov a
kosinusov. Nie je to ni¢ zlozité, nakoniec tieto funkcie sa derivujua a integruju ako jedny z najlahsich.
Ale existuje ich kombinécia, ktord ich aj v tomto smere tromfne - exponencidlna funkcia. Stoji to
vstup do komplexnej roviny, ale napodiv taky krok ¢asto skracuje cestu aj pri redlnych problémoch.
Pomozeme si zndmou Eulerovou formulkou, podla ktorej sinus a kosinus, a exponencidlna funkcia
spolu stuvisia ako

TWn

et = cos (wpt) + isin (wyt)
e~ nt = cos (wpt) — isin (wyt)
eiwnt _ e—iwnt
. =
sin (wy,t) 5%
Twnt —iwnt
CcoS (wnt) = i

2

Teda vlastné funkcie druhej derivacie, alebo jednorozmerného laplacianu, sa daja zvolit ako
d2

twnt 2 iwnpt
—F€ = —Ww,e€
dt? "
a2 . .
—twnt _ _ 2 —iwnt
7dt2 e = —wye€

Komplexnost nas nemé ¢o odradzat, vhodne zvolenymi tiez komplexnymi koeficientami sa aj z
komplexnej bazy daju vyskladat redlne funkcie. Akurat treba vhodne zov§eobecnit skalarny stcin.
Stale to bude integral cez periédu, ale uvedomme si jednu vec - ak ho nechame ako je, mnohé
komplexné funkcie budu mat podla neho komplexnii velkost. To nie je niefo, ¢o by sme chceli
interpretovat, preto skalarny sicin definujeme ako integral cez jednu periédu zo stcinu funkcie a
komplexne zdruZenej funkcie

T/2
fg= / dt £(1)g" (1 (38)

—T/2

a zovSeobecnime pravidlo o symetrii v skalarnom sic¢ine nasledovne:

T/2 T/2 *
/ dtf(t)g*(t)=</ dtg(t)f*(t)> (39)

—T/2 —T/2

Hviezdicka znaci komplexné zdruzenie. Pre redlne funkcie sa zovSeobecnenie zredukuje na staré
pravidlo, kedze vtedy f* = f.

Skontrolujme teda s takto prispdsobenym sic¢inom ortogonalnost nasej bazy.

T/2 ‘
/ dte'rte=mt = §5,,, T (40)
~T/2
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Rozvoj v takejto baze sa da napisat velmi kompaktne ako

fy =Y cpe! (41)

n=—oo

Sumadcia je teraz aj cez zaporné n, Cize pre také formalne pripuStame ”zaporné frekvencie”w,, =
2%". To je vsak len myto, ktoré treba zaplatit, ked si skracujeme cestu komplexnou rovinou.
Jednoduchym rozpisanim sumy a pouZitim Eulerovej formulky dostdvame vztahy medzi sinus-

kosinusovymi a exponentovymi koeficientami.
Up = Cp + C_p (42)
by, =1(cn — Cc—pn)

Pre redlne funkcie musia byt a,, b, redlne, ¢o je splnené ak c_,, = ¢*. Koeficienty v (41) ziskame
ako predtym - zo skalarnych suc¢inov nasej funkcie a bazovych vektorov, a zvaZzenim vztahov medzi
bazovymi vektormi:

/2 _ /2 , o0 '
/ dte “mt f(t) = / dt e~ twmt Z et = Lenbmn

—T/2 —-T/2

n=—oo
Pre neskorsie tcely si este uvedomme, ze susedné frekvencie sa od seba lisia nasledovne:

2r(n+1) 2mn _ 27

W W T T T T (43)
teda ze mozeme pisat
1 _Aw
T 2n
Potom pre koeficienty plati jednoducho
1 /T/2 i . Aw T/2 iy
Cm = — dte ™mt f(t) = — / dte=™mt f(t) (44)
T J 7/ 2r ) 12

a pre rozklad funkcie

< o0 /2 , ,
f(t): Z Cnezwnt _ Z <§:‘-}/ dTe—uum‘rf(T)> euunt (45)

n=-—oo n=-—oo -T/2

Integracna premennd bola premenovand tak, aby sa neplietla s volnou premennou vo zvysku sumy.

Este par slov k interpreticii koeficientov. Velkost koeficientu |c,,| = /ci ¢, patriacemu k
n-tej bazovej funkcii (harmonike) a frekvencii w, nadm hovori, ako velmi je tato za-
stipend v "recepte”’na vyrobu f(t). Ak je niektory koeficient nulovy, dand frekvencia tam vobec
nie je zastipend. Zasttpenie jednotlivych frekvencii v signaloch, priebehoch napéti vo vodic¢och,
periodickych otrasoch systémov a pod. méa velky vyznam, pretoze suvisi s odpovedou takych sys-
témov na vonkajSie impulzy s danymi frekvenciami. Rezonan¢né javy sa vyskytuji naprieé
fyzikou a technickycmi vedami a Fourierov rozklad ndm pomaha odhadniif kritické
frekvencie, pri ktorych mé%u nastat.
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4.6 Fourierova transformacia

Doteraz sme o periéde T predpokladali Ze je koneéna, teda Ze spektrum frekvencii w, je dis-
krétne, pricom ”susedné” frekvencie sa od seba lisia o kone¢ny inetrval Aw = 2% Ak v8ak uva-
7zujeme neperiodické funkcie, alebo funkcie s nekoneénou periédou T — oo, potom sa
rozdiel medzi susednymi frekvenciami Aw stdva infinitezimalne malym a z rozvoja (45)
sa stava integral (¢o je ”suma cez nekone¢ne malé nekoneéne blizke prirastky spojitej premennej”).

£(t) = / T e / 2 dr e ) | e (46)

00 27 —-T/2

T/2

1 /°° 1 / i »
= — dw | —— dr e WmT f(T) et
V2r J s V2r )12

1 * s iwt
E/_mdwf(w)e

Objekt2® f hr4 rolu analogicku tej, ktort malo ¢, z rozvoja periodickych funkeii, ked bolo spek-
trum diskrétne. Vtedy sme sc¢itavali cez n, alebo ekvivalentne w,,, teraz integrujeme cez spojité w.

Vsimnime si, ¢o sme dostali. Tak ako bol vektoru z lineadrnej algebry jednoznac¢ne priradeny ko-
ne¢ny subor koeficientov v* voéi baze &;, tak ako bol periodickej funkcii jednozna¢ne priradeny
nekoneény, ale spoéitatelny stbor koeficientov ¢,, voéi baze e’»t | tak je teraz aj vo vieobecnosti
neperiodickej funkcii jednoznaéne priradeny objekt f, ktory ju reprezentuje v baze
et Tento objekt - d4 sa nai pozerat ako na (vo vSeobecnosti) nespocitatelny stibor koeficientov
- sa vold Fourierov obraz danej funkcie. Podobne ako sa zo zloziek dal vyskladat vektor a z
vektora dali extrahovat zlozky, aj Fourierova transformécia je v tomto zmysle vratnd, existuje k
nej inverzna:

£(t) = M% / " o f(w) e (47)

1 > —iwt
flw) = —= /m dt f(t) e

Dvojica f(t), f(w) je "fourierovsky zdruzena” a v literatire mozno najst tabulky takychto dvo-
jic. Doplnenie takych tabuliek o dalSie riadky alebo overenie uZ existujtcich je vecou spocitavania
integralov typu (47) pre konkrétne funkcie.

4.7 Princip neurcitosti

Vsetky fourierovské dvojice sa vyznacuju ”principom neurcitosti”: ¢im je jedna z dvojice viac
lokalizovana vo svojej premennej, tym menej je vo svojej premennej lokalizovana
druha z dvojice.Pre intuitivne pochopenie principov neurcitosti pre niektoré ”komplementarne

20Rozdelenie koeficientov l/m je opit vecou konvencie. Tu je volend tak, aby transformacia medzi funkciou a
jej Fourierovskym obrazom bola o najsymetrickejgia. Iné konvencie maju tiez svoje dovody (niekedy azda tradiciu
a niekedy zdhadnejgie pri€iny). Aj samotné oznalenie fourierovského obrazu podlieha niladam, vkusu a Zivotnej
histdrii autorov. Niekde sa pouziva povodny symbol funkcie s vlnovkou, niekde sa pouZije iny font, niekde sa pridd
nejakd ind ozdoba... pozndme dril. Treba &itat kontext, nie pismen4.
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premenné”’su k dispozicii aj velmi klasické ukazky. Predstavme si, Ze k ndm prichddza nejaky sig-
néal s istou frekvenciou, napriklad vlny rozbijajice sa o pobrezie. Ak chceme velmi presne poznat
zastipené frekvencie (moZe sa ich skladat viacero), treba na brehu pobudnat dostatocne dlho.
Rozhodne dlhsie ako najdlhsia zastipend periéda deja (a vopred nemusime vediet ako dlho to
jel). Teda ak presnejsie ”lokalizujeme”zastipené frekvencie, potom ¢asové lokalizdcia signalu je
prislu$ne dlhgia. Ak na brehu postojime len kratko, ¢asova lokalizacia toho, ¢o sme pozorovali, je
pomerne presné. Ale zas nemame istotu o frekvencidch, ktoré sme nemohli zachytit, kedZe zodpo-
vedali periddam dlhsim neZ nasSe pozorovanie.

Obr. 28: Princip neurcitosti na plazi

Fourierovské dvojice nemusia reprezentovat len ¢as a frekvenciu. Taka interpreticia je velmi casté
(mnohokrat sa naozaj jednd o modely procesov prebiehajucich v ¢ase), ale netreba sa na hu
nezdravo naviazat. Napriklad v kvantovej mechanike sti podobnym spdsobom zdruZené
poloha a hybnost.

Ukéazeme si aspon priklad prejavu znameho principu nercitosti viazuceho tieto dva pojmy. Z kvan-
tovej mechaniky pritom nemusime vediet vela, pre ilustraciu toho, ¢o chceme ukazat, staci nasledu-
juci rychlokurz. Treba vziat na vedomie, Ze poloha a hybnost stivisia v kvantovej mechanike
s operatormi posobiacimi na nejaké objekty. Tymto objektom sa hovori vlnové funkcie, pred-
stavuju v nejakom zmysle stav skiimaného systému. Mozu byt definované na hybnostnom
priestore (”p-reprezenticia”) alebo konfiguraénom priestore (”x-reprezenticia”), pricom su
to rovnocenné moznosti.

Pri x-reprezentacii si azda mozno o nie¢o lah8ie namyslat nézornost, byva v prvych kontak-
toch s kvantovou mechanikou spominana viac. V tejto variante predstavuji vlinové funkcie ¢ (x)
amplitidu pravdepodobnosti, Ze konfiguracia x je obsadend (trebars Casticou ktord tvori ska-
many systém). Amplitidu pravdepodobnosti treba chépat ako ”komplexni odmocninu z pravde-
podobnosti”, v zmysle: |¢|? predstavuje hustotu pravdepodobnosti, a t4to hustota vyndsobena
objemovym elementom priestoru(na akom je funkcia definovand) déva pravdepodobnost, Ze v tom
elemente sa naSa Castica najde. Kym hustota pravdepodobnosti je redlna, amplitida moéze byt
komplexna. Spominame tu len jeden priestorovy a jeden hybnostny rozmer, situicia sa samoz-
rejme d& zovéeobecnit.

Operétor polohy & je v x-reprezentécii jednoducho nésobenie x, a operator hybnosti p derivova-
nie podla z, modulo sldvne konstanty (Planckova redukované konstanta a imagindrna jednotka).
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Z rozliénych dovodov (stru¢nost na istych miestach je jednym z nich) sa ¢asto zavddza veli¢ina
k = Z.Teda p a k sa liia len prendsobenim Planckovou konstantou, ktortt mozno vhodnou volbou
jednotiek poloZzit rovna jednej.

TY(x) = zip(z)
d

p(z) = —ith— Y(x

pUe) = —ihr b(a)
KedZe sa jedné o operatory, ma zmysel hovorit o ich vlastnych hodnotéch (to je vlastne jedna z
mala moznosti ako operatoru priradit ¢islo, teda nieco porovnatelné s vysledkami merani). Vlastné
funkcie operatora zodpovedaju stavom systému s ” presnou hodnotou” veli¢iny, ktort operator pred-
stavuje. Teda v tomto pripade, vlastné funkcie operatora hybnosti zodpovedaja stavom
s presne uréenou hybnostou. Nie je tazké ich ndjst, st to komplexné "rovinné vlny. Maju
ostriit hodnotu hybnosti, ale ako sa na sinus a kosinus patri, nemaji ziadnu preferovant cast osi
x. Castica popisand takym stavom mdze byt kdekolvek.

ezpm/h — ezkm

Tu x je premennd a k fixny parameter pre dany stav. Vlastné funkcie hybnosti tvoria v x-
reprezentacii aplny systém a mozno ich teda pouzit ako bazu. Teda vSetky ostatné stavy v
x-reprezentdcii mozno pisat ako

1 > ikx ],
vie) = o= [ ke i) (48)

@(k) je fourierovsky obraz ¢ (z), teda spojity analég komponent (x) voéi baze e***. Inverzna

trnasformacia je

J(k) = % / " dw et y(a) (19)

Velmi podobny proces mozno urobit pre p-reprezentdciu (resp k- reprezenticiu). Vinova fun-
kcia ¢(p) v p-reprezentécii predstavuje amplitiidu pravdepodobnosti v hybnostnom priestore.
Operétor hybnosti p v p-reprezentacii ma podobu obyc¢ajného nasobenia p a operator polohy & po-
dobu derivacie podla p, modulo sldvne konstanty (Planckova redukovand konStanta a imagindrna
jednotka a jedno minus oproti analogickej situécii v x- reprezentacii):

po(p) =po(p)

d
z =1h—
¢(p) dpam
V tomto pripade, vlastné funkcie operatora polohy zodpovedaji stavom s presne urce-
nou polohou. Také stavy viak nemaji viak ziaden preferovany tisek na p-osi, teda ich hybnost
mdbze byt akakolvek.

e—ipm/h — e—zkm

Tu k je premenna a x fixny parameter pre dany stav. Vlastné funkcie polohy tvoria v p-
preprezentacii uplny systém a mozno ich teda pouzit ako bazu pre vSetky ostatné stavy v
p-reprezentécii. Ale ved prave taky rozvoj predstavuje (49)! 3

¥(x) je je fourierovsky obraz funkcie 1 (k), teda spojity analég komponent (k) voéi baze e~

ikx
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Teda k a x tvoria fourierovky komplementarne premenné.

Uz bolo spomenuté, Ze bazové stavy x - reprezentécie (e'*, kde z je premenné a k fixny parameter
pre dany stav) majt ur¢iti hybnost celkom neuréiti polohu, a bazové stavy p-reprezentacie (e~
kde k je premennd a z fixny parameter pre dany stav) urcit polohu a celkom neist hybnost.
Takéto stavy samy osebe viak nepredsatvuji redlne ¢astice. Co by sme tym vobec mysleli. Redlne
objekty zrejme budi moct byt popisované nejakymi kombindciami - polohu nepozname celkom
presne, ale dost na to, aby sa v nejakom zmysle dala spominat, podobne s hybnostou.

Vyskasajme, ako spolu hraji nase komplementarne prmenné pre nejaky takyto konkrétny stav.
Nech t(x) popisuje stav Castice v konfigura¢nom priestore, a nech je to Castica viazand na tse-
¢ku dlzky 2a. Povedzme Ze tam je celkom volnd (teda méame rovnaky potencial na celej Gsecke, a
rovnaki pravdepodobnostnt amplitidu pre vSetky body tsecky) - ale mimo nej nemoze ist (neko-
neény potencidl mimo tsecky, amplitada nulova). Z normovacich pri¢in (pravdepodobnost najst
Casticu niekde na tGsecke mé byt rovnd 1) bude amplitida na tsecke mat velkost /1/2a).

P(x) =+/1/2a —a<z<a

=0 (x <—a) U (z>a)

Pozrime sa na jej fourierovsky obraz - teda na mieru zastipenia hybnosti:

Jik) = % / " dze ey (a)

a

1 @ X 1
= ——27 dre " =

1 .
T 5 N [a dz [cos (kx) — isin (kx)]

1 2 sin(ka)
\/% V2T k

0.8

06

04

0.2

-6 —4 -2 0 2 4 6

lokalizacia v x-priestore lokalizacia v k-priestore

Obr. 29: x- reprezentécie ukazujt lokalizaciu v konfigura¢nom priestore na tise¢kach roznych dizok
(a=1, 1/2, 2), k-reprezentacie ukazuja lokaliziciu v hybnostnom priestore.
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jama a=1 jama a=2

Obr. 30: Konfigurac¢ny a hybnostny priestor superimponované na seba: pre plné ¢iary treba chipat
vodorovnt os ako konfiguracny priestor, pre bodkované linie ako hybnostny.

7 matematického hladiska je princip neurcitosti z kvantovej mechniky dosledkom toho, Ze poloha
a hybnost tu tvoria vzajomne svoje fourierovské obrazy. Pripomenme, Ze tieto veli¢iny tvorili
stiradnice vo fiazovom priestore, priestore stavov v klasickej mechanike. T4 bola z velkej Casti
budované iivahami o pohybe hmotnych klasickych c¢astic. Kvantova fyzika priestor poloh a byhnosti
nezmenila jeho rozbitim, ale pretkanim jeho Casti eSte viac. Poukdzala na potrebu, aby viac drzal
pokope, aby tdaje o stave hmotnej ¢astice boli previazané cez rozklady do vin.
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5 Symetrie - stopy krasy v matematike

Transformacie st dolezité, a niektoré ich triedy maji osobitne vyznacné vlastnosti. Napriklad
tym, e napriek tomu, ze "nieco sa deje”, nie¢o sa nemeni, zachoviva?'. Pojem symetrie ide
ruka v ruke so zdanlivo opoziénymi pojmami transfomadacie a invariantu, zmeny a stalosti.
Transformécia, prechod od jedného stavu systému k inému stavu, je pre dany systém symetriou,
ak sa pocas nej nestraca nieco charakteristické, ¢o tvori identitu systému. Tato zachovavajica
sa charakteristika je potom vzhladom na dant transformdciu invariantom. Symetrie sa oddavna
spédjaja s krasou. Tu sa budeme venovat jej prejavom v matematike, hladajic dokazy Zze krasa nie
je ”len”na ozdobu.

5.1 Transformacie a toky, analdgia s teCenim

Transformécie mozno delit podla roznych kritérii. Ako velmi doélezité kritérium sa ukazuje spoji-
tost ¢i diskrétnost. V oboch pripadoch existuje pojem identickej ("nulovej”) transformécie, ktord
“nerobi ni¢”. V diskrétnom pripade vSak existuje nejakd najmensia nenulova transformaécia, akysi
miniméalny krok. V spojitom pripade je mozné si fubovolnii nenulovii transforméciu predstavit
ako poskladant z e$te mensich - mozeme postupovat po infiniteziméalne malych kaskoch. Spoji-
tost transformadcie stvisi so spojitostou parametra, ktory ju kvantifikuje. Napriklad pri posunuti
predstavuje tento parameter vzdialenost, pri otoc¢eni uhol. ..

Zdanlivo trividlne pozorovanie, Ze velkd trasformécia sa da urobit ako suma mnohych malych,
mé necakane velky dopad na schodnost a uZzito¢nost vypoctov. Dalgia ukdzka pravidla, ze hlboké

Obr. 31: Aj cesta dlhé tisic mil sa za¢ina prvym krokom. Zadiatky spojitych transformécii a

5 vy

nemennost je tazsie rozpoznaf. Cas ukaze rozdiel.

uvazovanie nad jednoduchymi vecami prinasa viac ovocia ako povrchné hibanie nad komplexnymi
problémami.

Za¢nime velmi jednoducho. Budeme najprv uvazovat o transforméciach v euklidovskej ro-
vine. Pouzime jednoduchii analégiu - predstavme si rovinu ako povrch rieky, a pohyb (tecenie)
jednotlivych molekl bude reprezentovat transformdcie bodov v rovine. Samozrejme, takéto po-
dobenstvo méa svoje limity - jednak body v euklidovskej rovine st nekonec¢ne malé a nekonec¢ne
nahusto, takze si musime predstavit ”spojit vodu”s nekone¢ne malymi ¢iastockami (¢o by malo
byt porovnatelne Tahké alebo fazké ako pri tej vode). Dalej voda je do znaénej miery nestlacitena,
ale model nestlacitelnej vody je pouZitelny na intuitivne uchopenie len tych transformaécii, ktoré
ziadne dva body nemapuju do toho istého obrazu. Postupne si vSak moézeme rozsirovat podoben-
stvo aj na také pripady, mozeme si predstavovat stlacitelnt kvapalinu, dokonca kvapalinu, ktora

21Bez tohto nakoniec tazko vobec uvazovat o svete. Je ¢lovek, ktorého vidime dnes rano ten isty, ktorého sme
videli vera veter? Cas sa zmenil, mo¥no aj ten &lovek sa zmenil. Ale je nieo, ¢o ostalo, o ndm umozituje hovorit o
jeho identite. Rozpoznat, ¢o sa meni a o zachoviva chce ddvku rozumnosti a% mudrosti. Tu sa budeme pohybovat
na bezpeénej pode matematickych a geometrickych transformécii.
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¢arovne vznikd a zanika.

Obr. 32: Vodny tok transformuje konstelécie listia na hladine.

Uvedme si niekolko pripadov takéhoto tecenia bodov v rovine (zovSeobecnenie do viac rozmerov
nie je v principe problematické, iba naroc¢nejsie na grafické zobrazenie). Nech body (z,y) odte¢a
do novych bodov (z(e€),y(e)). Mame vlastne parametrické vyjadrenie krivky - pridnice v
rovine.

(z,y) — (2(€), y(e)) (50)

(z,y) = (2(0),y(0))

Parameter transformadcie e je analogicky ¢asu pri naozajstnom teceni. V case ¢ = 0 sme
na $tartovacom bode. DIhsi ¢as zodpovedd vicsiemu e. Hodnota kéduje polohu pozdlz priadnice.
Stbor vSetkych pridnic tvori tok(a tento tu tvori transforméciu roviny). Ked hovorime o toku a
prudniciach (plavebnych ¢iarach), je namieste aj ivaha o rychlosti plavby. Rychlost je vektor v
smere pohybu, ktorého velkost suvisi s mierou zmeny polohy voéi zmene parametra. Toto vSetko
vedie k definicii komponent rychlosti v nejakom bode (zvolme tento bod ako Startovaci)

dx dy
x Yy — ___ <
(v, V) @de

Vektor s takymito komponentami budeme ho volat generator toku ¢i transformacie. Kompo-
nenty pridnic (50) sa daji ziskat spétne integrdlmi komponent vektora (51), hovorime im teda
integralne krivky.

(51)

e=0

Oznacenie ”generator” dava dobry zmysel, ked si vS§imneme stivis medzi generatorom a infi-
nitezimalnou plavbou - o0 mali¢ké ¢ pozdlz integralnej krivky. Totiz x(¢), y(¢) mozno ako sluné
analytické funkcie rozvijat do Taylorovho radu, a pre malé € je mozné zanedbat vetky ¢leny vyssie
od linearnych :

(w(0.5() = (20 + &

e) =(x+eVy , y+€Vy) (52)
e=0

e=0 e=0

Pole "rychlosti” (ak € je interpretované ako ¢as), dané v kazdom bode doty¢nicovym vektorom k
integralnej krivke prechadzajticej danym bodom, naozaj ”generuje” vivoj pozdiz nej: Ked je hod-
nota parametra/c¢asu nulovd, sme v povodnom bode, a ako mali¢ko (e) neskor st stiradnice dané
ako pociato¢né plus linedrny (v parametri €) prispevok stvisiaci s nasim vektorom.
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Aby sme pole s komponentami (51) uchopili ako matematicky objekt, ujasnime si, Ze identifikicia
(51) d4va stiradnice vektorového pola rychlosti, vyéislené v startovacom bode. Vzhladom na
akti ”bazu”st dané stradnice? Co sti vhodné ”bazové vektorové polia”? Stradnice vektora
st ovplyvnené volbou stradnic (x,y) v rovine. Skiisme nejaké $pecidlne pripady, zodpovedajice
7bazovym tokom”:

Tok tectici pozdlz x-ovej osi jednotkovou rychlostou (efektivne ako parameter mozeme vziaf € = x)
by mal ako ”prdnice” priamky rovnobezné s x-ovou osou, s parametrickym vyjadrenim (z(z),y(z)) =
(z,0) Zéroven vSade ako stiradnice ocakévame (1,0), ¢o sedf s (4%, 49,

Tok tec¢tci pozdlz y-ovej osi jednotkovou rychlostou (efektivne ako parameter mozeme vziat € = y)
by mal ako ”priidnice” priamky rovnobeZné s y-ovou osou, s parametrickym vyjadrenim (z(y), y(y)) =
(0,y) Zaroven vSade ako stradnice oc¢akdvame (0,1), ¢o sedi s (g—o, g—y).

v’ dy

Teraz si to dajme dokopy s faktom, Ze vSeobecnejsSie toky st charakterizované krivkami, ktoré
maji nenulové priemety na os x aj na os y, a mdzu predstavovat teCenie nielen jednotkovou rych-

lostou. S tymto na mysli prepisme (52) sugestivnejsie:

Na mieste bazovych vektorov é,,€, z linedrnej algebry tu stoja operatory parcidlnych derivacii
podla danych premennych. Nage vektorové pole teda bude mat vyjadrenie

- 0 0
‘/ = ‘/ r __ ‘/ y_—
Ox * Oy (53)

_dz 9  dyd
"~ de Ox de Oy

— 0, + 0,

Totélnu derivaciu podla parametra analogickéhu ¢asu budeme ¢asto oznacovat bodkou (tradicia
uz od Isaaca Newtona). Parcidlne derivicie sa ¢asto skratene oznacuja 9y, 0,.

5.1.1 Zhrnutie: Stivis toku a generujiiceho pola

Tok generujticeho pola je sibor ”pridnic”, parametrizovanych kriviek (z(¢), y(¢)) ktorym hovorime
integralne krivky. Generujtce pole je v kazdom mieste dotycnicové k pradniciam, jeho komponenty
st (z,y), kde bodka znaéi deriviciu podla parametra e.

Néajst k danému toku (transformécii zadanej ako rodina parametrizovanych kriviek) prislusny
generator vyzaduje len derivaciu zloziek krivky a vy¢islenie v nule.
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(Pozname x(€), y(¢), hladdme V=, VY )

dx d
Vi@ y) = - V¥(z,y) = d%
e=0 e=0

Opacnd tloha, teda najst tok generovany zadanym polom (znadme V*(z,y),V¥(x,y), hfaddme
x(e),y(€)) vyzaduje integraciu zloziek vektorového pola. Treba riesit stistavu diferencidlnych rovnic
pre nezname funkcie z(¢€), y(e) (s danymi pociatoénymi podmienkami)

dr d7y o
de =V (l‘,y) de =V (Z‘,y)
z(0) == y(0) =y

Tlustrujme si stvis medzi transforméciou, jej infinitezimalnou verziou a generujicim tokom na
prikladoch niekolkych transformécii v rovine.

5.1.2 Posunutie v rovine

.....

smere (a,b), kde a,b st konstanty. Transformécia bodov roviny bude

(xvy) — (m—i—ea,y—l—eb)

Jej infiniteziméalna verzia (rozvoj pre malé €) vyzerd rovnako, takZze koeficienty generujiceho pola
st (a,b), to isté, ¢o dostaneme deriviciou z(e),y(e) podla e (v tomto pripade vyc€islenie v € = 0 je
rovnaké ako vSade inde.) Teda generdtor posunuti v smere (a,b) je

I

/ /
i
D
T
IR,

Obr. 33: Pole ad, + b9y (pre a =1, b = 2), jeho pradnice, Cize integralne krivky, a bod odplaveny
pozdlz jednej z nich.
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5.1.3 Rotacia v rovine

V tomto pripade tokom je otacanie a tlohu parametra hra uhol pootocenia e. Z linedrnej algebry

vieme, Zze pootocenie o uhol € ndm transformuje body nasledovne??:

(z,y) — (Z,7) = (x(€),y(€)) = (xcose + ysine, ycose — x sine)

Jedna sa o koncentrické kruznice vyplhajiice rovinu (pre pociatoéné (x,%) v roznych vzdialenos-
tiach od stredu méme rozne kruznice).
Ako vyzerd infinitezimélna transformdcia (pripad malého €)? Vtedy mame

cose ~ 1, sine = e,

(%y) — (fi.vg) = ($(€)7y(6)) = ((E +ey, y— 6.’E)
Zlozky generatora infiniteziméalnej transformécie si koeficienty pri parametri e, teda (y, —x). Mo-
Zeme k nim prist aj (hoci sa jednd prakticky o ta istd vec) tak, Ze vezmeme naSu integralnu
krivku/pradnicu a ndjdeme jej doty¢nicovy vektor v pociatoénom bode, teda poderivujeme ju a
potom vyc¢islime v e = 0:

= (y’ 71’)

d . d .
— (x cose + ysine), —(y cose — x sine)
de de —0
Teda ak nasou transformaciou je rotacia, pridnicami st koncentrické kruznice, a doty¢nicovym

polom (generatorom infinitezimalnych rotécii) je pole

- 0 0

:y%_x(“)y

Pre Gcely precvicenia pojmov a kontroly, vyrieSme opac¢nia lohu, teda predpokladajme, Ze po-
zndme pole a chceme mu najst integralne krivky: Potrebujeme vyriesit stistavu rovnic s pociato-
¢nymi podmienkami

dr _ a4 __,
de_y de
z(0) =z y(0) =y

Této nie je velmi zlozitd, je jasné ze pdjde o kombindciu cose a sine, s koeficientami danymi
pociatoénymi podmienkami. Vidno vSak, ktoym smerom je vypocet zlozitejsi.
(x(e),y(€)) = (xcose + ysine, ycose — wsine)

Ide o koncentrické kruznice
2?(€) + 4% (e)) = 2%(0) + »*(0)

Tu 22(0) +42(0) je kvadrét polomeru danej kruznice; (x(0), y(0)) predstavuje ”Startovaci bod” pre
dant pradnicu

22Poznamka k znafeniu: Zavadzanie vinovky sa tu mdze zdat zbytotné, kedZe ”posunuté”body rozpoznivame
podla nenulového parametra uvedeného ako ich argument (napr. povodny, netransformovany bod mé x-ova sirad-
nicu z(0) = z, transformovany z(¢) = ). Neskor sa vSak takdto indikdcia transformécie moze zist, osobitne ked
zdtvorka s argumentom bude velmi zavadzaf, takZe zvyknime si na viacero znafeni uZ vopred.
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Obr. 34: Pole y0, — 20y, jeho prudnice, ¢ize integralne krivky, a bod odplaveny pozdlz jednej z
nich

5.1.4 Hyperbolicka rotacia v rovine

N4jdime integralne krivky pre vektorové pole

—

Toto sa od predchadzajiceho lisi len znamienkom pri y-ovej zlozke, ale ako uvidime, integralne
krivky vyzeraju vyrazne inak. Hladdme funkcie (x(¢),y(€)), pre ktoré plati

do _ dy _
de_y de
z(0) =z y(0) =

Vidno, ze sa jedna o kombinacie hyperbolickych funkcii coshe a sinhe, s koeficientami danymi
pociatoénymi podmienkami, teda

(z(e),y(e)) = (xcoshe + ysinhe, ycoshe + zsinhe)

. Jedné sa o hyperboly

2?(e) — y*(e) = 2*(0) — y*(0)
Tu (2(0),y(0)) predstavuje Startovaci bod danej pradnice.
Teraz je mozné urobit skasku spravnosti, teda derivovat nase najdené integralne krivky (pripadne
rozvinat z(e),y(e) okolo hodnoty € = 0 po linedrny ¢len v € = 0) a prist spétne ku generdtoru
(vektorovému polu zo zadania). Takéto rieSenie Gloh z viacerych stran sa implicitne doporucuje,
az pokym sa suvis medzi inegralnou krivkou, transforméciou, jej infinitezimalnou verziou a gene-
ratorom nestane vecou rutiny.
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Obr. 35: Pole y0, + 20y, jeho prudnice, ¢ize integralne krivky, a bod odplaveny pozdlz jednej z
nich

5.2 Transformacia obrazcov

Uviedli sme si niekolko prikladov na transformécie bodov v rovine. Pontika sa otézka, ako sa
transformuja mnoziny bodov, teda nejaké geometrické obrazce v rovine. Pri nasich dote-
rajsich ivahach nemalo vela zmyslu hovorit o deformécii ¢i nedeformécii obrazcov, ved bod ostal
bodom, len posunutym pozdlz pridnice. Je to analogické situécii, ked’ do rieky hodime list. Po-
sunie sa, nezdeformuje. Co ak by sme v8ak do rieky hodili niekolko listov - ako by sa menila ich
konstelacia? Alebo vezmime eSte spojitejsi obrazec, trebars stuzku ¢i povrazok, ktory by mal pri
prvom kontakte s hladinou nejaky zadany tvar. Vo vSeobecnosti sa povrazok pri plavbe nielen
posunie, ale vplyvom rdzneho toku na roznych castiach povrazka sa tento aj vSelijako poskrica.

L

Obr. 36: Transformacia spojitého utvaru pri plavbe

Co sa stane so spojitou krivkou pri transformécii tokom nejakého vektorového pola? Ostane v
jednom kuse ako stuzka, len zmenend tvarom? Ak uvazujeme hladké vektorové pole (jeho integ-
rélne krivky st hladké), potom vplyvom jeho toku sa pdvodne susedné body zobrazia do znova
susednych, aj ked globalna konstelacia ("tvar”) bude vo v8eobecnosti ind. Velkou vynimkou s tu
krivky dané pradnicami samotného pola, teda jeho integralne krivky. KedZe pole teéie z definicie
pozdlz nich, nijako nemeni ich tvar.

Vo viacerych rozmeroch si mézeme predstavit nielen transformécie na povrchu rieky, ale aj pod

hladinou, teda efektivne trojrozmerny tok. MoZeme uvazovat o deformdcii bodov, kriviek, ploch
ponorenych do toku. A tak dalej - matematicky formalizmus ndm umoziuje st smelo aj tam,
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kde vizualizdcie nemame. Kedze v8ak vizualizacia pomdaha nabrat intuiciu, za¢nime najprv opét s
tokmi - transformdciami v rovine a uvazujme, ako sa deformuju krivky, ked ich nechdme odplavo-
vat pozdlz inegralnych kriviek nejakého pola.

Tok, jeho prudnice a ich generator sme uz matematicky namodelovali v predchadzajacich odse-
koch; teraz si eSte uvedomme, ako budeme modelovat mnozZiny bodov, ktorych deformécie vplyvom
toku budeme skiimat. Vezmime ako taky geometricky objekt nejaki krivku. Krivka v rovine sa da
implicitne zadat ako

F(z,y)=0

Napriklad: rovné diary, kruznice a krivky zodpovedajice grafom explicitnych funkcii y = f(z)
maju implicitné vyjadrenia:

F(z,y)=ax+by+c=0 priamka
Flz,y) = (x—a)’+(y—b)> - =0 kruznica
Fz,y)=y—f(z)=0 graf funkcie y = f(x)

Podme sa pozriet ¢o sa stane ”s povrazkom hodenym do rieky”, resp. s krivkou danou grafom
funkcie. Najprv pripomenme, ¢o sa stane s bodmi, a potom vyjadrime zmenu funkéného predpisu
tak, aby zodpovedal novému tvaru krivky.

(z, y) — (z(e), y(e)) = (%, ¥)

F(xz,y) =0 — F(&,§) = F(2(&,§),y(2,5) =0

Pod hrozivo dlhym vyrazom sa skryva jednoduchd myslienka: aby sme nasli novia krivku, vezmeme
predpis starej, staré premenné (z,y zodpovedajice € = 0) v nej v8ak vyjadrime pomocou novych
( &, y zodpovedajlce € # 0). Potrebujeme teda inverznd transforméciu

jag — l‘(:%, g)a y(‘%7 g)
V pripade, Ze namiesto implicitne zadanych kriviek potrebujeme transformovat grafy explicitne
zadanych funkcii, je potrebné®? este vyjadrit (7).

Ujasnime si teraz veci na prikladoch.

5.2.1 Rotéacia priamky

Vezmime na zaciatok velmi jednoducht krivku - priamku.
Je dand implicitne ako F(x,y) = y—ax—b = 0 alebo explicitne ako graf funkcie y = f(x) = ax+b.
Ako pole vezmime rotacie, teda pole V = YOy — 20y, ktorého tok zodpovedd nadm uz zndmej
transformacii

(z,y) — (Z,9) = (x cose + ysine, ycose — x sine)

Teraz budeme potrebovat inverznl transformdciu, ktora sa najde velmi jednoduchou tivahou (oto-
¢enim rotacnej matice): Ak Z,¢ sme dostali z x,y otoCenim o uhol €, potom z,y dostaneme spit
otocenim z,y o uhol —e:

(Z,9) — (x,y) = (T cose — sine, Fcose + Z sine)

23Teraz je azda &as ocenit vinovku namiesto zatvorky s argumentom e. Sta&i pokus prepisat vyraz vysSie pomocou
z(€),y(e), x(0),y(0) a naznalif v hiom korektne ¢o sa vyjadruje pomocou €oho - a je jasnejsie, naco si dobré viaceré
typy znacenia.
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Néajdime transforméciu implicitne zadanej krivky F(z,y) = y — ax — b = 0, resp. transformdciu
grafu funkcie y = f(x) = ax + b:

=y(&,9) —ax(z,g) - b
= g cose + Zsine — a(Z cose — gsine) — b

= g(cose + asine) — Z(acose — sine) — b

Explicitny tvar ziskame jednoduchym vyjadrenim g z implicitnej rovnice, ¢o v tomto pripade ide
jednoznacne pre uhly ktoré spliiajti (cose + asine) # 0. (To by zodpovedalo zvislym krivkdm ktoré
nepredstavuja graf funkcie y(z).)

acose — sine _ b

U = f i‘ = . x .
y f( ) COS€e + asine COSe + asine

Z+b

j=}}

Ako sa dalo ¢akat, zrotovand priamka je znova priamka. Ale pozor, "priamost”sice ostala inva-
riantom (nezmenenou vecou), ale dostali sme int funkciu (a ako jej graf inti priamku) ako predtym
-parametre su prislusne pozmenené

5.2.2 Rotacia kruZnice

Skiisme este pretransformovat rotaciou, konkrétne takou ktora zodpoveda toku pola V= YOz — 20,
(teda tok z predoslého prikladu), krivku dant kruZnicou s polomerom 1 centrovanou v strede
F(z,y)=2*+y?>-1=0.

= (& cose — fsine)? + (jcose + & sine)* — 1

252+g2_1

Tu na rozdiel od rotovania priamok vidime, Ze nielenZe tok nasho pola prevedie kruznicu na
kruznicu (teda ze "kruhovost” je invariantom tejto transformaécie), ale ze sa nezmenili ani len para-
metre kruZnice - samotnd implicitnd funkcia a jej graf st invariantmi! Dovodom je, ze koncentrické
kruZnice centrované v strede stradnej ststavy st prave integralnymi krivkami nasho pola, ktoré
generuje rotacie okolo pociatku. Pole z definicie zachovava svoje integralne krivky, svoj
vlastny tok.

Rotéacie a translacie v euklidovskej rovine maji svoju vyznacnu ¢rtu - zachovanie tvaru objek-
tov ako ho chapeme v euklidovskom zmysle - pretoze zachovavaju vzajomné vzdialenosti bodov
v rovine. Citatel si modze explicitne vyskasat, Ze vzdialenost dvoch bodov sa nezmeni, ked ju
vydislime pred transformdciou (e = 0) a po ich odplaveni o ten isty nenulovy e.

5.2.3 Neizotropné skalovanie a jeho vplyv na kruZnicu

Pozrime sa, ¢o robi §kalovacia transformdcia s kruznicou centrovanou v strede s polomerom 1.(Pre
vSeobecnejsie kruznice je akurdt trochu dlhsi vypocet, ale pre Citatela by nemal byt principidlny

64



problém spocitat transformdciu aj pre také pripady v rdmci cvifenia.) Neizotropné $kalovanie je
generované polom V = azd, + Sydy, pricom «, § st konstanty. Zodpovedajicu transforméciu (pa-
rametrické vyjadrenie integralnych kriviek, po ktorych ndm odtekaji body) ziskame integrovanim
komponent ako obvykle:

d—x—aaﬁ @—5
de de Y
z(0) =z y(0) =y

Méme teda
(#,§) = (e"“x,e )

Pozrime ¢o takyto tok urobi s krivkou F(z,y) = 2%+ y? — 1 = 0. Potrebn4 inverzn4 transformécia

je tu velmi jednoduché

Be

(z,y) = (e"“Z,e”"7)

a mozeme dosddzat do rovnice pre kruZnicu:

‘%2 g?

= e2ae + eQ,Be -

1

Kruznica sa tokom neizotropne $kdlovacieho pola deformovala na elipsu.

5.3 Invarianty transformacie

Spomenme si na krivky, ktoré st polom zachovdvané priam z definicie - integralne krivky tohto
pola. Prikladom boli kruznice so stredom v pociatku F(z,y) = 22 +3% — ¢ = 0 a doty¢nicové pole,
ktoré ich nemenilo V = Y0y — x0y. Ako sformulovat matematicky tato zasadu (pole nedefor-
muje svoje vlastné pridnice) a ako do nej zakomponovat, ¢o pole robi s inymi krivkami, bez
podrobného rozpisovania parametrizovaného toku?

Najprv pozrime ako sa vo vieobecnosti funkcia dvoch premennych f(z,y) meni pozdl# toku pola
V =Vo(z,y)0, + V¥(z, y)0y. Skimajme infinitezimalne zmeny. My$lienka je jednoduchd - porov-
nat hodnoty funkcie v po¢iatoénom bode (x,y) a v bode (z(¢€), y(¢€)), infinitezimélne odplavenom
pozdlz pradnice. Pre takéto blizke body vsak mozno pouzit Taylorov rozvoj, podla ktorého, spolu
s naSou definiciou zloziek pola V¥, V¥, plati

x(e) =~ z(0) + i—i €:Oe = z+eV”
d

y(©) ~y(0) + 2| e= y+evy
dE e=0

Hodnoty nagej funkcie f(z,y) sa na dvoch miestach o e vzdialenych pozdlz integralnej krivky pola
V' lisia nasledovne:
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f(x(e),y(e)) — flz,y) = f(x + V™, y+€eVY) — f(z, )
~ f(x,y) + VPO f + VYO, f — f(x,y)
~e(VP0, +VY0,) f
~eV.Vf

Skaldarny st¢in medzi komponentami pola a gradientom funcie md nizorny vyznam:
Funkcia (jej hodnoty) sa najviac meni v smere svojho gradientu (z definicie). Miera
zmeny funkcie pozdl# toku pola je dana tym, do akej miery leZi jej gradient v smere
tohto toku, ¢o meria prave uvedeny skalarny suéin. Ak je nulovy, pole te¢ie pozdlz
”vrstevnic”’nasej funkcie, teda jeho integralne krivky st zaroven krivkami konstant-
ného f.

St¢in V.V f sa v literatare Casto skratene oznacuje ako 1% f alebo 17( f) a prezentuje sa ako ”pole
posobiace na funkciu”.

5.3.1 Kritérium infinitezimalnej invariantnosti

Invariantnost funkcie f(z,y) vo¢i toku pola 1% vyzaduje, aby pridnice pola tiekli pozdlZ vrstevnic
funkcie, teda aby gradient funkcie bol kolmy na pole.

VNf=V(f)=0 (54)

Ak toto plati pre vSetky (z,y) z defini¢ného oboru funkcie f, potom pole zachoviva vSetky vrs-
tevnice tejto funkcie, teda vSetky krivky dané predpisom f(z,y) = c.

Podmienka zachovat kazd vrstevnicu je silnej$ia ako poziadavka zachovaf len niektorti. Casto
sa stretame s poziadavkou trebars zachovat nejaki mnozinu bodov dant predpisom F = 0, ¢o
predstavuje zachovanie jednej konkrétnej ("nulovej”) vrstevnice funkcie F'. Ak ndjdeme pole, ktoré
splia VF =0 len na mnozine bodov splhajtcich F = 0, potom eSte treba skontrolovat, ¢ na tejto
mnozine plati, ze VF = 0. Ak hej, nasli sme pole zachovavajice nulovi vrstevnicu funkcie F'; ak
je viak na tejto vrstevnici gradient nulovy, hocijaké pole bude splhat VF = 0, nielen tie, ktoré
tto vsrtevnicu zachovavaji. Ako vSak bolo uvedené vyssie, ak pole splia silnej$iu podmienku
V(F) = 0 v3ade, netreba gradient kontrolovat.

5.3.2 Rotacie v rovine okolo pociatku a ich integralne krivky

Este raz, dopodrobna kritérium invariantnosti preskimajme na priklade pola V= YOy — x0y a
kruznic centrovanych v podiatku. F(z,y) = 22 4+ y? — C = 0 (tu x,y berieme ako premenné, C je
pre dant kruznicu konstanta). Kazda z tychto kruZnic sa d4 zapisat parametricky ako

(z(e), y(e)) = ( (zcose + ysine), (ycose — xsine) )

kde x,y st pre dani kruznicu $tartovacimi bodmi. Pre malé ¢ mozeme pisat cose = 1 a sine = ¢,
teda
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(z(e), y(€)) = (z+ye, y—xe)
Funkcie sa pozdlz toku takéhoto pola menia nasledovne:
f(x(e),y(€)) = fz,y) = fz +ye, y — we) — f(z,y)

~ f(:v,y) + eyO. f — exayf - f(x,y)
E(yazf - xayf)

Q

Teda funkcia splhajtca (yd, f — 29, f = 0) je invariantna vo¢i toku nagho pola. Prikladom takejto
funkcie je napriklad f(z,y) = 22 + y?. Naozaj,

V=V +y°) = (yd, — 20,)(@® + %) = 2yz — 22y = 0

Tato konkrétnu funkciu si vSimnime podrobnejsie - jej ”vrstevnice”, teda krivky na ktorych je
kongtantnd, f(x,y) = 22 + y* = ¢, st préve integréalne krivky n4sho pola, dané v neparametrickej
forme ako F(z,y) = 2% +y?> —c = 0.

5.3.3 Invariantnost funkcie vs vrstevnice

Ked hladame transformaécie, treba mat ujasnené, ¢oho transformaécie vlastne hladdme, ¢o ma ostat
ako celok nezmenené a ¢o sa moZze menit. To samozrejme zavisi od toho, ¢o naSe premenné a
vyrazy z nich poskladané predstavuju.

Mozeme hladat transformdcie v rovine x,y, ktoré zachovavajiu hodnoty funkcie

z = f(x,y) = 2? + y2. V takom pripade samozrejme generator transforméacie navrhneme v tvare
V*(x,y)0» + V¥ (x,y)d, a hladdme funcie V¥, V¥ premennych z,y tak, aby platilo

(V0 +VY0,)f = 0.

Ak ich trividlne rozsirime do 3D ako V*(x,y)0, + V¥(z,y)d, + 00,, mdzeme povedat, ze zacho-
vavaji cely graf funkcie dvoch premennych z = f(x,y) = 22 + y? alebo prinajmensom nulovii
vrstevnicu funkcie troch premennych F(z,y, z), teda plochu F(z,y,z) = 2% + y?> — 2 = 0.

Alebo nds moZno zaujimaju transformécie v priestore x,y, z, vo¢i ktorym je funkcia troch pre-
mennych F(z,y,z) = 22 + y? — z invariantnd (teda by zachovévali jej graf v 4D, aj ked tam uz
tazko vizualizovat), v takom pripade navrhneme generator transformaécie v tvare

Vo (z,y,2)0:.+V¥(x,y,2)0y, +V*(x,y, 2)0, a hladdme funkcie V¥, V¥ V* premennych z, y, 2, tak,
aby platilo (V*9, + VY0, + V#0,)F = 0. Prislusna transformacia bude mat integrélne krivky (v
3D priestore) pozdlZ " vrstevnic” funkcie F(z,v, ), teda na nich bude mat F kongtantni hodnotu.

Ak nam staci najst transformaécie v priestore x, y, z, ktoré zachovavaja jednu konkrétnu vrstevnicu
funkcie F, napriklad F' = 0 (tGto vrstevnicu si vieme vizualizovat, ale nezabtidajme, Ze nepredsta-
vuje hodnoty funkcie F', ale len body z jej definiéného oboru, na ktorych ma F' nulovi hodnotu.),
dostavame vo v8eobecnosti Sirsiu triedu moznosti ako ked pozadujeme zachovanie vSetkych vrs-
tenic funkcie F. V takom to pripade (ak pouZijeme vo vypocte podmienku F = 0), treba eSte
skontrolovat, ¢i na mnozine bodov, kde plati, je splnené VF # 0. Ak je gradient nulovy, potom
”kritérium invariantnosti” (V*0, +V¥Y0, + V*0,)F = 0 splhajt vietky vektorové polia, nielen

F=0
generatory symetrii, a teda toto kritérium nie je pouzitelné.
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5.4 Transformacie v 3D a symetrie algebraickych rovnic

V 3D priestore je transformécii samozrejme viac ako v 2D a daji sa uvazovat bohatsie struktury, o
ktorych v 2D nemohla byt re¢. Parametrizované krivky/ pradnice maja tri zlozky a ich generatory
tieZz. Podme si ukdzat na jednoduchom priklade, ako mozno vyuZit nase infinitezimalne kritérium
invariantnosti. Majme mnozinu bodov v trojrozmernom priestore viazani poziadavkou

F(z,y,2) =2 +y*—2=0 (55)

Z algebraického hladiska ide v (55) o rovnicu pre tri premenné, z geometrického o dvojrozmerni

XHy-z=0

Obr. 37: graf funkcie z = f(x,y) = 2 + y?, alebo stibor bodov,na ktorych je funkcia F(z,y,z) =
2% 4+ y? — z nulova

plochu v trojrozmernom priestore. Ak ndjdeme vektorové polia, ktoré tec¢t ”pozdlz” plochy (55), z
algebraického hladiska ziskame generatory transformaécii, ktoré ndm z jedného riesenia urobia (vo
v8eobecnosti) iné. Pod ”rieSenim”tu mozno rozumiet viac veci. Jednak body, ktorych stiradnice
spliiajii podmienku (55). Ale trebérs aj krivky, ktoré lezia v ploche danej podmienkou (55). Druh4
varianta je osobitne vhodn& ako priprava na neskorsi podnik, totiz hlfadanie rieSeni diferencidlnych
rovnic (rieSenim takych byva vo v8eobecnosti funkcia (teda z geometrického hladiska napriklad
krivka), nie len ¢islo).

N4jdime polia, ktoré tec¢ti pozdiz povrchu daného rovnicou (55). Ziskame tym generatory trans-
formaécii, ktoré zachovavaja plochu ako taki, aj ked body v rdmci nej mozu ”prestavat”. (Ak uz
mame generator, jeho integraciou mozeme ziskat prislusny tok/transforméciu.) Vo vSeobecnosti
pole v 3D m4 tvar

V= V& (z,y,2)0; + VY(x,y,2)0, + V*(x,y,2)0,

Hladame jeho komponenty V*, V¥ VZ ktoré vo vieobecnosti mozu zavisiet od vSetkych dostupnych
premennych z,y, z. Podla infinitezimalneho kritéria invariantnosti mame poziadavky

0=V.VF (56)

F=0

0#4VF

F=0
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Plat{ VF = (2z, 2y, —1), teda gradient funkcie F nie je nulovy nikde, ani na jej nulovej vrstevnici.
Teda na to, aby pole V' bolo symetriou plochy (55), sta¢i aby jeho komponenty V* V¥ VZ* (vo
vieobecnosti funkcie x, y, z) spliali

(VZ0, + VY0, + VZ=0,) (2 + 4y — 2) = (22 V" +2yV¥9, — V?) =0
F=0 z24y2—2=0
Takychto poli je viac.
Jednou z moznosti je V* = y, V¥ = —zx, V? = 0, teda nase staré zname pole generujice rotacie

v okolo osi z, y0; — x0,. Tok tohto pola (transforméciu nim generovana) sme uz videli velakrat,
teraz akurat pribudla tpremennd z, ktora si pole nev§ima a nemeni.

_':i‘:

y
z

cose + ysine

x
1 COSE — T sine
z

Inverzna transformécia (ktort potrebujeme pri transformovani kriviek) je

Il
ISE]

cose — ¢ sine
7 cose + I sine

T
Y
z

Il
IS 3

Nie je tazké sa presvedcit, Ze toto pole ndm z rieSeni vytvara rieSenia v zmysle, Ze ak bod (z,y, z)
patri do plochy (55) (teda splha rovnicu ktorou je dan4), potom aj (&, 7, ) do nej patri.

Skisme teraz transforméciu ”rovnobezky ”na paraboloide, teda krivky

2 + y2 =c z2=c
ktora patri do nasej plochy (vietky body v nej spliajt prislusnt rovnicu). Toto je préave pripad,
ked na8e pole z tejto krivky nevyrobi ni¢ nové, kedze je to prave jeho integralna krivka ktort
nechava invariantnu.

- N

Obr. 38: Voti toku pola yd, — zd, + 00, su krivky z* + y* = ¢, z = ¢ invariantné
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Avsgak aj ”poludnik”na paraboloide, napr. krivka dand ako

lezi v ploche (55). Pozrime sa ako sa pretransformuje tato, a ¢i pretransformovand krivka ostane v
ploche (55) tiez. Novi krivku dostaneme ako obvykle: Vezmeme predpis starej, teda x = 0, z = 2,
a za premenné dosadime ich vlnovkové vyjadrenia z inverznej transformécie. Nova krivka bude mat
vyjadrenie

gZ
cosZe

T =gtan(e) Z=

Splhaja jej body predpis 22 + §> — Z = 07 Hej, pretoze na krivke plati
2 7 _
cosZe

P2+ 9% — 2 = (Jtane)® + 3

X

Obr. 39: Transformécia krivky z = y?, 2 = 0 tokom pola yd, — x8, + 00,.

Samozrejme tu vyberdme velmi nazorné krivky aj polia, ale treba si uvedomit, Ze takyto model
nachadzania novych rieSeni pomocou znamych by mal fungovat aj vo viacerych rozmeroch (pre
funkcie viac premennych), kde metéda ”pozriem a vidim”nefunguje, a takyto algoritmicky postup
(nadjdi pole ktoré respektuje zadani podmienku, nechaj jeho tokom odtiect nejaké jednoduché
rieSenie, pozri sa ¢ nedostdvas nejaké nové) sa moze velmi zist. Nehovoriac o situdcii s diferenciél-
nymi rovnicami.

Vyskisajme ete aspoir jedno vektorové pole zachovavajtice tvar (55), teda spliajtice (56). Na-
priklad pole 00, + 9, + 2y0. patri do takej kategérie. Najdime jeho integralne krivky a pozrime
sa, €o robi trebars s koncentrickymi kruznicami po obvode paraboloidu, s ktorymi rotacie okolo
osi z nerobili ni¢ badatelné (prisne vzaté prestvali ich body, ale v rdmci tej istej krivky). Hladdme
funkcie x(¢), y(€), z(€), pre ktoré plati

dx dy dz
z(0) == y(0) =y 2(0) ==
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RieSenim st integralne krivky

Z=x(e)=x g=yle)=y+e Z=1z2(€) = 24 2ye + €2

Pozrime sa, ¢o robi takyto tok s ”rovnobezkami”, teda krivkami 22 + 32 = ¢, z = c,kde ¢ je
konstanta pre dant krivku. Ako obvykle, potrebujeme v zadani krivky, ktorej transformaciu ska-
mame, vyjadrit staré premenné x,y, z pomocou novych Z, 7, Z. Preto je potrebnd inverznd trans-
formacia, teda

rT=2a Yy=1y—¢€ z=7%—20e+ €

Krivka dand rovnicami
z? + y2 =c zZ=c
sa transformuje, odplavi na tvar
Pr@-ei=c Z—2je+ e =c
Nie je tazké overit, 7e body takejto krivky spliaji rovnicu 2 + 42 — 2 = 0, teda 7e patria do
paraboloidu.

a?4+yP—z2=0
—

2+ (y—cf =1
ey =1
(pre € =0.5)

x

Obr. 40: Transformécia krivky 22 + y? = 1, z = 1 tokom pola 09, + 9, + 2yd..

D4 sa najst eSte mnozstvo veci ktoré si ¢itatel moZze na tomto priklade vyskagat. Napriklad po-
hladat dalsie symetrie, ich generdtory a toky, vyskagat transformdaciu dal§ich kriviek na naSom
paraboloide atd.

5.5 Transformacie v jetovom prietore

Doteraz sme si ilustrovali symetrie objektov popisanych algebraickymi rovnicami, a ukazali sme
si, ako sa pomocou symetrickych transformadcii (tych, ktoré dany objekt nechaji ako celok nezme-
neny, aj ked azda premiesaju jeho body) daja z rieSeni rovnice najst dalSie rieSenia. Kedze sme
pouzivali najmé priklady, kde sa jednalo o jednoduché algebraické rovnice a maly pocet rozmerov,
sila metody bola ilustrovand tam, kde ju vyrieSenie ulohy aZ tak nepotrebovalo. Z didaktického
hladiska je v8ak azda lepSie zozndmit sa s novou metédou tam, kde jej s predstavenie mozu do-
prevadzat staré zndme pojmy a predstavy. V tomto duchu budeme este chvilu pokracovat - aby
v Case, ked sa dostaneme k trochu abstraktnejsim problémom, uz bolo aj ovladanie symetrickych
generatorov, ich tokov a vplyvu na rozlicné objekty vecou rutiny.
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5.5.1 Transformacia bodov vs transformacia grafu funkcie

Uz sme sa zaoberali transformaciou bodov roviny a tym indukovanou transformaciou kri-
viek leziacich v tejto rovine. Tieto krivky ¢asto mohli zodpovedat grafom funkcii?*. Onedlho
sa budeme zaoberat otazkou, aka transformdcia sa indukuje na derivicidch tychto funkecii.
Rozsirenie transformécii na derivacie funkcii n4m poméha rozsirit geometrické metédy z al-
gebraickych rovnic aj na diferencialne. Aby sme to mohli urobit hladkym nadviazanim na
algebraicku cast, zhriime si este raz zaklady z transformécii funkcii indukovanych transformaciami
na priestore zavislej a nezavislej premenne;.

Spomenme si, ako postupujeme, ak mame zadant transformaciu bodov v rovine

(@, y) — (z(€), y(e)) = (2, ¥) (57)

a chceme najst generator tejto transformacie. Najprv si ujasnime, kde posobi: na premennych
z,y. Teda ¢akame nieco v tvare 23

V =¢€(x,y)0: + d(x,y)d, (58)

Jeho komponenty &, ¢ modZu vo vSeobecnosti zavisiet od vSetkych dostupnych premennych (x,y) a
ziskame ich derivaciou zloziek krivky (x(e),y(€)) podla parametra a vycisleni v e = 0:

€ o= (2.2

(59)

e=0

Spomenme si ete ako postupujeme, ak mame zadani transformaciu funkcie

(z,y) — (2,9(2)) (60)

a chceme néjst generdtor tejto transformicie. Vieme spiitne zrekonstruovat generator
transformacie bodov na priestore nezavislej a zavislej premennej, ktora urobila uve-
dent premenu grafu funkcie (60)? Stile sa jedné o transforméciu premennych z, y, teda ¢akame
nieco v tvare V = &(z,y)0r + ¢(2,y)0y, kde komponenty &, ¢ ziskame derivaciou zloziek krivky
(z(e),y(e)) podla parametra a vy¢isleni v e = 0.

Teraz vSak y na transformovanom grafe funkcie (z ktorého ideme ziskat informacie o komponen-
tach generatora) nie je nezdvisld premennd! Teda ocakévame, Ze komponenta ¢ bude vyjadrena
cez kombinaciu komponenty & a miery toho, ako zavisld premennd y stvisi s nezavislou x. Neza-
budnime teda, ¢o tu vyzaduje Gplné derivicia podla e, totiz Ze § zavisi od € jednak ”priamo” (tito
zévislost budeme v dalom skrdtene oznacovat @) a jednak cez & (deriviciu y podla z budeme
oznacovat skratene y,)%%. Potom y-ov4 zlozka hladaného vektorového pola, teda tplné derivécia
zavislej premennej podla parametra transformécie, vycislena v jeho nulovej hodnote € = 0, bude

6= dy [0y n Oy dx
de ) |._o Oe  Ox de
24Nie kazd4 krivka je grafom explicitnej funkcie, ale méZeme mat implicitné zadanie, alebo nato&it osi tak, aby
dand &ast krivky mohla zodpovedat grafu jednozna¢nej funkcie.
257riekli sme sa tu oznadenia komponent ako VZ, V¥, To sice malo velki vyhodu v tom, Ze jasne naznacovalo, o
ktort komponentu sa jednd, ale s ohTadom na to, &o bude ¢asom nasledovat (derivovanie podla viacerych premennych
s dal§imi indexmi...) je hddam ospravedlnitelnd snaha zbavit sa aspon tych indexov, pri ktorych sa to d4 urobit
takto lacno

26 Aby sme potom nehladali vinovky kde ich uZ netreba, nezabudnime, %e (popri tom, Ze st to len oznadenia tam,
kde potrebujeme rozlisit veci pred a po transformdcii) pre e — 0 mdme & — z, § — y.

:QerxE

e=0

72



S tymto ujasnenim, generdtor transformécie (60) méa komponenty

e=0

(& ¢) = <d”;<€> diz?)

Upozornime tu eSte na veli¢inu, ktorti sme skratene nazvali @) a ktord bude hrat velka rolu aj v

dalsom
_ (%
Qz,y) = (86)

Budeme ju volat charakteristikou pola V. Kéduje priame posobenie pola na zlozky zodpove-
dajlce zavislym premennym (tu: priama transformécia y tokom pola, teda odplavenie o €). Pole s
nulovou charakteristikou netecie v smere zavislych premennych (tu y), teda nepdsobi na ne expli-
citne. Samozrejme to neznamenad, ze grafy funkcii nijako nezdeformuje, kedZe aj zavislé premenné
zévisia od transformadcie cez svoje argumenty.

= ¢($, y) - y1€($7 y) (62)

e=0

5.5.2 Diferencidlne rovnice - geometricky pohlad

Geometricky pohlad sa d4 uplatnif aj pri diferencidlnych rovniciach, ktoré sa daju
predstavit ako (nad)plochy v priestore nezavislych premennych, zavislych premen-
nych, a derivacii zavislych premennych. Rozmer zodpovedajici ”derivicidm zavislych pre-
mennych”je trochu menej zazity, ale zas taky velky skok v abstrakcii to nie je. Takyto priestor
roz$ireny o polozky zodpovedajice vSetkym potrebnym derivacidm podla vetkych relevantnych
nezavislych premennych, a7z po najvyssi relevantny n-ty rad budeme volat n-ty jetovy priestor
a oznactovat J(™. Matematici k nemu majt vela ¢o povedat korektnejsie ako je uvedené tu. Po-
vodny priestor zavislych a nezavislych premennych sa da chapaf ako nulty jetovy priestor J(©),
kedZe najvyssia derivécia je tu nultd. Plati prirodzene

Jm 5 g 5 5 g

V pripade obycajnej diferencidlnej rovnice prvého radu, kde x je nezavisld premennd, y je funkcia a
Y. jej derivacia, mame touto rovnicou zadant plochu v trojrozmernom priestore s osami x, y, y,.. Je
to zaroven jediny typ rovnice, kde mame k dispozicii plna vizualizaciu. Totiz uz obyc¢ajné diferen-
cidlna rovnica druhého radu v spomenutych premennych bude vyZadovat §tvorrozmerny priestor
s osami I, ¥, Yz, Yzz. Parcidlne diferencidlne rovnice st na tom ¢o sa poctu rozmerov tyka eSte
zlozitejsie. To nés v8ak nemd preco odradit. Nakreslit §tvrti nezdvisli os nevieme, ale pridat k
trom zlozkdm nejakého objektu (krivky, vektorového pola...) dalsie a dalsie je len otdzka vicSej
spotreby Casu a papiera.

Este sa opytajme, naco by to mohlo byt dobré. Preco takto otvarat novy rozmer, uvazovat ”vy-
gsie” priestory J(™), ked nakoniec aj tak chceme rie§enia diferencidlnych rovnic v prozaickom svete
”dole”, v priestore zévislych a nezévislych premennych J(©? Lebo aj niektoré veci ¢o st ”dole”je
lahgie najst z nadhladu. Diferencidlna rovnica sama o sebe nepredstavuje nejaky geometricky atvar
v priestore J(©. Ale predstavuje ho vo ”vy&Som”priestore J(™. A akondhle mame nejaky mate-
maticky objekt (v tomto pripade diferencidlnu rovnicu), reprezentovany ako hladky geometricky
objekt (v tomto pripade ako nejakt (nad)plochu v J(™), mézeme sa pytaf na jej symetrie - na
transformécie, ktoré ju ako celok zachovavaju - a nasadit celd maginériu, ktord je tak k dispozicii.
RieSeniam rovnice (resp. grafom rieSeni) zodpovedaji nejaké Gtvary v priestore zdvislych a neza-
vislych premennych J(©) (pre obyc¢ajni diferencidlnu rovnicu prvého radu su to krivky), a tymto
zodpovedaji nejaké objekty premietnuté do vyssieho jetového priestoru J™. Je tu nadej, ze vek-
torové polia zachovévajtce plochu zodpovedajicu diferencidlnej rovnici potom buda mapovat taky
objekt (vo svete "hore”) zodpovedajici rieSeniu na objekt zodpovedajici (vo vSeobecnosti inému)
rieSeniu. Co by e$te neznamenalo privela, keby nebola aj nadej, Ze aspoii niektoré vektorové polia
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z jetového priestoru maju svoje projekcie do vektorovych poli v priestore zavislych a nezévislych
premennych. Najst vektorové polia, ktoré zachovavaju nadplochu v jetovom priestore, a vediet ich
spustif na ”dolny svet”znamend najst generdtory transformdcii mapujtacich rieSenia na rieSenia.
To sa len tak nezahadzuje.

Co treba urobit:

e reprezentovat diferencidlnu rovnicu pomocou zodpovedajicej algebraickej ako (nad)plochu
v jetovom priestore J (™)

o predlzit grafy funkcii z J© na vhodné grafy na J™
o predl7it vektorové polia na J(® na vhodné vektorové polia J()
e vyuzit na J™ celti geometrickdt maginériu, po akej situdcia vola

e 7spustit”cell ziskant korist do J(©)

5.5.3 Diferenciilna rovnica ako (nad)plocha v jetovom priestore J™)

Reprezentovat diferencidlnu rovnicu ako (nad)plochu v jetovom priestore J (") jednoducho zna-
menad, ze derivacie zavislej premennej si predstavime ako dalSie premenné v priestore s prisluSnym
rozirenim. Ako bolo povedané, vizualizicia sa d& urobit len pre obycajné diferencidlne rovnice
(jedna zévisld a jedna nezdvisla premennd) prvého radu (len jeden typ derivécie), vypoctovd me-
téda funguje aj pre parcidlne diferencidlne rovnice mnohych radov, dokoncy pre ich systémy.

plocha predstavuijtica
diferencialnu rovnicu

Jetovy priestor

e = 2@
e (x.¥: %)

Obr. 41: Rovnica y, = 2x ako geometricky objekt v jetovom priestore.

5.5.4 Predlzenie grafu funkcie v J(© do jetového priestoru J("

Rozsirit graf funkcie (tvar v priestore zavislych a nezavislych premennych) do jetového priestoru
J™ znamen4 jednoducho pridat zlozky zodpovedajice prislusnym derivicidm - vietkych radov
aZz po n-ty. Tomuto roz$ireniu funkcie f sa niekedy hovori n-té predfzenie. Budeme ho oznacovat
pr” f. V tomto zmysle nulté predlzenie je povodnd funkcia pr®f = f.

Rozmer n-tého jetového priestoru zavisi od poc¢tu moznych derivacii rddu n a menej, teda je za-
visly od po¢tu nezavislych premennych. Napriklad graf funkcie y = f(x) méa vo svete ”dole” zlozky
(z, f(z)), a v 3 rozmernom jetovom priestore J() bude mat zlozky (z, f(z), f.(z)). Ak je priestor
nezdvislych premennych rovina x, y, zavisld premennd je z = h(x,y), a mame docinenia s parciél-
nou diferencidlnou rovnicou prvého radu, potom potrebujeme rozsirenie do 5 rozmerného priestoru
JM). Graf predizenej funkcie pr'h tam ma zlozky (x,y, h(z,y), ha(z,7), hy(z,y)). Ak mame do-
¢inenia s funkciou jednej premennej, ale vyssimi derivaciami, napriklad s druhou, bude potrebné
rozsirenie (x, f(x), fo(), foz(2)), teda druhé predizenie do 4 rozmerného J2) .
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Yo = 22
, Yx
(e=2z) N (y=27) ‘

Jetovy priestor
(x,¥: ¥x)

Yx

(ye=22) N (y=2")

Jetovy priestor
(x.¥.:)

' RN

Obr. 42: Rozsirenie (”zdvihnutie”) grafu funkcie y = 2% do jetového priestoru.

5.5.5 PredlZenie vektorového pola do jetového priestoru

Pozname uz vektorové polia V= £0, + ¢0y a ich toky teClce na JO | kde transformuji body
(a teda aj grafy funkcif) v rovine z,y. Ako vyzeraji polia predfZené do jetového priestoru
JU, nazvime ich prlv, ktorych toky transformuji body v priestore J(!) so stiradni-
cami z,y, Y, ?

Na to, aby sme nie¢o nasli, je ¢asto dobre ujasnif si, aké mame na to poziadavky. Vektorové
polia, ako ich mame definované, sa daji chapat ako operdtory na funkcidch (parcidlne derivacie
stojace na mieste bazovych vektorov velmi pomahaji takémuto ndhladu). Na nasom J) zrejme
tec¢ toky vektorovych poli typu W*9, + W¥0, + W¥=9,_, kde zlozky W* W¥ W¥ mbzu vo
vSeobecnosti zavisiet od v8etkych dostupnych premennych T, Y, Yo A posobla na funkcie na Jeto—
vom priestore zévisiace od tychto premennych. Predizené polia pr 1y majice svoj povod v J©

bud tvorit podmnozinu tychto. Ich zlozky buda zavisiet len od x, y. Dolezité je, aby konmstentne
posobili na podmnozinu funkcif na jetovom priestore tvorent predizeniami funkcii zdola, pr' f.

Predlzené vektorové pole pr1V by malo na predizeni funkcm pr! f pdsobit konzistentne v tomto
zmysle: Ak na priestore J(© transformujeme tokom pola V funkciu f a potom ju takto trans-
formovant predizime do jetového priestoru J™), malo by to byt to dopadnif rovnako, ako ked
funkciu f najprv predfzime do J) a tam transformujeme tokom predf#neného pola pr!V.

Teda stratégia pri hfadani algoritmu na najdenie predfZenia pola by mohla byt takéto:
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e Vezmime na J© nejaké pole V = €8, + ¢d,. Jeho hladané predizenie oznacme pr!V.
Kedze jeho tok bude posobif na J) so stradnicami z,v,y,, ¢akdme ho v tvare pr'V =
€0y + ¢0y + ®70,,, . Dolezité bude néjst komponentu &% (z,y) ¢o pribudla.

e Skamajme, ako sa pri transformdcidch funkcie y = f(x) v priestore z,y tokom pola V trans-
formuj predizenia funkcie pr! f v priestore z,y, y., teda skimajme z(¢), y(¢), y.(¢), kde y a
1y, Nie s nezavislé, ale st funkciami premennej x, a to vzajomne konzistentne ako aj znacenie

napovedd, teda y = f(z), yz = foz(x).

e Néjdime generator tejto transformécie, teda poderivujme (plnou, totdlnou derivéiciou) po-
dla parametra a vyc€islime v € = 0. Toto by mali byt komponenty nasho_ hladaného pola
per Prvé dve komponenty buda zrejme totozné s tymi ktoré malo pole V prave tak ako
prvé dve komponenty predizeného grafu pr!f boli len képiou komponent grafu f. Novinkou
je komponenta ®*(x,y) ¢o pribudla.

Podme teda podla naértnutej stratégie predlzovat pole V= &(z,y)0y + ¢(z,y)0,. Jeho tok trans-
formuje body na nultom jetovom priestore J°, v rovine (x,y) — (Z,7) = (x(¢), y(e€))
a teda aj grafy, krivky

(z, y(x)) = (2, 9(Z)) (63)

Transformécia (63) indukuje aj transforméaciu na prvom predizenom jetovom priestore J':

(@,y(2), yo (x)) = (2,9(7), 92(Z)) (64)

Derivovanim podla € a vy¢islenim v € = 0 dostdvame komponenty zodpovedajiiceho generdtora
transformécie na prvom jetovom priestore .J!

prlv ={(z,y)0, + o(x,y)0y + % (,y)0y, (65)

ktorého komponenty &(z,y), ¢(z,y), ®*(x,y) ndjdeme ako

o (442 2, )

_(daE 8y 0jdi 95 agid:z)

e=0

de’ de O de’ e = OF de

e=0

:(57 Q + &ya, DzQ+§yzr)

= (67 ¢a Dz(¢_£yz>)+£ywz)

Prvé dve komponenty st tie, ktoré malo pole V. Komponentu, ¢o pribudla predizenim do jetového
priestoru, sme nazvali ®*, aby ladila s bazovym 0,,, . 27

D, Q je totalna derivacia charakteristiky podla nezavislej premennej.

27U% azda zagina byt jasné, prefo sme pred ¢asom premenovali V¥ na ¢. Symboly typu V¥ pripadne s neskor
potrebnymi oznateniami derivécii, napriklad V2**, Vi/"*, ... atd st trochu nepohodiné.
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d

= ——(#(2,y) = &z, 9)y)

0z d (0
ra-(2)-4(2)

Oc ) |._y dT \Oec
Na konci (66) sme vSetko prepisali cez komponenty pdvodného pola &, ¢, aby sa ukézala savislost
medzi komponentami V' a pr!'V. Je viak velmi vyhodné pouzivat aj charakteristiku (), osobitne
ak budeme predlzovat do eSte vyssich jetovych priestorov.

e=0

Zovieobecnit postup do vyssich jetovych prietorov J™ | kde n zna¢i najvyssi rad derivacie uz
nie je principidlne tazké, len vypoc¢tov pribiida. Predizenia grafov funkcii budti mat oproti pévod-
nym grafom prislugné zlozky naviac (z,y(z), yz(2), Yz (), ...). Transformaciou na priestore .J(©)
zévislych a nezavislych premennych sa indukuje transformécia aj na J(

(@, y(@), Y2 (@), Yo (), ) = (&, §(T), 92(7), G2z (2), ) (67)

PredlZenie pola V do jetového priestoru J(™ teda pole
pr"V = €9, + ¢8, + %0, + &9, + ...

s komponentami £(z,y), d(z,y), P*(x,y), **(x,y), je konStruované ako generdtor transformadcie
(67), teda jeho komponenty dostaneme tak, ze derivujeme kazdi zlozku predizeného grafu podla
€ a vycislime v e = 0.

di(e) dile) dyz(e) d*Pzz(e
0.0 0, )= (EQ, WO 4O Fimld )

e=0

5.5.6 Pripad viacerych zavislych a nezavislych premennych

Uvedme si tu eSte zov8eobecnenie na pripad viacerych nezavislych a zévislych premennych a pri-
slusnych jetovych priestorov?®. Viacero nezdvislych premennych sa vyskytuje v parcidlnych dife-
rencidlnych rovniciach, viacero zavislych premennych v previazanych systémoch diferencidlnych
rovnic. V principe ide len o pridanie prislusnych osi do priestoru J©) (priestor nezavislych a zavis-
Ijch premennych) a samozrejme tieZ obohatenie priestoru J(™ o rozmery zodpovedajtice vietkym
moznym derivacidm radu mensieho az rovného n. S tym ide pridanie prislusnych zloziek vekto-
rovych poli a ich predizeni. V podstate sa v3ak len v algoritme na prediZenie pola (68) objavi
sumovanie cez vSetky moznosti, teda principidlne ni¢ nové.

Nech nezivislé premenné sa x*, i = 1, ..., p, zavislé premenné y®, a = 1, ..., g. Teda priestor
J© je p 4 ¢ rozmerny. Priestor J) je p + ¢ + pq rozmerny (p + g rozmerov je samozrejme kvoli
J©) ktoré zahffia, a pq kvoli poctu prvych derivacii ktoré sa daji uvazovat. A tak dalej.

Polia na priestore J(© budt mat p 4+ ¢ komponent

P q
V=3"60+3 ¢°0y0 =0+ ¢°0,0 (69)
=1 o

=1

28V tychto situdcisdch uz plna vizualizicia nie je k dispozicii, ale &itatelov s averziou k troche abstrakcie sme uz
stratili davno.
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Nase pole ma teraz tolko charakteristik kolko je zavislych premennych:

p
QY =¢™ =) &y =¢* — &y (70)

i=1

Skratka y& zna¢i derivaciu y® podla . Predizenie pola do n-tého jetového priestoru J (") teraz
bude mat prislusne vela komponent:

P q q
V=3 804> %0+ Y > 0 T0ye = E0; + ¢%00 + BT Oye (71)
i=1 a=1

a=1 T

Sumuje sa cez v8etky nezavislé a zavislé premenné (sumy cez i a «), a cez vSetky mozné derivacie
podla nezévislych premennych (suma cez multiindex 7). Znamienok sumovania je v8ak privela, v
stlade s konvenciou ich budeme vynechavat s tym, Ze implicitne sa o¢akiva sumovanie cez opako-
vané indexy.

Konkrétne komponenty predlzeného pola ®*Z dostdvame podobne ako v pripade jednej zévis-
lej a jednej nezavislej premennej, len nezabtidajme 7e teraz existuje charakteristika Q¢ pre kazda
zavisli premennd y® a na presumovanie cez nezavislé premenné kde je potrebné:

o> = DrQ* + &'yl = Dr(¢™ — E'yi) + E'yfg (72)

5.5.7 Kritérium infinitezimalnej invariantnosti pre diferencialnu rovnicu

Vratme sa k dovodom, preco veci ako funkcie s grafmi na J(©, vektorové polia s tokmi na J(©
predlzujeme do jetovych priestorov J(™. Dévodom je, ze diferencidlna rovnica n-tého radu ma
v takom priestore prirodzent reprezenticiu, tvori tam akisi (nad)plochu. Riesenia diferencialnej
rovnice zrejme budt mat predlZenia leziace v tejto nadploche a predlzenia vektorovych poli buda
ttto nadplochu zachovavat, len budt azda prestvat jedno predizené riegenie na iné. Mame néadej,
7e v jetovom priestore bude pomerne lahké najst takéto polia. Ak sa nam z nich potom podari
spitne zrekonstruovat ich nepredlzena verzia, mame pole na J(©) mapujtce rieSenia na riefenia -
spdsob, ako z jedného urobit (mozno) iné.

Pracujme najprv znova s jednou zdvislou a jednou nezdvislou premennou. Chceme néjst vekto-
rové pole V= €0z + ¢0y na priestore J (0) priestore nezéavislych a zavislych premennych, ktorého
n-té predlzenie pr”V bude na priestore J() generovat taky tok, ktory nechd invariantnd plochu
zodpovedajicu diferencidlnej rovnici n-tého rddu. Komponenty £(z,y), ¢(x,y) takého pola st pre
nas nezname. Poziadavka, aby jeho predizend verzia (ktord, ako sme videli, sivisi s tymito hla-
danymi komponentami) zachovéavala nadplochu zodpovedajtcu diferencialnej rovnici, ndm doda
podmienky, ktoré maji hladané komponenty spliat.

Nech F(x,y, Yz, Yzz---) = 0 je nasa diferencidlna rovnica n-tého radu. Je geometrickym ttva-
rom v priestore J™ so stradnicami z,y, Yz, Yzs-.., kam patri definiény obor funkcie F. Rovnica

predstavuje nulovi vrstevnicu tejto funkcie.

Skontrolujme poziadavku

VF = (9,F,0,F,0, F,8, F,..) #(0,0,0,0,...)
F=0

Ak nie je splnend, nasa metdda nie je spolahliva. Ak je, pokracujeme.

78



Nasadenim kritéria infinitezimélnej invariantnosti najdime polia na J) ktoré zachovévaji nad-
plochu F(x,y, Yz, Yzz--.) = 0. Zo vBetkych poli, ktoré te¢i na J™) chceme len tie, ktoré st pre-
dlzeniami poli z J(©). To d4va obmedzenie na ich komponenty - mozu zavisiet len od premennych
z JO),

0=pr" VF (73)
F=0

= (&0, + 90y + ®%0,, + %0y, + ...)F
F=0

Nezabudnime, Ze komponenty &, ®77 ... st poskladané z komponent &, ¢ a ich derivacii. Mame
teda podmienky, ktoré maji komponenty hladaného porla V na J© splnit. Je pravda Ze st to vo
vSeobecnosti samy osebe diferencidlne podmienky. Ale ¢asto jednoduchsie nez povodnd diferen-
cidlna rovnica.

Ked méme hladané pole {0, + ¢0,, ndjdime tok ktory indukuje na priestore J 0), Ak méame
nejaké rieSenie naSej diferencidlnej rovnice, tento tok ndm ho odplavi na (vo v8eobecnosti) iné.
Aj ak rieSenie nemame Ziadne, mat generdtor symetrie rovnice sa oplati - lebo ndjdenim jeho
integralnych kriviek vieme niekedy odhadntf nové stradnice, v ktorych by rovnica mohla byt
lahsia.

5.5.8 Priklad: Diferencialna rovnica v jetovom priestore

Celé to azda znie abstraktnejSie nez sa patri, ukdzme si to na konkrétnej situdcii. Opét volime
jednoduchy priklad, ktory by sme vyriesili aj bez masinérie s ktorou sa zoznamujeme - ale prave
zoznamovaci proces predsa vold po prikladoch, kde ndm davna sktisenost moze robit garde.

Vezmime rovnicu y, = 2x. Ako obvykle, y, je skratené oznacenie derivacie podla z. Teda x je
nezavisld a y zavislad premennad, a jedina relevantné derivacia pre tcely stvisiace s nasou rovnicou
je yu. Jetovy priestor J) teda bude pozostavat z 2D priestoru ("svet dole”, J(O)) so stradnicami
x,y a 1D rozsirenia, ktorému zodpoveda rozmer ostradnicovany cez y,.

Nasa diferencidlna rovnica je v tomto rozsirenom 3D svete reprezentovana plochou
F(2,y,Yz) = Y2 — 20 =0

¢o je jednoducha naklonend rovina. RieSenia nagej diferencidlnej rovnice st nejaké krivky v J(©,
ktoré maji svoje zodpovedajtce predlzenia na ploche zodpovedajiicej rovnici. Samozrejme tvarime
sa, ze zatial nepozname vsetky rieSenia, aj ked, ako uz bolo spominané, ukazujeme si metédu na
priklade, ktory po nej az tak nevola. To, ze ich v skuto¢nosti vieme v tomto pripade uhadnut, nech
nam len na konci pomdZe overit, ¢o sa deje. A tiez ujasnit si zopar veci eSte aj o tomto notoricky
znamom pripade rovnic.

Gradient (v jetovom priestore) funkcie F nie je nikde nulovy:
(O, Oy, Oy, VI = (0, Oy, Oy, )(yz — 22) = (=2,0,1) # (0,0,0) (74)
takze infinitezimalna podmienka invariantnosti pr117F\ rF—o = 0 bude postacujicou pri hladani

symetrie. Najdime polia, ktoré zachovavaji rovinu y, —2x = 0. Vlastne hladdme symetrie "nulovej
vrstevnice” funkcie F(z,y.y,) = y» — 2. Samozrejme hladdme len také polia

priV = €8, + ¢d, + 9,

v jetovom priestore J(), ktoré vznikli predlzenim vektorovych poli z J(© kde posobia polia typu
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lebo len tie budeme vediet (za predpokladu ze ich ndjdeme) spustit naspiit na J(© a tam pripadne
pouzit na hladanie novych rieSeni a pod.

Teda komponenta & predizeného pola bude D, (¢ — £y,) + EYue, Pricom &, ¢ zévisia od (z,y) a y
je na rieSeniach funkciou .

Nezabudnime teda pri derivovani na funkéné zavislosti &(x,y), ¢(x,y),y(x). Derivdcie budeme

oznacovat spodnym indexom.

0=pr! VF
F=0

= (£0z + 90y + @79y, ) (yz — 22)

Yo —22=0

= -2+ O
=26+ Dy(9 — €Y) + Y

= _2£ + ¢m + (byym - gzym - gy(ym)Q - gyww + fymz

0= (*26~ + (,ZSz) + (d)y - fm)yz - Sy(yz)z

V priestore J(I) sa jedna vlastne o polyném (vo vieobecnosti vo viacerych premennych) rovny
nule. Teda kazdy moném musi byt nulovy zvlist, a tak ziskavame tri poziadavky na komponenty

§(x,y), oz, y):

(Z) 0= _2€ + ¢
(44) 0=0¢y—&
(1) 0=—¢

Poslednd (iii) ndm hovori, ze & nezédvisi od y, teda & = &(x). Ak (i) poderivujeme este raz podla y
a (ii) poderivujeme podla x a zvdzime nezavislost £ od y prichddzame k podmienkam

¢xy = 2§y =0
¢yz =0= gmx
Vidno, Ze £ je nanajvy$ linedrnou funciou z, a koeficienty nemozu zavisiet ani od y
E=ax+b

Este poderivujme (ii) podla y

Pyy = Eay =0
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Odtial je jasné, Ze ¢ je nanajvys linearnou funkciou y, ale koeficienty e$te mdzu byt funkciami x
¢ = a(z)y + B(x)

. Spitnym dosadenim do (i), (ii) prideme postupne k nasledujicemu vSeobecnému tvaru pre kom-
ponenty hladaného pola:

E=ar+Db

¢ = ay + az® + 2bz + ¢

Teda pole, ktorého predizenie zachovava diferencidlnu rovnicu 3, — 2z = 0 ma tvar

V = (ax + b)d, + (ay + ax® + 2bx + )0y

kde a,b,c st lubovolné konstanty. Inak povedané, je linedrnou kombinéciou (so spomenutymi
koeficientami) troch symetrie generujtcich poli

V =a(zd, + (y + 2%)9,) + b(0y + 220,) + 0,

Ozna¢me si tieto polia VI, VI VIII g pozrime sa na ne blizgie. Osobitne na to, ¢o robia s
rieSenim rovnice.

VI =20, + (y + 229,
VI =9, + 220,

VI = g,

V ramci sktsky spravnosti skontrolujme, ¢ predizenie kazdého z poli naozaj zachoviva plochu
zodpovedajiicu diferencidlnej rovnici y, — 2z = 0, teda ¢ kazdé splia kritérium infinitezimalnej
invariantnosti. Upozornime tu na fakt, ze najst predizenie ziada len aplikovat algoritmus (66), ¢o
je pri teraz uz zndmych komponentach pola len vec mechanického derivovania.

priV! =20, + (y + )0y + (Du(y + 2% — Ys) + 2Yu)0y,
=20, + (y + 20y + (Yo + 28 — Yo — TWw + TYra) Oy,
=x0, + (y + $2)8y + 220,,

privIil =9, + 200y + (D (22 — 1yz) + 1Yz2)0y, = Ox + 220, + 20,,

pr'VH! =9, + D,(1)8,, = d,

81



prlvl(yw —2x) = [x0, + (y + 332)8y + 220, ](y. — 22) = [-2z + 2z]
Yz —22=0 Yo —22=0 Yo —22=0
pri VI (y, — 2x) = [0 + 220, + 20, ] (y2 — 22) =[-2+2] =0
Yo —22=0 Yo —22=0 Yz —22=0
prlvnl(yz — 2m) = [ay](yx — 2x) = [0] =0
Yo —2x=0 Yz —2x=0 Yz —22=0

Skuska spravnosti teda prebehla dobre pre vSetky tri polia. Teraz sa pozrime, aka transformaciu
(tok) buda robit na rovine x, y, a konkrétne ¢o budi ich toky robit s jednym riesenim diferencilne;
rovnice, y = 2.

Podme sa teraz pozriet na toky(z,y) — (Z,9)) indukované polami Vi vy

Tok indukovany polom VI = zd, + (y + 2?)0, ndjdeme inetgraciou jeho komponent

dr dy 2
T T de y+x
z(0) == y(0) =y
RieSenim je
x(€) = & = xe* y(e) = j = x?e*

Aby sme splnili y(0) = y, polozime y(0) = 22(0). Zrejme funkcia y = 22 bude nejako vyznaén4 pre
toto pole. Jej graf je integralnou krivkou, a transformécia indukovand polom VI ju zrejme necha
v povodnom tvare, ale skontrolujem si to aspon pre precvicenie:

Inverzna transformécia potrebnéd pre dosadenie do transformovanej funkcie je z(Z,3) = Ze™c.
Dosadme do

5(7) = [2(z,9)]e*

— (i67€)2€26 — j'j2

Funkcia y = 2? je naozaj invariantna pri toku pola V!. Pole V! ndm neporusi takéto riesenie
diferencidlnej rovnice, ale ani z neho nendjde ni¢ dalsie.

Tok indukovany polom V=9, + 2x0, najdeme inetgraciou jeho komponent

dx dy
de de “
z(0) =z y(0) =y
RieSenim je
z(e)=F=xz+e yle) =7 =y+2ze+é

Pozrime ako transformuje graf funkcie y = x2:
Inverzna trnasformécia potrebnd pre dosadenie do transformovanej funkcie je x(Z,9) = & — e.

Dosadme do

§(7) = y(x(2,9)) + 22(Z, §)e + €
=(@—€?+2@F—¢)+e =7
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Funkcia y = 22 je invariantna aj pri toku pola V1. Ani toto pole V! nam neporusi takéto riesenie
diferencidlnej rovnice, ale ani z neho nendjde ni¢ dalsie.

Tok indukovany polom V! = 9, nijdeme integréciou jeho komponent

dx dy
= = — =1
de 0 de
z(0) =z y(0) =y
RieSenim je
() ===z yle) =y =y+e

Pozrime ako transformuje graf funkcie y = x2:
Inverzna trnasformacia potrebnd pre dosadenie do transformovanej funkcie je mimoriadne jedno-

duchd z(z,y) = Z. Dosadme do

Funkcia y = 22 sa pri toku pola VI transformuje nasledovne:

2 Jos ~
y(@) =a° «— (&) =T +e
Teda ak y(x) = 2?2 riesi diferencialnu rovnicu y, — 2z = 0, riefi ju aj y(x) = 2% + ¢, kde ¢ je ko-
nStanta! Stard znama integra¢nd konStanta je teda prejavom istej symetrie. Generatorom je pole
0y generujlice posunutia v smere osi y, ¢o tu déva naozaj ndzorny zmysel, kedze nase nové riesenia
y(z) = 2% + ¢ st oproti povodnému rieseniu y(z) = 22 len posunuté v smere osi y.

Yr = 2T plocha predstavuijica diferencialnu rovnicu

(ye=2z) N (y=2"+¢)
krivky zodpovedajlce
rieSeniam v jetovom
priestore

Jetovy priestor
(% ¥: %)

rovina x,y predstavuje priestor

a2
y=z te nezavislych a zavislych premennych

riesenia diferencialnej rovnic
v priestore nezavislych a za
premennych

Obr. 43: Rovnica y, — 2z = 0 ako geometricky objekt v jetovom priestore.
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Pozorovanie, ze za integra¢nymi konStantami je nieco hlboké, umoZihuje precviéit si na tomto
trividlnom priklade metédy, ktoré nadobtidaji omnoho vicsiu uzitocnost tam, kde uz vizualizacia
a skusenost nie st k dispozicii ako sprievodcovia. Tu celd maSinéria vyznievala ako lov pstruhov
harptnou - ale nakoniec harpinu treba vziat prvykrat do ruky davno predtym, ako sa pustime za
zralokmi.
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