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Tento výber matematických nástrojov sa orientuje na tie, ktoré sa veµmi osvedèili vo fyzike a
technických vedách. Viaceré sú ¹tudentom technických ¹kôl známe minimálne na algoritmickej
úrovni. Snahou bolo doplni» intuitívnej¹í aj hlb¹í pohµad a prepojenie s rozliènými èas»ami fyziky.
Metódy sú prezentované zjednodu¹ene, ako krok k preklenutiu priepasti medzi vyslovene u¾íva-
teµským prístupom k matematike a postojom, v ktorom v¹eobecnos», struènos» a matematická
korektnos» idú niekedy na úkor zrozumiteµnosti vopred nepouèeným.

Optimalizácia a variaèný poèet sa zaoberajú princípom "myslie» globálne, kona» lokálne". V mno-
hých systémoch je mo¾né identi�kova» celkovú agendu, ktorá sa napåòa istou voµbou lokálnych
postupov. Indexová notácia je veµmi u¾itoèná metóda, keï je potrebné vo výpoètoch organizo-
va» operácie s mno¾stvom dát. Aplikácie vektorovej analýzy vo fyzike a technických vedách sú
dos» rozsiahle na to, aby stálo za to ma» do notoricky sa opakujúcich výpoètových algoritmov
aj intuitívny vhµad. Fourierovská analýza pomáha napríklad ilustrova» význam vlastných funkcií
a spektier, detekova» rezonanèné javy, porovna» charakter veµmi známych diferenciálnych rovníc,
a tie¾ matematicky uchopi» niektoré javy z kvantovej fyziky. Symetria je mimoriadne efektívny
nástroj na organizáciu výpoètov a orientovanie sa medzi matematickými objektmi. Uchopenie jej
reprezentácie v matematike stojí trochu ¹túdia príslu¹ného aparátu, ale umo¾òuje nadhµad z via-
cerých rozmerov ne¾ sa azda predtým zdalo mo¾né.

Tento projekt získal �nancovanie z výskumného a inovaèného programu EU Horizon 2020 v rámci
Marie Sklodowska-Curie Dohody o grante è. 945478.
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1 Optimalizácia, alebo hádanie agendy

1.1 Ví»azná stratégia závisí od cieµa hry

Uva¾ujme nasledujúci scenár: Detektív sleduje cestujúceho, o ktorom vie, ¾e ide z mesta A do mesta
B. Na výber má mno¾stvo spojníc medzi mestami. Detektív sa sna¾í zisti» kµúè k rozhodovaniu
cestujúceho. Existuje nieèo, èo sa dotyèný sna¾í svojimi voµbami optimalizova»? Sledovaný èlo-
vek najprv volí èas» najpriamej¹ej spojnice medzi A, B. Detektív vezme ako predbe¾nú hypotézu,
¾e sa sna¾í minimalizova» prejdenú dráhu alebo èas trvania cesty. Na úsekoch, ktoré minimalizujú
aj èas aj prejdenú dráhu, detektív nevie rozhodnú», ktoré krirérium výberu je vy¹¹ie. Kµúèové
sú situácie, keï rôzne priority vedú k rôznym výberom. Pokiaµ vopred nevieme, aké rôzne
priority mô¾u by» v hre, mô¾e by» vá¾nym problémom vôbec zisti», ktoré situácie si v¹íma» a kedy
sme u¾ s kontrolou hotoví.

Po chvíli sa cestujúci odkloní od priamej spojnice medzi mestami A, B a ide okµukou, a a¾ od
istého bodu sa pohybuje opä» priamo k B. Okµuku robil v oblasti, kde sa na priamej línii medzi A
a B nachádza akási obec. Detektív vie, ¾e v obci je nutná zní¾ená rýchlos», a najnov¹ie aj dopravné
obmedzenia pre akési podujatie, ktoré sa tam koná. Keï¾e cestovateµova obchádzka ¹etrila èas na
úkor ¹etrenia dráhy, detektív usúdi, ¾e azda sa jedná prioritne o mininalizovanie èasu. Na základe
tohoto predpokladu sa detektív mô¾e pokúsi» predpoveda», ako si bude sledovaný mu¾ cestu voli»
ïalej, a overi» svoju teóriu na základe ïal¹ieho pozorovania.

Mô¾e sa v¹ak sta», ¾e predpovede budú detektívovi potvrdzova» jeho aktuálnu teóriu aj napriek
tomu, ¾e e¹te neuhádol najv¹eobecnej¹í, najvy¹¹í princíp výberu - iba zatiaµ nenarazil na situáciu,
v ktorej by tento princíp nariaïoval iné voµby, ne¾ aké by boli urobené aj na základe minimalizácie
èasu.

Napríklad na ïal¹om úseku ide ná¹ cestujúci poµnými nespevnenými komunikáciami namiesto
krajskej cesty. Minimalizácie vzdialenosti ani èasu by k tejto voµbe neviedli, lebo krajská cesta
umo¾òuje v oboch ohµadoch efektívnej¹iu voµbu.

Nakoniec sa mô¾e ukáza», ¾e cestujuci sa usiloval minimalizova» poèet stretnutí s policajnými
hliadkami - na zaèiatku i¹iel èo najpriamej¹ie, lebo na tom úseku to zároveò ¹etrilo èas strávený na
cestách a pravdepodobnos» ¾e nejakú hliadku stretne; obci sa vyhol, aby jednak zní¾il túto prav-
depodobnos» stretnutia spojenú so samotným zotrvávaním vonku a jednak preto, ¾e poèet hliadok
tam bol vy¹¹í pre podujatie, èo sa tam chystalo (a ktoré detektív interpretoval ako potvrdenie
svojej hypotézy o minimalizácii èasu). Na poslednom úseku ¹iel sledovaný mu¾ poµnými cestami
celkom bez policajných hliadok, lebo také cesty boli koneène k dispozícii. Okolo jeho ¹tartovacieho
mesta neboli, preto tam detektív ani nemal mo¾nos» bra» do úvahy mo¾nosti s nimi spojené.

V¹imnime si, ¾e detektív sa musel zaobera» komplexným pohµadom na situáciu, aby pri¹iel k
správnemu záveru. Bolo potrebné správne interpretova», akú rolu hrala absencia poµných ciest
blízko mesta A a ich výskyt okolo mesta B, zní¾ená povolená rýchlos» a zvý¹ená ostraha v obciach
medzi mestami, atï. Tým sa dostávame k veµmi dôle¾itému pojmu - k väzbám, obmedzeniam a s
tým suvisiacej optimalizácii v rámci mo¾ností. Nesprávne interpretované pozorovania sa mô¾u
sta» zdrojom väè¹ích zmätkov, ne¾ aké by nastali bez daných pozorovaní, ale to je samozrejme len
upozornenie, nie argument pre ukonèenie pozorovaní a pokusov o ich interpretácie.
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Obr. 1: Preèo práve tieto cesty? Akú má agendu?

Aj vo vede robíme detektívne úvahy. Sledujeme kroky, ktorými sa systém dostal z A do B, vy-
kresµujúc krivku v abstraktnom èi "konkrétnom"priestore (závisiac od toho, èi A,B predstavujú
stav, kon�guráciu,. . .). Pýtame sa, èi existujú aj v prírode vedúce princípy v zmysle, ¾e lokálne
kroky sú volené tak, ¾e nieèo bolo globálne (v rámci celého deja) extremalizované. Opä» v rámci
mo¾ností, so zohµadnením väzieb. V závislosti od väzieb mô¾u dva systémy s rovnakou agendou
vyzera» veµmi rôzne.

Obr. 2: V islandských vodopádoch aj delte Okavanga má voda tendenciu ís» smerom k ni¾¹iemu
gravitaènému potenciálu. Rozdielne väzby majú za následok veµmi rôzne prejavy sledovania tej
istej agendy.

V mechanike sme zvyknutí ma» stav telesa zadaný polohou x a hybnos»ou p, a stav o malý èasový
interval neskôr bude daný tým aktuálnym a pravidlami hry (pohybovými rovnicami) diktujúcimi
nasledujúci krok. Pozna» tieto je podobné detektívovej znalosti veµmi lokálnych, krátkodobých roz-
hodnutí sledovaného èloveka.

Ak máme daný stav - bod vo fázovom priestore, Hamiltonove rovnice nám hovoria, ako vyzerá
prvá derivácia, teda prvý krok z daného miesta, resp. prvý èlen v taylorovskom rozvoji, v závislosti
od energie.

ẋ =
∂E

∂p

ṗ = −∂E
∂x

Potom sme v novom stave, (v novom bode fázového priestoru), a mô¾eme vyhodnoti» Hamiltonove
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rovnice pre tento stav, teda získa» in¹trukcie pre ïal¹í krok atï. Takto sa iteráciami dostávame do
ïal¹ích a ïal¹ích stavov, aj takých, ktoré boli nein�nitezimálne ïaleko od poèiatoèného stavu. Dá
sa potom skúma» celá mno¾ina prejdených stavov z globálneho pohµadu. Je to krivka vo fázovom
priestore parametrizovaná èasom - ka¾dý bod predstavuje stav systému v nejakom okamihu. Èím
je taká vykreslená krivka - ako celok - význaèná medzi v¹etkými ostatnými, ktoré predstavujú
nezrealizované postupy priestorom stavov? Vieme matematicky sformulova» túto význaènos»?

Obr. 3: Podµa èoho si systém vyberie cestu zo stavu A do stavu B?

1.2 Vá¾enie ciest

Ako veµmi u¾itoèný nástroj sa tu ukazuje pojem tzv. funkcionálu. Umo¾òuje priradi» èísla ob-
jektom ako su napríklad parametrizované krivky vo fázovom priestore.
Teda funkcionál je akási funkcia na funkciách, predpis priraïujúci celej funkcii jedno èíslo. Ka-
¾dej mo¾nej krivke spájajúcej dva �xné body vo fázovom priestore priradíme pomocou vhodného
fukcionálu èíselnú hodnotu, a potom mô¾eme hµada» krivku, ktorej bola priradená extremálna -
minimum èi maximum. Existuje mno¾stvo funkcionálov de�novaných na mno¾ine kriviek, a pre
rôzne funkcionály sú rôzne krivky extremálne, význaèné. Fyzik v¹ak má kritérium na výber správ-
neho funkcionálu - má to by» ten, podµa ktorého je extremálna krivka práve tá, ktorá sa realizovala.
Teda vlastne sa sna¾íme pomocou funkcionálu a jeho extremalizácie matematicky reprezento-
va» výberové kritérium prírody, aspoò na nejakej úrovni.

Zdá sa, ¾e pre mnohé deje v prírode sa nejaký taký princíp dá nájs». Funkcionál priraïujúci
krivkám v priestore stavov (teda vlastne èasovým vývojom stavov) èíslo voláme úèinok. Vo
fyzike sa vyskytuje v klasickej aj kvantovej mechanike, v ¹peciálnej aj v¹eobecnej relativite. Sa-
mozrejme, to, ¾e nám predpovede urobené na základe extremalizácie nejakého úèinku vychádzajú,
e¹te neznamená, ¾e sme ten úèinok uhádli správne. Mo¾no sme pri¹li len na kritérium, ktoré sa s
tým ozajstným zhoduje v situáciách, na ktoré sme zatiaµ narazili. Vo fyzike sa teórie nedokazujú,
len sa porovnávajú s pozorovaním a ich dôveryhodnos» stúpa, ak s ním súhlasia. Je potrebné robi»
ïal¹ie pozorovania v rozlièných situáciách a ak sa v niektorej ná¹ úèinok uká¾e ako nepostaèujúce
kritérium (systém sa nespráva tak aby ho extremalizoval), pokú¹ame sa nájs» vy¹¹í princíp ne¾
ten, èo práve zlyhal.

Príkladom je sledovanie svetelných lúèov v klasickej geometrickej optike. V rovnorodom prostredí
mo¾no prídeme k hypotéze, ¾e lúè si vyberá cestu tak, aby minimalizoval prejdenú dráhu. Alebo
èas - tu to vedie k rovnakej stratégii. Potom v¹ak vyskú¹ame ¹írenie v aspoò dvoch prostrediach,
v ktorých sa svetlo ¹íri s rôznou rýchlos»ou, a zistíme, ¾e ¹etrenie geometrickej dráhy nevyzerá
by» najvy¹¹ia priorita, ¹etrenie èasu je uprednostnené. Podobne ako detektív z podobenstva na
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zaèiatku, nemô¾eme e¹te prehlási», ¾e u¾ o systéme vieme v¹etko1.

Obr. 4: Vo vode sa signál ¹íri pomal¹ie. Pre ¹etrenie èasu sa oplatí "nadbehnú»"si èas» vzdialenosti
na vzduchu, aj za cenu predå¾enia geometrickej dráhy.

Silné postavenie, ktoré má úèinok vo fyzike, je naznaèené jednak tým, ¾e sa vyskytuje v toµkých
fyzikálnych modeloch, ale aj v tom ¾e jeho fyzikálnou jednotkou je J.s, jednotka v akej je aj
Planckova kon¹tanta. Pripomeòme tu, ¾e táto je jednou z fundamentálnych kon¹tánt v prírode,
ktorej hodnotu zatiaµ nevieme z nièoho odvodi» (len namera»). Je spojená s mnohými javmi v
prírode. Velièiny merané v jednotkách ako ona mô¾u ma» význam hlb¹í ako tie, ktoré sme zaradili
v rámci SI sústavy ako "základné"(lebo pre bytosti s na¹imi rozmermi, zmyslami a spôsobom vy-
jadrovania sa tak javili). Táto my¹lienka je minimálne podporená veµkým významom momentu
hybnosti naprieè fyzikou. Ten je tie¾ meraný v spomenutých jednotkách. Pre µudí pou¾ívajúcich
mechaniku predov¹etkým na technické výpoèty je to azda jedna z mnohých odvodených velièín,
ale ak si uvedomíme, ¾e kvantový spin èastíc s celým jeho dopadom na správanie hmoty je tie¾
druhom momentu hybnosti, jeho osobitné postavenie zaèína by» výraznej¹ie, ak aj nie jasnej¹ie.

Optimalizáciou funkcionálov (hµadaním extrémov pre ne) sa v matematike zaoberá variaèný
poèet. Proces varírovania funkcionálu, teda hµadanie funkcií (alebo ich grafov - kriviek) ktoré
ho extremalizujú, sa trochu podobá hµadaniu extrému funkcie, teda hµadaniu bodov v ktorých je
extremálna. U¾itoènos» derivácie »a¾ko poprie» - okrem iného ako nástroja umo¾òujúceho hµada»
extrémy. Na základe toho mo¾no aspoò trochu odhadnú» význam funkcionálu a hµadania jeho ex-
trémov, keï¾e sa vlastne jedná o spôsob, ako celej funkcii priradi» èíslo - akúsi váhu a na jeho
základe urobi» "hierarchiu"medzi funkciami, a nájs» tie, ktoré sú v rámci nej najvýznaènej¹ie. Sú
to veµmi silné nástroje nielen vo fyzike. Matematicky sformulovateµné úlohy z mnohých oblastí,
kde je potrebné robi» optimalizáciu nieèoho, sú èasto rie¹iteµné práve tým, ¾e sa identi�kuje (toto
nemusí by» triviálna úloha, ale je aj akýmsi testom vhµadu do problému) velièina de�novaná na
jednotlivých mo¾nostiach, ktorá sa má optimalizova». Správna mo¾nos» je potom pravdepodobne
jedna z tých, pre ktoré hµadaná velièina nadobúda extrém.

©tandardný postup pri variaèných problémoch mô¾e by» nasledovný: máme funkcionál a mno-
¾inu funkcií na ktorých je de�novaný - varírovanám nájdeme (tzv. Euler-Lagrangeove) rovnice
ktorých rie¹enia mô¾u by» význaèné funkcie. Upozornime tu, ¾e by» rie¹ením takýchto rov-
níc je pre funkciu len nutnou, nie postaèujúcou podmienkou extremalizácie funkcionálu. Veµmi
podobne to bolo v obyèajnej analýze - tak splnenie df

dx = 0 v nejakom bode x bolo nutné ak
v x bolo minimum alebo maximum, ale nebolo to postaèujúce. Niekedy máme inverzný prob-
lém - máme k dispozícii diferenciálne rovnice popisujúce správanie systému, a pýtame sa èi tieto
rovnice sú Euler-Lagrangeove pre nejaký funkcionál. Nie je to len akademická otázka - nakoniec
pozna» funkcionál znamená do istej miery identi�kova» globálnu agendu, ktorú systém sleduje.

1U¾ trocha kvantovej mechaniky a relativity nám povie, ¾e nevieme.
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1.3 Aj newtonovská mechanika zahàòa optimalizáciu

Ako príklad spomeòme newtonovskú mechaniku. Mnohokrát sa ¹tudenti najprv nauèia Newtonove
pohybové rovnice, obvykle bez úvah o tom, èi systém ich poslúchaním optimalizuje nejakú veli-
èinu. Z matematického hµadiska je druhý zákon diferenciálna rovnica druhého rádu,
Euler-Lagrangeova rovnica, pre funkcionál predstavujúci rozdiel kinetickej a poten-
ciálnej energie integrovaný poèas celého èasového vývoja vývoja. Ilustrujme si tu èo to
znamená na jednoduchom príklade.

Najprv zvá¾me voµnú èasticu pohybujúcu sa pozdå¾ osi x. Nech v èase t1 bola v mieste X1 a
v èase t2 v mieste X2. Jej trajektória nech je nejaká èasom parametrizovaná krivka - úsek na osi
x, vo zvolenej vz»a¾nej sústave povedzme x(t), prièom x(t1) = X1, x(t2) = X2 . Jedná sa o voµnú
èasticu, potenciálna energia je teda nulová a globálnou agendou ná¹ho telesa bude extremalizova»
len kinetickú energiu preintegrovanú cez celý èas pohybu.

� t2

t1

dt
1

2
mẋiẋi

Ako sa bude èastica pohybova» v èase t1 < t < t2 medzi bodmi X1 a X2 ? Èlovek ani nemusí
vedie», ako sa hµadá extrém funkcionálu, aby vedel, ¾e v tomto prípade èastica pôjde stále rovnako
veµkou rýchlos»ou na základe nasledujúcej úvahy: ak má za èas t2− t1 prejs» vzdialenos» X2−X1,
potom priemerná rýchlos» musí by»

vp =
X2 −X1

t2 − t1
Uva¾ujme najprv pre jednoduchos», ¾e ide stále rýchlos»ou vp, okrem èasového intervalu dt kde ide
rýchlos»ou vp− ϵ, a nutne aj èasového intevalu dt keï musí za stratu kompenzova» a ís» rýchlos»ou
vp−ϵ. Zlo¾itej¹ie 
uktuácie rýchlosti sa dajú vysklada» analogicky. Keby výraz pod integrálom bol
úmerný len prvej mocnine rýchlosti, 
uktuácie by sa kompenzovali a hodnota integrálu sa nezme-
nila. Ale v prípade druhej mocniny rýchlosti kompenzácia nie je úplná a akákoµvek 
uktuácia (za
podmienky, ¾e teleso prejde za daný èas danú dráhu) hodnotu integrálu navý¹i: uvá¾me príspevky
z úseku kde teleso ide o ϵ pomal¹ie a z úseku kde ide o ϵ rýchlej¹ie. Prispievajú hodnotami

1

2
m(vp − ϵ)2dt =

1

2
m(v2p − 2ϵv + ϵ2)dt

1

2
m(vp + ϵ)2dt =

1

2
m(v2p + 2ϵv + ϵ2)dt

Vidíme, ¾e pri sèítaní vypadnú èleny úmerné prvej mocnine rýchlostnej 
uktuácie, ale tie úmerné
druhej mocnine sa sèítajú. Celkovo teda do integrálu oproti rovnomernému pohybu pribudne
kladný príspevok mϵ2dt.
Teda na základe samotnej informácie, ¾e systém (tu: voµná èastica) má agendu extremalizova»
istý urèitý integrál, vieme nanovo odvodi» pravidlo pre rovnomerný priamoèiary pohyb pre voµnú
èasticu - zatiaµ aj bez znalosti ako extremalizova» v¹eobecné funkcionály!

1.4 Rozvíjanie nástrojov: Funkcionálna derivácia

Spomeòme si, ako sa hµadali extrémy funkcie. Funkcia je predpis, ktorý ka¾dému bodu z de�-
nièného oboru priradil nejaký bod z oboru hodnôt. Body de�nièného oboru boli obvykle buï
èísla alebo usporiadané skupiny èísel(pre funkcie viacerých premenných). Body oboru hodnôt boli
èísla, v prípade vektorových funkcií usporiadané skupiny èísel (ale vektorová funkcia sa dá chápa»
ako usporiadaný súbor skalárnych funkcií, tak tu nebudeme ïalej spomína» takéto v¹eobecnej¹ie
prípady.) Pri hµadaní extrému sa vlastne hµadal taký bod z de�nièného oboru, ktorému funkcia
priradila nejaké lokálne výnimoèné èíslo - buï men¹ie alebo väè¹ie ako v¹etkým ostatným bodom
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v jeho okolí. Pre spojité funkcie navy¹e platilo, ¾e v¹etky body v okolí toho výnimoèného majú
funkènú hodnotu odli¹nú a¾ v druhom ráde.

Ilustrujme my¹lienku na príklade funkcie jednej premennej, ktorej graf nech predstavuje kopec.
Povedzme ¾e vieme robi» nekoneène malé kroky. Pre body na svahu platí, ¾e ka¾dým krokom sa
posunieme buï hore alebo dole. Strmos» stúpania èi klesania je daná dotyènicou v danom bode,
ktorej smernica je práve prvá derivácia v tom bode. Prvá derivácia je zároveò faktor násobiaci
veµkos» in�nitezimálneho kroku v taylorovskom rozvoji aproximujúcom funkciu. V bode na vrchole
kopca je dotyènica nulová a smernica vodorovná. Do prvého rádu (vo veµkosti kroku) sú hodnoty
funkcie v okolí maxima rovnaké. Samozrejme v ïal¹ích rádoch sa u¾ lí¹ia, inak by ne¹lo o lokálny
extrém. Pri hµadaní extrému sa poobzeráme po hodnotách funkcie v okoliach skúmaných bodov

Obr. 5: Do prvého rádu sa hodnoty funkcie v okolí maxima nemenia - funkcia nestúpa a neklesá.

a ako z extrému podozrivé body identi�kujeme tie, v okolé ktorých sa funkcia do prvého rádu
nemení. (A¾ potom skúmame druhú deriváciu, aby sme rozlí¹ili in
exný a extremálny bod.)

Analogicky postupujeme pri hµadaní extémov pre funkcionály. Zhruba povedané, funkcionál
je predpis, ktorý priraïuje èísla funkciám. Z geometrického hµadiska, prvky ("body"v abstrakt-
nom zmysle) jeho de�nièného obor sú krivky (grafy funkcií), a jeho obor hodnôt sú èísla. Priradi»
èíslo funkcii sa dá v¹elijako. Napríklad by sme ka¾dej mohli priradi» priemer jej hodnôt. Alebo jej
maximálnu alebo minimálnu hodnotu, pre funkcie pre ktoré to má zmysel. A tak ïalej - podobne
ako existuje mnoho funkcií (spôsobov ako èíslu priradi» èíslo), je aj mnoho funkcionálov (spôsobov
ako funkciám priradi» èíslo). Jedným z veµmi u¾itoèných funkcionálov je urèitý integrál nejako
závislý na na¹ej funkcii. Veµmi èasto aj na jej deriváciách. Naozaj, urèitý integrál je spôsob ako z
funkcií dostáva» èísla:

S : f 7→ S[f ] =
� B

A

dxL(x, f(x), fx(x), fxx(x), ...) (1)

Výrazu L pod integrálom sa hovorí Lagran¾ián. Predstavuje nejakú kombináciu nezávislých a
závislých premenných a ich derivácií2. V jeho konkrétnej podobe je kódovaná agenda systému,
teda cieµ hry pri optimalizácii. Samozrejme nie ka¾dá funkcia taký integrál vôbec má, ale to je
v poriadku. Funkcionál je de�novaný len pre istý de�nièný obor funkcií, pre ktoré taká operácia
má zmysel (podobne ako funkcie boli de�nované len pre istý de�nièný obor èíslených hodnôt).
Podobne ako sme sa pri funkciách mohli pýta», pre ktorý prvok de�nièného oboru nadobúdajú
maximum èi minimum, sa mô¾eme pre funkcionály pýta», pre ktorý prvok ich de�nièného oboru
(teda pre akú funkciu) nadobúdajú extrém. Pri hµadaní pou¾ijeme analóg derivácie - funkcionálnu

2Tu fx, fxx, . . . znaèia prvú, druhú,. . . deriváciu podµa premennej. Zaèíname s funkciou jednej premennej, ale
variaèný poèet sa samozrejme dá - vcelku triviálne - zov¹eobecni» na prípady viac závislých aj nezávislých premen-
ných.
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deriváciu. Z extremálnosti sú podozrivé tie funkcie, v okolí ktorých sa funkcionál do prvého rádu
nemení. Nezabudnime, ¾e okolím sa myslia blízke prvky de�nièhého oboru, èo sú tu funkcie. Pri
obyèajných deriváciách sme skúmali, ako sa malé kroky v de�niènom obore prejavia na funkèných
hodnotách:

x→ x+ ϵ f(x)→ f(x+ ϵ) ≈ f(x) + ϵ
df

dx

Pri funkcionálnych deriváciách skúmame, ako sa malé kroky v de�niènom obore prejavia na hod-
note funkcionálu:

f(x)→ f(x) + ϵη(x) S[f ]→ S[f + ϵη] ≈ S[f ] + ϵ
δS
δf

(2)

Tu η(x) je µubovoµná variácia èi modi�kácia k skúmanej funkcii f , nulová v okrajivých
bodoch intervalu, cez ktorý integrujeme, teda

η(xA) = η(xB) = 0 (3)

Výrazu δS
δf hovoríme funkcionálna derivácia, keï¾e naozaj je mierou citlivosti funkcionálu na malú

zmenu funkcie (reprezentovanú príspevkom ϵη(x)). Konkrétne vyjadrenie získame jednoduchým
rozpísaním S[f + ϵη], rozvinutím do prvého rádu v ϵ, pou¾itím základnej vety integrálneho poètu
a nulovosti variácie v okrajových bodoch.

S[f + ϵη] =

� xB

xA

dxL(x, f + ϵη, fx + ϵηx, fxx + ϵηxx, ...) (4)

S[f ] + ϵ
δS
δf

=

� xB

xA

dxL(x, f, fx, fxx, ...) + ϵ

� xB

xA

dx
dL

dϵ

Ak je funkcionálna derivácia pre nejaký argument f nulová, funkcionál S sa pri zmene argumentu
o ϵη(x) do prvého rádu v ϵ nezmení.

δS = 0 →
� xB

xA

dx
dL

dϵ
= 0 (5)

0 =

� xB

xA

dx
dL

dϵ
=

� xB

xA

dx

(
∂L

∂f
η +

∂L

∂fx
ηx +

∂L

∂fxx
ηxx + ...

)
(6)

Chceme nájs» takú f , aby funkcionálna derivácia bola nulová pre hocijaké η. Potrebujeme pod-
mienku (6) dosta» do tvaru

0 =

� xB

xA

dx
dL

dϵ
=

� xB

xA

dx (...)η

Treba sa teda zbavi» derivácií ηx, ηxx atï. Pou¾ijeme na to metódu integrovania per partes,
základnú vetu integrálneho poètu a fakt, ¾e η(xA) = η(xB) = 0. Najprv si to uká¾me na èlene
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úmernom ηx. Symbolom Dx oznaèujme totálnu deriváciu podµa nezávislej premennej x.� xB

xA

dx
∂L

∂fx
ηx =

� xB

xA

dxDx

(
∂L

∂fx
η

)
−
� xB

xA

dx

(
Dx

∂L

∂fx

)
η

=

(
∂L

∂fx
η

) ∣∣∣∣xB

xA

−
� xB

xA

dx

(
Dx

∂L

∂fx

)
η

= −
� xB

xA

dx

(
Dx

∂L

∂fx

)
η

Èlen úmerný ηxx o¹etríme podobne, ale tu samozrejme treba pou¾i» integráciu per partes dvakrát.� xB

xA

dx
∂L

∂fxx
ηxx =

� xB

xA

dxDx

(
∂L

∂fxx
ηx

)
−
� xB

xA

dx

(
Dx

∂L

∂fxx

)
ηx

=

� xB

xA

dxDx

(
∂L

∂fxx
ηx

)
−
� xB

xA

dxDx

[(
Dx

∂L

∂fxx

)
η

]
+

� xB

xA

dx

(
−Dx(−Dx)

∂L

∂fxx

)
η

=

(
∂L

∂fxx
η

) ∣∣∣∣xB

xA

− Dx

[(
Dx

∂L

∂fxx

)
η

] ∣∣∣∣xB

xA

+

� xB

xA

dx

(
(−Dx)(−Dx)

∂L

∂fxx

)
η

=

� xB

xA

dx

(
(−Dx)(−Dx)

∂L

∂fxx

)
η

Vidno, ¾e èleny zahàòajúce vy¹¹ie derivácie sa dajú upravi» opakovaným pou¾itím metódy per
partes, ¾e nulovos» variácie v okrajových bodoch nás zbaví v¹etkých èlenov okrem jedného, ktorý
bude ma» alternujúce znamienko - plus pre párny poèet pou¾itých per partes a mínus pre nepárny.� xB

xA

dx
∂L

∂fJ
ηJ =

� xB

xA

dx

(
(−D)J

∂L

∂fJ

)
η

Tu J pou¾ívame ako multiindex oznaèujúci podµa èoho v¹etkého sa derivuje a koµkokrát. Pre jednu
nezávislú premennú stojí J namiesto x, xx, xxx .... pre viac nezávislých premenných to mô¾e by»
trebárs xy oznaèujúce deriváciu podµa prvej a druhej nezávislej premennej atï. Napríklad pre
J = xy budeme výraz (−D)xy rozumie» ako (−Dx)(−Dy) = DxDy.

Teraz sa vrá»me k hµadaniu funkcie extremalizujúcej funkcionál (1), teda k po¾iadavke nulovosti
funkcionálnej derivácie (5).

δS = 0 →
� xB

xA

dx
dL

dϵ
= 0 (7)

→
� xB

xA

dx
∑
J

(
(−D)J

∂L

∂fJ

)
η = 0

Suma cez multiindex J nie je nekoneèná - nenulové sú len èleny zahàòajúce derivácie fJ vyskytujúce
sa v Lagran¾iáne L. Èlen J = 0 je v sume zahrnutý tie¾, prièom D0 = 1. Keï¾e nulovos» (7) má
plati» pre µubovoµnú η spåòajúcu (3), musí sa nule rovna» faktor, ktorý ju násobí, teda

δS = 0 →
∑
J

(
(−D)J

∂L

∂fJ

)
= 0 (8)
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Týmto dostávame podmienku stacionárnosti funkcionálu S[f ]. Je to nutná, nie postaèujúca
podmienka extremálnosti. Na funkcii f , ktorá ju spåòa, mô¾e ma» funkcionál extrém (maximum
alebo minimum). Alebo len akýsi analóg in
exného bodu.

Podmienke (8) sa hovorí Euler-Lagrangeova rovnica. Ak Lagran¾ián zahàòa viac nezávislých
premenných xi, i = 1, ... p, potom multiindex J prebieha cez v¹etky mo¾nosti relevantných deri-
vácií podµa nich. Ak Lagran¾ián obsahuje viac závislých premenných, povedzme fα, α = 1, ...q
potom máme toµko Euler-Lagrangeových rovníc koµko je týchto závislých premenných, a pre sta-
cionárnos» funkcionálu je nutné aby boli splnené v¹etky, teda aby platilo∑

J

(
(−D)J

∂L

∂fαJ

)
= 0 ∀α (9)

1.5 Skú¹anie nástrojov: Voµná èastica v 1D

Vrá»me sa k prípadu voµnej èastice. Spomínali sme u¾, ¾e zákony klasickej mechaniky sa dajú
napísa» aj vo forme variaèného princípu - èastice budú sledova» také dráhy v priestore stavov
(v klasickej mechanike hmotných bodov je to priestor polôh a hybností), aby extremalizovali
rozdiel kinetickej (T ) a potenciálnej (U) energie preintegrovaný cez èas pohybu. V prípade voµnej
èastice (U = 0) hmotnosti m v jednom rozmere máme teda nezávislú premennú èas t (okrajové
okamihy intervalu oznaème tA, tB), ako závislú premennú máme polohu3 èastice x(t), Lagran¾ián
je jednoducho kinetická energia, a úèinok je èasový integrál z nej:

S[x] =
� tB

tA

dt
1

2
mx2t =

� tB

tA

dt
1

2
mẋ2︸ ︷︷ ︸

L(t,x,ẋ)

Podµa dávnej newtonovskej tradície sme èasové derivácie oznaèili bodkou. Hµadáme x(t) pre ktorú
je tento funkcionál stacionárny, tentoraz u¾ pou¾itím na¹ej ma¹inérie Euler-Lagrangeových rovníc.
Keï¾e Lagran¾ián obsahuje len závislú premennú x, jednu nezávislú premennú t, a nanajvý¹ prvú
deriváciu podµa nej, bude pre multiindex J v sume (9) staèi» prebieha» hodnoty 0, t. Navy¹e ná¹
Lagran¾ián neobsahuje explicitne x, tak¾e èlen zodpovedajúci nulovému J aj tak vypadne.

0 =

t∑
J=0

(
(−D)J

∂L

∂xJ

)
= D0

∂L

∂x
− Dt

∂L

∂xt

=

(
∂

∂x
− d

dt

∂

∂ẋ

)(
1

2
mẋ2

)
= 0−mẍ

Inak povedané, voµná èastica pôjde bez zrýchlenia, výsledok ktorý poznáme z dávnych ¹túdií i
nedávnych úvah na zaèiatku kapitoly. Teraz sme tento jav pou¾ili ako test ná¹ho nového nástroja,
Euler Lagrangeových rovníc.

1.6 Skú¹anie nástrojov: Èastica v 3D, v poli konzervatívnej sily

Aby sme vyskú¹ali rovnice (9) pre viac závislých premenných a zároveò zov¹eobecnili skú-
maný systém aj na prípad nenulového potenciálu, vezmime èasticu hmotnosti m v trojrozmernom
priestore, ktorej poloha je v ka¾dom okamihu daná trojicou súradníc x(t), y(t), z(t). Nech poten-
ciálna energia èastice v závislosti od miesta je popísaná skalárnou funkciou U(x, y, z). Nezávislá

3Zvyk automaticky pova¾ova» veci oznaèené ako x za nezávislé premenné má za následok mnoho nedorozumení
pri prebiehaní z matematickej literatúry k fyzikálnej. Treba èíta» kontext, nie písmená, inak sa podobáme de»om
ktoré si neporadia s Pythagorovou vetou ak odvesny a prepona nie sú oznaèené v abecednom poradí.
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premenná je èas t (skúmajme pohyb medzi okamihmi oznaèenými tA, tB), závislé premenné sú
x, y, z. Hµadáme také funkcie x(t), y(t), z(t), pre ktoré je stacionárny funkcionál

S[x, y, z] =
� tB

tA

dt

(
1

2
m(ẋ2 + ẏ2 + ż2)− U(x, y, z)

)
︸ ︷︷ ︸

L(t,x,y,z,ẋ,ẏ,ż)

Podmienka stacionárnosti je v tomto prípade vyjadrená tromi Euler-Lagrangeovými rovnicami:

0 =

(
∂

∂x
− d

dt

∂

∂ẋ

)(
1

2
m(ẋ2 + ẏ2 + ż2)− U(x, y, z)

)
= −∂U

∂x
−mẍ

0 =

(
∂

∂y
− d

dt

∂

∂ẏ

)(
1

2
m(ẋ2 + ẏ2 + ż2)− U(x, y, z)

)
= −∂U

∂y
−mÿ

0 =

(
∂

∂z
− d

dt

∂

∂ż

)(
1

2
m(ẋ2 + ẏ2 + ż2)− U(x, y, z)

)
= −∂U

∂z
−mz̈

Alebo struènej¹ie mô¾eme zbali» tri rovnice do vektorového tvaru

m¨⃗r = −∇⃗U

Èi¾e sila je záporne vzatý gradient potenciálnej energie. Pri známej U je známy aj jej gradient,
teda jedná sa potom u¾ "len" o obyèajnú diferenciálnu rovnicu (v nezávislej premennej t) druhého
rádu a mo¾nosti jej dorie¹enia (a nájdenia funkcií x(t), y(t), z(t) extremalizujúcich daný funkcionál)
znaène závisia od konkrétneho tvaru U . Nepri¹li sme k novinke, ale to nebolo cieµom. Overili sme,
¾e zatiaµ na¹a variaèná metóda dáva výsledky konzistentné s tým, èo sa v mechanike osvedèilo
doposiaµ.

1.7 Skú¹anie nástrojov: Harmonické funkcie ako rie¹enia variaèného
problému

U¾ sme si vyskú¹ali prípad viacerých závislých premenných. Pre zmenu si teraz metódu uká¾me
na prípade jednej závislej premennej (volajme ju u) a viacerých nezávislých premenných
(volajme ich x, y, z)4. Nech oblas» integrovania je nejaký objem Ω. Nájdime u(x, y, z) v ktorom je
stacionárny funkcionál

S[u] =
�
Ω

dx dy dz
1

2
(∇⃗u.∇⃗u) =

�
Ω

dx dy dz
1

2
(u2x + u2y + u2z)︸ ︷︷ ︸

L(x,y,z,u,ux,uy,uz)

Príslu¹ná Euler Lagrangeova rovnica (jedna, lebo máme len jednu závislú premennú) bude

0 =

(
∂

∂u
− d

dx

∂

∂ux
− d

dy

∂

∂uy
− d

dz

∂

∂uz

)(
1

2
(u2x + u2y + u2z)

)

= uxx + uyy + uzz = ∆u

Toto je dobre známa Laplaceova rovnica, tu vystupujúca ako podmienka pre extremalizáciu istého
funkcionálu. Na jej rie¹eniach, harmonických funkciách, je tento funkcionál stacionárny.

4Toto je tréning postrehu, pochopenia a e¹te niekoµkých ïal¹ích kvalít. V predo¹lom príklade boli tieto symboly
pou¾ité na oznaèenie závislých premenných!
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1.8 Skú¹anie nástrojov: Vy¹¹ie derivácie

Doposiaµ sme si ukázali variaèné metódy na prípadoch, keï Lagran¾ián obsahoval nanajvý¹ prvé
derivácie, a v tom prípade sú Euler- Lagrangeove rovnice nanajvý¹ druhého rádu. Takéto majú
zatiaµ asi naj¹ir¹ie uplatnenie vo fyzike aj technike. Význam druhej derivácie súvisí s hlbokými
geometrickými skutoènos»ami, súvisiacimi so samotným priestorom a èasom. Ale je dobré vedie»
zaobchádza» aj s vy¹¹ími deriváciami. Uká¾me si teraz na¹u metódu na prípade nasledovného
hypotetického funkcionálu: Nezávislé premenné nech sú x, t, a uva¾ujem ich na nejakej oblasti Ω.
Závislá premenná nech je u(x, t) a povedzme, ¾e agendou systému je extremalizova» funkcionál

S[u] =
�
Ω

dx dt u2xt︸︷︷︸
L(x,t,u,ux,ut,uxx,utt,uxt)

Suma operátorov v Euler-Lagrangeovej rovnici teda musí siaha» ïalej ako v predo¹lých prípadoch,
ale vzhµadom na jednoduchos» Lagran¾iánu bude nenulový len jeden èlen:

0 =

(
∂

∂u
− d

dt

∂

∂ut
− d

dx

∂

∂ux
+
d2

dt2
∂

∂utt
+

d2

dx2
∂

∂uxx
+

d2

dt dx

∂

∂uxt

)
(u2xt)

=
d2

dt dx

∂(u2xt)

∂uxt
= 2uxxtt

Rie¹ením je napríklad u = axt+ bx+ ct+ d, kde a, b, c, d sú kon¹tanty.

1.9 Spoloèná agenda a jednotiace princípy

Matematické metódy variaèného poètu nám ponúkajú nástroje, ako efektívne hµada» funkcie ex-
tremalizujúce rôzne funkcionály. Azda presnej¹ie je poveda», pomáhajú nám hµada» rovnice, ktoré
tieto funkcie majú spåòa»5.

Ale je tu hlb¹ia otázka ako len zefektívnenie algoritmu na výpoèty. Ako vieme, èo bude príroda
optimalizova»? Napríklad v prípade klasického pohybu èastice, preèo je agendou práve minimali-
zácia rozdielu medzi kinetickou a potenciálnou energiou? Odpoveda» sa dá na viacerých úrovniach
a povedzme vopred, e¹te je v tých úrovniach èo dopåòa». Ak takto (ako rozdiel kinetickej a poten-
ciálnej energie preintegrovaný cez èas) zvolíme úèinok, ako Euler-Lagrangeove rovnice dostávame
práve Newtonov druhý zákon (teraz sa obmedzujeme na prípady keï má zmysel hovori» o poten-
ciálnej energii, teda o konzervatívnej sile). Aj Newtonove rovnice boli v teórii postulované, nie
odvádzané. Uhádnutím správneho úèinku (alebo zatiaµ nie preukázateµne nesprávneho) sme v si-
tuácii detektíva, ktorému sa podarilo sformulova» kritérium, podµa ktorého si sledovaný jedinec
vyberal postup. Samozrejme to nezodpovedá v¹etky otázky, ktoré mô¾u by» polo¾ené, ale mô¾e
to pomôc» robi» predpovede pre ïal¹ie pozorovania. Otázku preèo má by» optimalizované práve
to a to v¹ak rozhodne netreba zamietnu» do kúta. Nakoniec optimalizovaná velièina bude zrejme
nejakým spôsobom hovori» veµa. Na tejto úrovni mo¾no e¹te nie je dobre vidie», èo je také hlboké
za rozdielom kinetickej a potenciálnej energie nasèítanom na èasovom intervale. Z pohµadu ¹ta-
tistickej fyziky mô¾e ís» o akúsi variantu ekvipartiènosti, princípu rozdeµova» energiu do v¹etkých
dostupných foriem rovnomerne (teda aj robi» èo najmen¹ie rozdiely v preferencii jednej èi druhej
- kinetickej èi potenciálnej - energie. "Presnej¹ie"teórie ako relativita a kvantová mechanika vec
dávajú agendu telesa pri jeho pohybe do súvisu s jeho vlastným èasom a zmenou fázy jeho vlnovej
funkcie. Na¹e znalosti prírody e¹te nie sú úplné ani tak.

5Je k tomu pridaná e¹te výhoda ktorú sme tu neilustrovali, len ju spomeòme: Symetrie pomáhajú rie¹i» diferen-
ciálne rovnice. Ak nájdeme symetrie pre nejaký funkcionál, pomáhajú nám rie¹i» jeho Euler-Lagrangeove rovnice v
istom zmysle dvojnásobne. Teda ma» explicitmne formulovaný variaèný problém mô¾e by» v istom zmysle výhod-
nej¹ie ako ma» len rovnice, ktoré ho rie¹ia. (Osobitne ak ani nevieme ¾e za nimi nejaká optimalizácia je.)
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Ka¾dopádne identi�kova» dostatoène v¹eobecne globálnu agendu systémov je vhodná stratégia k
hµadaniu jednotiacich princípov vo fyzike.

Obr. 6: Poèiatoèné, okrajové a väzbové podmienky sú rozlièné, následne aj priebeh pádov vyzerá
by» veµmi rôzny. Ale Mesiac padá podµa rovnakej agendy ako jablká. Mo¾no je ¹ir¹ia ako momen-
tálne vidíme, a mno¾stvo ïal¹ích javov je jej zatiaµ nerozpoznaným prejavom.
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2 Indexová notácia

Fyzika a technické vedy sa hem¾ia viaczlo¾kovými objektmi. Vektormi to zaèína a vy¹¹ími ten-
zormi pokraèuje. Akonáhle máme doèinenia s usporiadaným súborom dát, je veµmi praktické ma»
v nich poriadok. Organizácia jednotlivých zlo¾iek (teda ich oèíslovanie - napríklad prvá, druhá,
tretia zlo¾ka zlo¾ka vektora) je prirodzený krok. Znalos» niekoµkých trikov umo¾òujúcich efek-
tívne zaobchádzanie so samotnými identi�kátormi dát vy¾aduje trochu èasovej investície
(a poèiatoèného podvihnutia oboèia nad zbytoènými zdanlivými komplikáciami), ktorá sa v¹ak
mnohonásobne vracia pri praktických výpoètoch. Nakoniec, indexovú notáciu pou¾ívajú hojne µu-
dia zaoberajúci sa tenzorovými rovnicami (kde sa be¾ne pí¹e "desa» parciálnych diferenciálnych
rovníc jedným »ahom"). Ako motiváciu na zaèiatok spomeòme rozlièné vektorové identity pre tro-
jitý vektorový súèin, zmie¹aný súèin a podobne - je mo¾né ich odvodi» èi dokáza» aj bez indexovej
notácie, ale stojí to viac èasu ako jej na¹tudovanie - a s òou ide o omnoho rýchlej¹í proces, neho-
voriac o ¹ir¹om pou¾ití.

2.1 Pravidlá a konvencie pre narábanie s indexmi

Èo je index? Zhruba povedané èíslo èíslujúce vstupné údaje (ktoré sú vo fyzike a technike èasto tie¾
numerické). Napríklad: n-ticu údajov (a1, ..., an) mo¾no zapísa» ako ai, i = 1, ... , n. Niè prevrat-
ného, namiesto konkrétnej zlo¾ky je niekedy vhodné hovori» jednoducho o i-tej ako o zástupcovi
ktorejkoµvek a v¹etkých (mu¹ketiersky princíp).

Ru¾a by rovnako voòala pod iným menom. Je jedno, aký symbol zvolíme ako index, pod-
statný je rozsah hodnôt, ktoré mô¾e nadobúda». Samozrejme, keby sme ná¹ index nazvali
"j"namiesto ��", neslú¾il by svojmu úèelu o niè menej, v tomto prípade má Shakespeare pravdu
ohµadne mien a kvalít. Je tu v¹ak isté " ale ".

Sloboda v pomenovávaní má svoj háèik: Nenazývajme rôzne veci rovnako tam, kde to
mô¾e vies» ku zmätkom. Napríklad aibj , znaèí súèin i-tej zlo¾ky a j-tej zlo¾ky (kde i sa mô¾e
a nemusí rovna» j), kým aibi znaèí súèin zlo¾iek na tej istej pozícii - plus e¹te implicinú sumu o
ktorej si povieme nieèo ni¾¹ie.

Èasté operácie sa prestávajú zapisova» a rozumejú sa implicitne: takým prípadom je Einstei-
nova sumaèná konvencia. V prípade súèinov, v ktorých vystupujú rovnaké indexy, sa suma cez
celý rozsah, ktorý mô¾e index nadobúda», èasto vynecháva a rozumie sa ako samozrejmá:

xixi =

N∑
i=1

xixi

Zvyk je za¾itý tak veµmi, ¾e ak chceme napísa» naozaj len súèin dvoch zlo¾iek na rovnakej pozícii
bez sumovania cez v¹etky pozície, treba to explicitne poveda». ("Nielen¾e nepí¹em sumu, ale ani
ju nemyslím!")

Sumaèná konvencia spolu s mo¾nos»ou premenovávania nám umo¾òuje ¹ikovne manipulova» "hlu-
ché" (alebo "nemé") indexy. To sú tie, cez ktoré sa sumuje v celom ich rozsahu. Potom samoz-
rejme

xixi = xjxj = .... = xqxq =

N∑
index=1

xixi

Táto samozrejmos» prevedená v správnom èase, mieste a príle¾itosti je jedným z trikov, ktoré
neoboznámeným èitateµom pripomínajú »ahanie králikov z prázdneho klobúka.
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Èasto potrebná dvojmo¾nos» "jedna alebo niè"je zapisovaná Kroneckerovou deltou δij

δij = 1 i = j

δij = 0 i ̸= j

Symetria tohto objektu, teda fakt, ¾e δij = δji, má viac uplatnení ako by èlovek èakal na zá-
klade jeho triviality. Kronekerov symbol má formálne funkciu "premenovávaèa indexov": napr.
δikbk =

∑3
k=1 δikbk = bi, preto¾e zo v¹atkých èlenov jediný nenulový bude ten, v ktorom i = k

Èasto potrebná trojmo¾nos» "jedna, mínus jedna alebo niè"je ¹ikovne zapisovaná cez Levi- Ci-
vita symbol ϵijk . Na rozdiel od Kroneckerovej delty varianta "niè"nastáva, ak sa ktorákoµvek dva
indexy zhodujú. Jednotku máme ak sa jedná o párnu permutáciu základného zoradenia indexov,
mínus jednotku pre nepárne permutácie. Teda6

1 = ϵ123 = ϵ312 = ϵ231 = −ϵ213 = −ϵ321 = −ϵ132

Pravidlá pre zmenu znamienka pri permutácii indexov a nula pri rovnakosti indexov sa dajú zhrnú»
ako úplná antisymetria voèi permutáciám: Ak ϵijk = −ϵjik a zároveò i = j, potom vlastne
má plati» ϵjjk = −ϵjjk, èo je mo¾né len ak ϵjjk = 0. (V tomto prípade nepredpokladáme sumaènú
konvenciu).

Jedna z mála vecí, èo sa pri indexovej notácii oplatí nauèi» naspamä», je identita

ϵjkiϵmni = δjmδkn − δjnδkm
Dôkaz sa dá urobi» vyskú¹aním v¹etkých nenulových mo¾ností pre Levi-Civitove symboly naµavo
(raz za ¾ivot, poèas uviaznutia na letisku a pod) a potom sa ju oplatí nauèi» naspamä» namiesto
premnohých vektorových identít, ktoré predstavujú jej konkrétne aplikácie.

Poèet indexov pre daný objekt a ich rozsahy poskytujú informáciu, koµko údajov (nie nevy-
hnutne nezávislých) daný objekt zahàòa. Napríklad na charakteristiku veµkosti, smeru a orientácie
sily (vzhµadom na danú referenènú sústavu) staèia tri èísla; na charakteristiku deformácie neizot-
ropného materiálu pri aplikovanom napätí ich treba omnoho viac. Niekedy sa v literatúre vyskytuje
nejednotná terminológia a implicitné konvencie, na ktoré si treba dáva» pozor. Tak mo¾no obèas
stretnú» výrazy ako "vektor ai"èi "matica Aij"nerozli¹ujúc verbálne zlo¾ky a objekty samotné.
Obvykle to nevedie k nedorozumeniam, pokiaµ èlovek èíta my¹lienku a nie literu. Nakoniec "tenzor
T"nám nepovie o koµko údajov sa v òom jedná; naproti tomu pri výraze "tenzor Tabcd"je jasné ¾e
sa jedná o "¹tvorrozmerný"súbor èísel a pod 7.

Súèin symetrickéhoi a anitisymetrického je nula: majme dva objekty s niekoµkými inde-
xmi, a nech prebiehajú rovnaký rozsah hodnôt. Povedzme, ¾e sa nám vo výpoète objaví výraz
AijkSmjk, prièom objekt A je antisymetrický a S symetrický vzhµadom na výmenu posledných
dvoch indexov a ako obvykle predpokladáme sumaènú konvenciu, teda

AijkSmjk =

n∑
j=1

n∑
k=1

AijkSmjk

6Najèastej¹ie budeme ma» doèinenia s prípadom, keï indexy mô¾u nadobúdaè hodnoty 1,2,3, ale dá sa v istom
zmysle zov¹eobecni».

7Mimochodom, na zaobchádzanie s "mnohorozmernými"matematickými objektmi nie je potrebná nadµudská
predstavivos». Na narábanie s nimi nie je v¾dy potrebná vizualizácia akú si azda µudia prajú (aj keï èo si pod
òou predstavujú je otázne). Indexov je niekedy toµko, ¾e sa oplatí pou¾i» index na ich èíslovanie. Neznamená to
nevyhnutne väè¹iu nároènos» ako situácia s jedným indexom.
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Potom tento výraz je nula. Je za za tým jednoduchá trojkroková úvaha:
AijkSmjk = −AikjSmjk, preto¾e sme prepermutovali indexy v antisymetrickom A

AijkSmjk = AikjSmkj , preto¾e sme len premenovali dve sady hluchých indexov (cez ktoré sa
sumuje), "j"sme premenovali na "kä "k"na "j".

AikjSmkj = AikjSmjk, preto¾e S je symetrický vzhµadom na danú zámenu indexov

Teraz v¹ak, porovnaním prvého a tretieho riadku, dostávame −AikjSmjk = AikjSmjk, èo mô¾e
by» splnené len ak sa jedná o nulu.

2.2 Príklady

Uveïme si niekoµko príkladov na zápis indexovou notáciou, spou¾itím niekoµkých pravidiel spome-
nutých vy¹¹ie. Èitateµovi neoboznámenému s týmito trikmi je silne odporúèané pova¾ova» zvy¹ok
tejto kapitoly za cvièenie ktorého sa treba zúèastni» s kusom papiera a ceruzkou. Pri dostatoènom
cviku výpoèty bývajú e¹te krat¹ie ako tie uvedené ni¾¹ie, keï¾e mnoho krokov uvádzaných pre
pedagogické úèely je µahké urobi» "v hlave".

Najznámej¹í "základo¹kolský"skalárny súèin medzi dvoma trojzlo¾kovými vektormi a⃗, b⃗, v kar-
tézskych súradniciach:

a⃗.⃗b = a1b1 + a2b2 + a3b3 =

3∑
i=1

aibi = aibi

Súèin dvoch (pre jednoduchos» nxn) matíc C = AB: zlo¾ku i, j matice C nájdeme ako
súèin i-teho riadka matice A a j-teho ståpca matice B.

Cij = (AB)ij = Ai1B1j +Ai2B2j + ...+AinBnj =

n∑
k=1

AikBkj = AikBkj

Vektorový súèin c⃗ = a⃗ × b⃗. Toto je prvý z mnohých prípadov, kde struènos» a prehµadnos»
indexovej notácie výrazne kontrastuje s "be¾ným"vektorovým zápisom. Staèí si spomenú» na kr-
kolomné mnemotechnické pomôcky ktoré sa vyskytujú pri prvých ¹kolských výpoètoch s týmto
typom súèinu. Postupujeme nasledovne: Vieme, ¾e výsledkom vektorového súèinu je opä» vektor,
teda objekt so zlo¾kami. Namiesto postupného výpoètu prvej, druhej, tre»ej, nájdeme i-tu zlo¾ku
hµadaného vektora:

[⃗c]i = ci = ϵijkajbk

Napríklad pre i = 1 máme

c1 = ϵ1jkajbk = ϵ123a2b3 + ϵ132a3b2 + 0 + ...+ 0 = a2b3 − a3b2

prièom nuly predstavujú èleny obsahujúce ϵ112, ϵ133 atï.

Dvojitý vektorový súèin a⃗ × (⃗b × c⃗). Na miesto podivného mnemotechnického "bác mínus
cáb"si uvedomme, ¾e výsledkom je znova vektor, ktorému nájdeme v¹eobecnú i-tu zlo¾ku (a teda
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v¹etky):

[⃗a× (⃗b× c⃗)]i = ϵijkaj [⃗b× c⃗]k
= ϵijkajϵkmnbmcn

= ϵijkϵmnkajbmcn

= (δimδjn − δinδjm)ajbmcn

= (δimδjn − δinδjm)biajcj − ciajbj
= [⃗b(⃗a.⃗c)− c⃗(⃗a.⃗b)]i

a⃗× (⃗b× c⃗) = b⃗(⃗a.⃗c)− c⃗(⃗a.⃗b)

Zmie¹aný súèin a⃗.(⃗b× c⃗)

a⃗.(⃗b× c⃗) = ai [⃗b× c⃗]i
= aiϵijkbjck = ckϵkijaibj = c⃗.(⃗a× b⃗)

Vektorová analýza. Pripomeòme, ¾e operácie ako rotácia, divergencia, gradient zahàòajú ap-
likáciu "nabla operátora"spôsobom veµmi pripomínajúcim vektorovú algebru. Uveïme najprv tro-
chu efektívnej¹iu notáciu ne¾ aká sa prezentuje obvykle: namiesto priestorových súradníc x, y, z
pou¾ívajme x1, x2, x3. Èitateµ u¾ snáï tu¹í motiváciu: chceme ma» mo¾nos» písa» xi a stara» sa o
v¹etky zlo¾ky súèastne, s bonusom skrátenia zápisu parciálnych derivácií v ¹týle ∂

∂xi
= ∂i.

gradf = ∇⃗f =

(
∂f

∂x1
,
∂f

∂x2
,
∂f

∂x3

)
[gradf ]i = ∂if

divV⃗ = ∇⃗.V⃗ =

(
∂V1
∂x1

,
∂V2
∂x2

,
∂V3
∂x3

)
divV⃗ = ∂iVi

div gradf = ∇⃗.∇⃗f = ∆f =

(
∂2f

∂x21
,
∂2f

∂x22
,
∂2f

∂x23

)
∆f = ∂i∂if

rotV⃗ = ∇⃗ × V⃗ =

(
∂V2
∂x3
− ∂V3
∂x2

,
∂V3
∂x1
− ∂V1
∂x3

,
∂V1
∂x2
− ∂V2
∂x1

)

[rotV⃗ ]i = ϵijk∂jVk

Vyzbrojení vy¹¹ieuvedeným, mô¾eme si odvodi» niekoµko identít vektorovej analýzy hojne vyu¾í-
vaných napríklad vo výpoètoch súvisiacich s elektromagnetizmom èi hydrodynamikou. Prvé dve
sú "maskované identické nuly", toti¾ rotácia gradientu a divergencia rotácie. Obe nuly sa dajú
ukáza» aj krkolomným rozpísaním do zlo¾iek, ktoré sa (za predpokladu bezomylnej manipulácie)
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nakoniec vzájomne vykompenzujú na nulu. Av¹ak s na¹ou ma¹inériou ide o veµmi struèný výpoèet,
preto¾e ϵijk = −ϵikj , a ∂j∂k = ∂k∂j a ako vieme, súèin takýchto objektov (antisymetrického a
symetrického vzhµadom na zámenu tej istej dvojice indexov )je nula. Dosiaµ nepresvedèený èitateµ
je pozvaný vyskú¹a» v¹etky uvedené výpoèty bez indexovej notácie a ponúknutých skratiek.

[rot gradf ]i = [∇⃗ × (∇⃗f)]i

= ϵijk∂j∂kf

= 0

div(rotV⃗ ) = ∇⃗.(∇⃗ × V⃗ )

= ∂iϵijk∂jVk

= 0

Na záver si spoèítajme známu identitu pre rotáciu rotácie vektorového poµa. Ide o ¹peciálny prípad
dvojitého vektorového súèinu, ktorý sme videli vy¹¹ie.

[∇⃗ × (∇⃗ × V⃗ )]i = ϵijk∂j [∇⃗ × V⃗ ]k

= ϵijk∂jϵkmn∂mVn

= ϵijkϵmnk∂j∂mVn

= (δimδjn− δinδjm)∂j∂mVn

= ∂i∂jVj − ∂j∂jVi
= [∇⃗(∇⃗.V⃗ )−∆V⃗ ]i

∇⃗ × (∇⃗ × V⃗ ) = ∇⃗(∇⃗.V⃗ )−∆V⃗

Toto je pomerne technická partia matematiky, pre µudí poèítajúcich s mnohozlo¾kovými objek-
tami podobne vítaná ako bolo logaritmické pravítko pred príchodom vreckových kalkulaèiek. Pre
niekoµko výpoètov sa mo¾no neoplatí investova» do jej zvládnutia. Viac výpoètov bez nej prispieva
k ochote si ju na¹tudova», akokoµvek sa zdá by» cvièením v presúvaní symbolov8.

8Aj básnik sa najprv musí nauèi» pravopis (aspoò natoµko aby mu bolo rozumie»), a keby mal pri ka¾dom ver¹i
dodatoène konzultova» slovník, mo¾no by aj µutoval, ¾e nevenoval trochu èasu aj veµmi prozaickým ¹túdiám.
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3 Po tokoch vektorových polí, alebo vektorová analýza

S algebrou sa dá urobi» veµa. Diferenciálny poèet v¹ak priniesol tie¾ mnoho. Je u¾itoèné vedie» ho
aplikova» nielen na skalárne funkcie, ale aj na v¹eobecnej¹ie objekty. Tento text si nekladie ako
prvotný cieµ matematickú úplnos». Ostávame tu s vysvetleniami na intuitívnej úrovni. Po takom
osvojení si pojmov je èitateµ pozvaný siahnu» po rigoróznej¹ích pojednaniach, ne¾ poskytujú tieto
poznámky.

Na zaèiatok si ujasnime pojem poµa. Poznáme u¾ azda èísla, vektory, tenzory. . . a poznáme fun-
kcie, ktoré jednému objektu priradia nejaký ïal¹í. Zov¹eobecnením a spojením týchto pojmov
prichádzame k pojmu skalárnych, vektorových, tenzorových polí. Pole priraïuje nejaký typ ob-
jektu ka¾dému bodu v priestore, na ktorom je de�nované.

Obyèajná funkcia jednej premennej je v podstate skalárne pole de�nované na èíslenej osi (alebo
jej èasti). Ka¾dému jej bodu priradí èíslo (funkènú hodnotu). Funkcia dvoch premenných nám na
rovine (x,y) de�nuje tie¾ skalárne pole, lebo ka¾dému bodu z roviny (resp jej èasti spadajúcej do
de�nièného oboru) priradí práve jedno èíslo (Napr. f(x, y) = x3 − y2 priradí bodu (1,2) èíslo -3).
A tak ïalej do vy¹¹ích rozmerov. Skalárne pole je predpis priradzujúci ka¾dému bodu jedno èíslo
- skalár. Teda funkcia de�novaná na nejakom priestore predstavuje skalárne pole.

Vektorové pole priradí ka¾dému bodu priestoru vektor. Napríklad pole V⃗ s komponentami
(x, y2) priradí bodu (3, 2) vektor s komponentami (3, 4). Tenzorové pole (vektor a skalár sú
typmi tenzorov) priradí ka¾dému bodu tenzor atï.

Obr. 7: Pole obilia Obr. 8: Pole vektorov

Skalárne pole vyèíslené v nejakom konkrétnom bode je èíslo. Vektorové pole vyèíslené v nejakom
bode je vektor, tenzorové pole vyèíslené v nejakom bode je jednoducho tenzor, v¹etko ako po-
známe z elementárnej lineárnej algebry. Je veµmi u¾itoèné skúma», ako sa tieto hodnoty z miesta
na miesto menia a ako prudko sa to deje. V prípade skalárneho poµa na 1 rozmernom priestore
sa jedná o obyèajnú deriváciu, o vyu¾ití ktorej asi niet mnoho pochýb; zov¹eobecnenie má azda
podobnú ¹ancu na úspech.
Dostávame sa tak do rí¹e vektorovej analýzy.
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3.1 Nabla

Význaènú úlohu vo vektorovej analýze v euklidovsko svete hrá nabla operátor

∇⃗ =

(
∂

∂x
,
∂

∂y
,
∂

∂z
,

)
(10)

= (∂x, ∂y, ∂z)

Pozrime sa naò ako na "bázové operátorové vektorové pole ", kde na mieste bázových vekto-
rov v smere jednotlivých osí, teda namiesto e⃗x, e⃗y, e⃗z, máme ∂x, ∂y, ∂z. Je to azda neèakaný krok
v tomto ¹tádiu, ale ospravedlnený jeho neskor¹ou u¾itoènos»ou. Urèité náznaky motivácie v¹ak
mo¾no ponúknu» u¾ teraz:

� Bázovos»: vyjadrenie cez derivácie voèi súradniciam hovorí o prepojení s bázou, na ktorú sa
tie súradnice vz»ahujú.

� Operátorovos»: parciálne derivácie zrejme budú pôsobi» (operova») na nieèom (èo závisí od
niekoµkých premenných).

� Vektorovos»: znaèenie sugestívne naznaèuje, ¾e poèet zlo¾iek zodpovedá rozmerom de�ni-
èného oboru objektov, na ktoré má operátorové pole pôsobi». Vektor síce nie je vektorom len
svojim poètom zlo¾iek, ale toto dáva nádej, ¾e sa o nejaký mô¾e jedna».

� Poµnos»: parciálne derivácie naznaèujú mo¾nos» zmien "z miesta na miesto"

Ako s viaczlo¾kovou vecou sa s nabla operátorom dajú aspoò formálne robi» analogické operácie
ako poznáme z algebry, teda vyzerá to, ¾e sme na dobrej ceste k roz¹íreniu starých známych
operácií ako násobenie skalárom, skalárne násobenie (snáï sa tieto u¾ toµko nepletú), vektorový
súèin.

Upozornenie k znaèeniu: v tejto kapitole niekedy voµne zamieòame výrazy vektorové pole a kompo-
nenty, ktorými je reprezentované. Prísne vzaté, ak máme zvolené bázové vektory e⃗x, e⃗y, e⃗z, potom
vektorové polia mo¾no písa» ako kombinácie týchto bázových vektorov, prièom koe�cienty kombi-
nácie sa z miesta na miesto mô¾u meni» 9

V⃗ = V x(x, y, z)e⃗x + V y(x, y, z)e⃗y + V z(x, y, z)e⃗z

Budeme si to skracova» na

V⃗ = (V x(x, y, z), V y(x, y, z), V z(x, y, z) )

v duchu zásady, ¾e v didaktike je úzkostlivá dôslednos» niekedy na ¹kodu zrozumiteµnosti. Vek-
torové pole má svoje komponenty jednoznaène priradené, ak je za�xovaná báza, voèi ktorej tie
komponenty má. Tu budeme predpoklada», ¾e báza je daná a �xovaná.

9O rovnakosti èi nerovnakosti bázy samotnej na rôznych miestach tu nemusí by» reè, sme v euklidovskej geometrii
kde ignorovanie tejto otázky obvykle nepriná¹a problémy, aj keï to azda býva viac vïaka ¹»astiu ne¾ rozumu.
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3.2 Gradient

Jedná sa o analóg jednoduchej operácie, ktorú vo vektorovej algebre poznáme ako násobenie
vektora skalárom. Obvykle sa na vec pozeráme tak, ¾e ka¾dú zlo¾ku vektora vynásobíme tým
istým èíslom:

aV⃗ = (aV x, aV y, aV z)

Dá sa to v¹ak vyjadri» aj z druhej strany - ¾e násobíme skalár vektorom, teda v¹etky zlo¾ky ná¹ho
vektora necháme pôsobi» na to isté èíslo jednoduchým algebraickým násobením:

V⃗ a = (V xa, V ya, V za )

Samozrejme je to to isté - ale taká formálna zmena pohµadu na pôsobenie na skalár má výhodu
v tom, ¾e je potom µah¹ie operáciu zov¹eobecni» na polia, osobitne na na¹e operátorové pole ∇⃗,
ktorého ka¾dá zlo¾ka pôsobí na skalárne pole (u¾ nie tradièným násobením, ale ako mô¾e):

∇⃗f =

(
∂f

∂x
,
∂f

∂y
,
∂f

∂z

)
= ( ∂xf, ∂yf, ∂zf ) (11)

Dostávame tak gradient funkcie, vektorové pole10, ktorého zlo¾ky nám hovoria, ako sa fun-
kcia mení v smere zodpovedajúcej osi. Je to naozaj roz¹írenie jednorozmerného prípadu, keï nám
obyèajná derivácia funkcie f(x) podµa jedinej relevantnej premennej x hovorila, ako sa funkèné
hodnoty menia pozdå¾ osi x, aj keï v 1D nemalo veµa zmyslu hovori» o smere.

Vo viacerých rozmeroch ∇⃗f má smer, ktorým treba postupova» pre najprud¹iu zmenu funkèných
hodnôt. Jedná sa o vektorové pole v de�niènom obore, teda pre funkciu 2 premenných je 2D, pre
funkciu troch premenných 3D. . .).

Gradient úzko súvisí s pojmom vrstevnice, ujasnime si teda e¹te aj ten. Vrstevnica je mno-
¾ina bodov na de�niènom obore, na ktorých má funkcia f kon¹tantnú hodnotu. Pre funkciu 2
premenných f(x, y) je to vo v¹eobecnosti krivka v rovine x, y, súbor bodov viazaných podmienkou
f(x, y) = c. Pre funkciu 3 premenných f(x, y, z) ide o plochu v priestore x, y, z, súbor bodov viaza-
ných podmienkou f(x, y, z) = c atï. Názov vrstevnica pochádza z analógie s turistickými mapami.
Keï¾e je »a¾ké znázorni» nadmorskú vý¹ku, funkciu dvoch premenných, na plochý papier, rie¹i sa
vec tak, ¾e sa zakreslia jej vrstevnice. Pozdå¾ vrstevnice sa funkèná hodnota nemení vôbec.
V smere kolmom na vrstevnicu, èo je práve smer gradientu, sa mení najprud¹ie.

Obr. 9: Graf funkcie f(x, y) = x2 + y2, vrstevnice x2 + y2 =kon¹t. a gradient (2x, 2y)

10Poznámka pre nad¹encov diferenciálnej geometrie: Slovo vektor má viac významov. V istom kontexte je gradient
funkcie kovektor, prvok z duálneho priestoru k objektom, ktoré sa tam nazývajú vektory. Av¹ak priestor kovektorov
je tie¾ vektorový priestor (v zmysle lineárny), teda v tomto zmysle kovektor je vektor. Zlo¾ky gradientu nemusia by»
vo v¹eobecnosti iba parciálne derivácie ako sú uvedené v texte, ale v euklidovskom prípade tomu tak je. Nenad¹enci
diferenciálnej geometrii po preèítaní tejto poznámky nepochybne modi�kujú svoj prístup, otázne len je, ktorým
smerom.
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3.3 Rotácia

Z formálneho hµadiska ide o analóg vektorového súèinu. Teda ∇⃗ = (∂x, ∂y, ∂z) bude pôsobi» na
vektorové pole V⃗ = (V x, V y, V z) podobne ako pri vektorovom násobení èo sa týka kombinácie
zlo¾iek, ale samozrejme jedná sa o operátorové pôsobenie. Výsledkom je opä» vektorové pole.

∇⃗ × V⃗ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
e⃗x e⃗y e⃗z

∂x ∂y ∂z

V x V y V z

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(12)

teda zlo¾ky sú

( ∂yV
z − ∂zV y, ∂zV

x − ∂xV z, ∂xV
y − ∂yV x )

U¾ samotný fakt, ¾e hovoríme o vektorovom súèine, naznaèuje, ¾e na rozdiel od divergencie a
gradientu, pri ktorých roz¹írenie do iného poètu rozmerov znamená len pridanie ïal¹ích èlenov,
tu je veµmi význaèná trojrozmernos». Teda ∇⃗ treba aplikova» na vektorové pole s troma zlo¾kami.
Ak má len jednu alebo dve , dajú sa doplni» dvoma alebo jednou nulou a máme o trojrozmernos»
postarané, vo vy¹¹om poète rozmerov sa rotácie treba zriec».

Rotácia vyjadrujemieru vírivosti, cirkulaèného charakteru vektorového poµa, a tie¾ zmysel
otáèania (proti smeru alebo v smere hodinových ruèièiek) a smer osi, okolo ktorej otáèanie zis»u-
jeme. Ako takýto intuitívny popis súvisí s algoritmiom výpoètu zlo¾iek rotácie (12) si uká¾eme
onedlho.

3.3.1 ©peciálny význam 3D

Ujasnime si v¹ak e¹te trochu pohµad na rotácie. Be¾ne sa o rotáciách vyjadrujeme ako o otoèe-
niach okolo nejakej osi, ale práve tak by sme mohli hovori» o otoèeniach v rovine kolmej na túto
os. Práve tak v¹ak len v 3D, kde ku ka¾dej osi jednoznaène prislúcha práve jedna rovina
na òu kolmá. Vo iných rozmeroch sa u¾ o otoèeniach okolo osi jednoznaène hovori» nedá. V 1D je
»a¾ko o rotácii vôbec hovori» v zau¾ívanom zmysle, keï¾e tam je rotáciou zrkadlenie okolo nejakého
bodu, diskrétna, nespojitá operácia (v zmysle nemo¾nosti pootoèi» objekt in�nitezimálne málo).
V 2D nám os otáèania ani nespadá do daného priestoru (vyènieva kolmo na uva¾ovaný svet). V
4 a viac rozmeroch ku ka¾dej rovine otáèania prislúcha viac nezávislých kolmých osí. Jedine v 3D
platí, ¾e máme práve toµko navzájom kolmých osí (tento poèet sa zhoduje s dimenziou priestoru)
ako rovín. Poèet nezávislých osí je poèet "bázových"translácií, poèet nezávislách rovín je poèet
"bázových"rotácií. «a¾ko vôbec odhadnú», akú håbku tento fakt v na¹om svete má 11. Ka¾dopádne
rotaèná a translaèná symetria sa objavuje naprieè fyzikou odkedy táto vôbec vznikla, na veµmi
oèividných aj veµmi abstraktných úrovniach.

E¹te ujasnime, preèo je vo v¹eobecnosti veµmi prirodzené chápa» rotácie ako operáciu v nejakej
rovine. Jednoducho to vidno v popise transformácie, ktorá rotáciu sprevádza. Napr. pri operácii,
ktorej hovoríme otoèenie okolo osi z, sa nám mie¹ajú x-ové a y-ové súradnice objektov, kým z-ová
sa len vezie.

x̃ = x cosϕ− y sinϕ
x̃ = y cosϕ+ x sinϕ

11Pre nad¹encov ¹peciálnej relativity: Okrem iného súvisí s tým , ¾e potom je poèet boostov zhodný s poètom
rotácií a ¹truktúra, ktorá tak vzniká, je pribohatá na poznámku pod èiarou.
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3.3.2 Miera cirkulácie

Vrá»me sa v¹ak k rotácii ako miere cirkulácie vektorového poµa. ®e sa bude jedna» o rotovanie v
nejakej ploche, je zrejmé z komentára o vektorovom súèine. Keï¾e v nabla operátore vystupujú
derivácie, bude sa zrejme jedna» o nieèo citlivé na in�nitezimálnych vzdialenostiach - vhodné me-
ra» vírovos» na veµmi malej plô¹ke. Èo je veµmi pozitívna vec, keï si èlovek uvedomí, ¾e kúsok
µubovoµnej hladkej plochy, ak je dostatoène malý, mo¾no pova¾ova» za kúsok roviny. S plochými
vecami sa dobre poèíta. Takáto plô¹ka disponuje nejakou ohranièujúcou krivkou, a miera vírivosti
poµa bude vlastne mierou toho, nakoµko sa prúdnica poµa ovíja súhlasne s ohranièujúcou krivkou
(znamienko orientácie krivky je vecou konvencie). Miera takéhoto súhlasu toku poµa a obiehania
dokola po krivke sa µahko nájde pre vhodne zvolenú krivku.

Uká¾me si to na situácii, keï je plochou malý obdå¾nik s vrcholmi I, II, III, IV v rovine (x,y),
hraniènou krivkou c je ¹tvorica jeho strán då¾ky dx, dy, kladný smer obiehania vezmeme proti smeru
hodinových ruèièiek. Povedzme, ¾e máme dané nejaké vektorové pole V⃗ so zlo¾kami V x(x, y), V y(x, y),
teda vektor v ka¾dom bode, teda aj v ka¾dom bode na¹ej obiehajúcej krivky.

Obr. 10: Veµkos» rotácie je mierou cirkulácie poµa

Ak je ná¹ ¹tvoruholník dos» malý a pole dos» hladké (¾iadne divoké zmeny medzi susednými
bodmi), potom pole má v blízkych bodoch blízke hodnoty. Nedopustíme sa priveµkej chyby, ak
budeme predpoklada», ¾e pozdå¾ jednej strany obdå¾nika má v¹ade hodnotu ako v strede tejto
strany Teda vezmeme hodnoty poµa V⃗ v "reprezentatívnych bodoch - stredoch strán A,B,C,D".
Priemet ná¹ho poµa do obiehanej krivky je vecou jednoduchého skalárneho súèinu a posèítavania
príspevkov zo v¹etkých 4 strán obdå¾nika. Ak si e¹te uvedomíme, ¾e stredy protiµahlých strán
sú od seba vzdialené len o in�nitezimálne dx, dy, máme k dispozícii Taylorov rozvoj komponent
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V x(x, y), V y(x, y). V ïal¹om pí¹eme skrátene A namiesto (xA, yA) atï.
�
c

V⃗ .dr⃗ = V x(A)dx+ V y(B)dy − V x(C)dx− V y(D)dy (13)

= V x(A)dx+ V y(B)dy − V x(A+ dy)dx− V y(B − dx)dy
= V xdx+ V ydy − (V xdx+ ∂yV

xdy dx)− (V ydy − ∂xV ydx dy)

= −∂yV xdy dx+ ∂xV
ydx dy

= (∂xV
y − ∂yV x)dx dy

= (∇⃗ × V⃗ )zdx dy

Ako vidíme, výpoèet cirkulovania v rovine x,y nám dal z-ovú zlo¾ku rotácie ako bola uvedená v
algoritme (12) prenásobenú veµkos»ou obiehanej plô¹ky.

Pre plochy väè¹ie ako in�nitezimálne platí veµmi priamoèiare zov¹eobecnenie v podobe Stokesovej
vety. (Veµká plô¹ka sa dá podeli» na malé, zdieµajúce svoje vnútorné hranice. Príspevky od týchto
zdieµaných hraníc sa v¹ak vyru¹ia kvôli orientácii, a ostane len cirkulácia po vonkaj¹ej krivke.)

�
c=∂S

V⃗ .dr⃗ =

� �
S

∇⃗ × V⃗ dS (14)

Tu ∂S znamená hranicu12 plochy S, teda uzavretú krivku c.

Toto je integrálne chápanie rotácie: Integrál z rotácie poµa cez nejakú plochu je cirku-
lácia tohto poµa pozdå¾ hranice spomínanej plochy, èo je uzavretá krivka. ©peciálne teda
integrál z rotácie cez uzavretú plochu musí by» nulový, keï¾e taká plocha nemá hranicu.

3.3.3 Gradient necirkuluje

Uká¾me si príklad poµa W⃗ = (y,−x, 0) s nenulovou rotáciou v ka¾dom bode a poµa U⃗ = (2x, 2y, 1),
ktoré má v¹ade rotáciu nulovú.

Obr. 11: Negradientové pole
W⃗ = (y,−x, 0)
∇⃗ × W⃗ = (0, 0,−2)

Obr. 12: Gradientové pole
U⃗ = (2x, 2y, 1)

∇⃗ × U⃗ = (0, 0, 0)

V¹imnime si, ¾e pole W⃗ nie je gradientom nijakej funkcie - neexistuje taká, ktorá by spåòala
∇⃗f = W⃗ . To by znamenalo ∂xf = y ∩ ∂yf = −x, èo nie je mo¾né súèasne splni». Naproti tomu

12Znaèenie pripomínajúce deriváciu má svoju motiváciu v teórii diferenciálnych foriem, kde jeho pou¾itie vyzerá
omnoho prirodzenej¹ie ako tu.
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pole U⃗ je gradientom funkcie x2 + y2 + z. Nie je to len náhoda. Rotácia gradientu je identicky
nulová:

∇⃗ × ∇⃗f =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
e⃗x e⃗y e⃗z

∂x ∂y ∂z

∂xf ∂yf ∂zf

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0⃗ (15)

preto¾e parciálne derivácie komutujú

∇⃗ × ∇⃗f = e⃗x(∂y∂zf − ∂z∂yf) + e⃗y(∂z∂xf − ∂x∂zf) + e⃗z(∂x∂yf − ∂y∂xf) = 0

V niektorých prípadoch je to vcelku názorné. Predstavme si potok na horách - steká ako mô¾e
dole, v línii gradientu (prísne vzaté s opaènou orientáciou), teda kolmo na vrstevnice. Nebude nás
vodi» v kruhu.

Obr. 13: Kolmo na vrstevnice sa netoèíme dokola. Nielen kvôli smädu sa stratení pútnici dr¾ia
potoka.

3.4 Divergencia

Výpoètovo ide o analóg skalárneho súèinu operátora ∇⃗ s komponentami ∂x, ∂y, ∂z a vektorového
poµa V⃗ s komponentami (ktoré sú vo v¹eobecnosti funkciami v¹etkých premenných) V x, V y, V z.
Ako sa patrí na skalárny súèin, výsledkom je skalárne pole.

∇⃗.V⃗ = ∂xV
x + ∂yV

y + ∂zV
z (16)

Zov¹eobecnenie do iného poètu rozmerov spoèíva len v oèividnej úprave poètu èlenov sèítaných
v (16). Pozrime v¹ak, èo tento výraz intuitívne predstavuje, aké je interpretácia. Divergencia
vektorového poµa je "lokálny"pojem, vïaka zastúpeniu derivácií je citlivá na zlo¾ky vektorového
poµa v danom bode a jeho in�nitezimálnom okolí. Predstavuje zdrojovos» poµa v danom bode.

Vektorové pole vytvára akýsi tok. Pokiaµ do nejakej oblasti vymedzenej nejakou hranicou - naprí-
klad trojrozmerného objemu ohranièeného uzavretou plochou - priteká dnu práve toµko èo odteká
von, potom daná oblas» je len tranzitná - niè tam nepribúda, niè sa nestráca. Divergencia by
tam mala by» nulová. Príkladom je pole rýchlosti nestlaèiteµnej kvapaliny alebo magnetické pole,
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ktorého siloèiary predstavujú uzavreté krivky bez zdrojov a prepadlísk. Pokiaµ do nejakej oblasti
viac priteká ako odteká, predstavuje táto oblas» prepadlisko a divergencia by tam mala by» zá-
porná. Príkladom je tok elektrického poµa cez uzavretú plochu okolo záporného elektrického náboja
- siloèiary idú v¹etky dnu. Pokiaµ je bilancia opaèná, z oblasti viac vychádza ako do nej vchádza,
je oblas» zdrojová a divergencia je tam kladná. Príkladom je elektrické pole teèúce cez uzavretú
plochu okolo kladného náboja - v¹etky siloèiary idú von13.

Obr. 14: pole budené záporným nábo-
jom v poèiatku

Obr. 15: pole budené kladným nábojom
v poèiatku

3.4.1 Miera zdrojovosti

Ako súvisí tok cez hranicu nejakej oblasti s divergenciou poèítanou ako (16)? Uká¾me si to na
príklade jednoduchej oblasti v tvare kvádra, ktorej plá¹» bude predstavova» hranicu. Kváder má
jeden z vrcholov v poèiatku súradnej sústavy a hrany rovnobe¾né s osami.

Oznaème si stredy strán nasledovne:
N je stred strany v rovine xz, M je stred protiµahlej strany, vzdialenej o dy.
L je stred strany v rovine xy, K je stred protiµahlej strany, vzdialenej o dz.
J je stred strany v rovine yz, I je stred protiµahlej strany, vzdialenej o dx.

Obr. 16: Tok poµa V⃗ cez uzavretú plochu ohranièujúcu malý objem

Nechajme cez kváder preteka» nejaké vektorové pole s komponentami V x, V y, V z (v¹etky mô¾u

13Samozrejme orientácia siloèiar dnu èi von pre záporný èi kladný náboj je vec konvencie, akurát musia by» tieto
voµby opaèné.

28



závisie» od x, y, z, obrázok je len ilustraèný). Pokiaµ je kváder veµmi malý, mô¾eme pribli¾ne pred-
poklada», ¾e pole na ktoromkoµvek mieste danej steny sa veµmi neodli¹uje od hodnoty, ktorú má v
strede tej steny. Tok poµa nejakou plochou poèítame ako skalárny súèin tohto poµa a vektora pri-
radeného danému elementu plochy (je to vektor rovnobe¾ný s normálou na plochu, veµký ako daná
plocha, a orientovaný konvenène "smerom von"z uzavretého objemu). Tok cez celú uzavretú
plochu je potom jednoducho plo¹ný integrál cez òu. V na¹om prípade, s uvá¾ením, ¾e steny
kvádra majú veµmi jednoduché normály (v¾dy v smere osi komplementárnej k rovine s ktorou sú
rovnobe¾né) a veµkos» (napríklad dx dz) atï., a ¾e protiµahlé steny sú od seba vzdialené buï o dx,
alebo dy, alebo dz, a teda ¾e je mo¾né urobi» Taylorov rozvoj komponent poµa v bodoch takto
blízko pri sebe, máme:

�
S

V⃗ .dS⃗ = [−V y(N) + V y(M)]dx dz + [−V z(L) + V z(K)]dx dy + [−V x(J) + V x(I)]dy dz (17)

= [−V y(N) + V y(N + dy)]dx dz + [−V z(L) + V z(L+ dz)]dx dy

+ [−V x(J) + V x(J + dx)]dy dz

= ∂yV
ydy dx dz + ∂zV

zdz dx dy + ∂xV
xdx dy dz

= (∂xV
x + ∂yV

y + ∂zV
z)dx dy dz

= ∇⃗.V⃗ dV

Úvaha v (17) sa dá zov¹eobecni» aj pre väè¹ie a zlo¾itej¹ie oblasti, lebo tie sa dajú naseka» na
men¹ie, podobné ná¹mu malému kvádriku. Tok cez zdieµané vnútorné hranice sa vyru¹í (èo ide z
kvádrika von, ide do susedného dnu) a ostane len tok cez vonkaj¹í obal. Potom dostávame súvis
divergencie poµa preintegrovanej cez objem a toku cez plochu ohranièujúcu tento
objem, v podobe Gaussovej vety:

�
S=∂V

V⃗ .dS⃗ =

�
V

∇⃗.V⃗ dV (18)

kde ∂V oznaèuje hranicu14 objemu V , teda uzavretú plochu S.

Toto je integrálne chápanie divergencie: Interál divergencie poµa cez nejaký objem je cel-
kový tok poµa hranicou tohto objemu (èo je uzavretá plocha).

3.4.2 Cirkulácia bez zdrojov

Spomeòme e¹te zaujímavý prípad polí s identicky nulovou divergenciou. Sú to polia, ktoré sú samy
rotáciami nejakých polí.

∇⃗.(∇⃗ × v⃗) = ∂x(∂yV
z − ∂zV y) + ∂y(∂zV

x − ∂xV z) + ∂z(∂xV
y − ∂yV x) = 0

Intuitívne pochopenie faktu, ¾e divergencia rotácie je identicky nulová, je azda µah¹ie v integrál-
nej verzii.Potrebujeme Gaussovu vetu (18), Stokesovu vetu (14) a fakt,¾e uzavretá plocha nemá
hranicu:

Objemový integrál z divergencie poµa ∇⃗.R⃗ nám hovorí, aký je tok poµa R⃗ hranicou objemu, teda
uzavretou plochou. Ale ak R⃗ = ∇⃗ × U⃗ , potom ten plo¹ný integrál je mierou cirkulácie poµa U⃗ po
hranici tejto plochy. Uzavretá plocha v¹ak nemá hranicu (hranica hranice je nula).

�
V

∇⃗.(∇⃗ × U⃗) dV =

�
S=∂V

(∇⃗ × U⃗).dS⃗ =

�
c=∂S=∂∂V

U⃗ .dr⃗ = 0

Vyskú¹ajme si konkrétny príklad: U⃗ = (−xz,−yz, z): toto má divergenciu nenulovú v¹ade okrem
bodov rovín z = ±0, 5. Jeho rotácia R⃗ = ∇⃗ × U⃗ so zlo¾kami (y,−x, 0), má v¹ade divergenciu
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Obr. 17:
U⃗ = (−xz,−yz, z)
∇⃗.U⃗ = 1− 2z

Obr. 18:
R⃗ = ∇⃗ × U⃗ = (y,−x, 0)
∇⃗.R⃗ = 0

nulovú.

Veµmi jednoduchá vizualizácia faktu, ¾e divergencia rotácie je nulová, je zalo¾ená na predstave
jednoduchého víru v rovine, vektora rotácie kolmého na òu a uzavretej plochy obopínajúcej vír.

Obr. 19: Vír v rovine. Rotácia je vektor kolmý na túto rovinu. Pri jeho vizualizácii nezabudnime
znázorni» os otáèania na obe strany roviny, v ktorej je vír - vynecha» jednu je obdobou vyne-
chania polovice sluèky. Potom akákoµvek uzavretá plocha obsahujúca ná¹ vír je vektorom rotácie
prepichnutá rovnako dnu ako aj von. Inými slovami, koµko rotácie ide dnu, toµko ide von, teda
divergencia rotácie je nulová.

3.5 Laplacián

Tento operátor sa vyskytuje v matematickej fyzike tak èasto, ¾e dostal meno. Mô¾e operova» na
skalárnych aj vektorových èi vy¹¹ích tenzorových poliach (jednoducho po zlo¾kách, teda laplacián
skalárneho/vektorového poµa je skalárne/vektorové pole). Pri pôsobení na skalárne pole f sa z

14Podobnos» s deriváciou v symbole hranice je ospravedlnená teóriou diferenciálnych foriem.
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hµadiska výpoètových algoritmov jedná o divergenciu gradientu, teda sumu druhých parciálnych
derivácií (bez mie¹aných)

∆f = ∇⃗.∇⃗f = (∂2x + ∂2y + ∂2z )f

U¾ zastúpenie druhých derivácií z neho robí prominentný operátor vo fyzike, kde majú druhé
derivácie zastúpenie dos» bohaté na to, aby èloveku trochu zov¹edneli a hrozí, ¾e sa prestane pýta»
èo im dáva taký význam. Je e¹te stále otázne, èi sme to u¾ naplno pochopili.

3.5.1 Stredná krivos» alebo miera nerovnomernosti

Intuitívny význam laplaciánu mô¾eme vyjadri» nasledovne: ∆f v nejakom bode je úmerné rozdielu
funkènej hodnoty v danom bode od priemeru funkèných hodnôt v susedných bodoch. Ide teda o
mieru odchýlky od lokálneho priemeru (strednú krivos»). Uká¾eme si to v 1 rozmere, kde je
laplacián jednoducho druhá derivácia. Zov¹eobecnenie na viac rozmerov je len otázka viacerých
èlenov a parciálnych derivácií namiesto obyèajných.

d2f

dx2
= lim

ϵ→0

f(x+ϵ)−f(x)
ϵ − f(x)−f(x−ϵ)

ϵ

ϵ
(19)

= lim
ϵ→0

f(x+ ϵ) + f(x− ϵ)− 2f(x)

ϵ

= lim
ϵ→0

2

ϵ2

(
f(x+ ϵ) + f(x− ϵ)

2
− f(x)

)
Funkcie, ktoré majú v nejakom bode nulový laplacián, majú v blízkom okolí takého bodu "v
priemere vyrovnaný"graf, preto¾e funkcia tam musí ma» rovnomerne rozlo¾ené hodnoty - o koµko
na jednu stranu menej, o toµko na druhú stranu viac (¹peciálny prípad: na oboch stranách rovnako).
V 1 rozmere to mô¾e splni» len funkcia, ktorej grafom je priamka alebo jej èas». V 2 a viacerých
rozmeroch je u¾ situácia pestrej¹ia.

Obr. 20: Funkèná hodnota v bode je
priemerom hodnôt v susedných bo-
doch, teda d2f

dx2 = 0

Obr. 21: Funkèná hodnota v bode sa
lí¹i od priemeru hodnôt v susedných bo-
doch, teda d2f

dx2 ̸= 0

Vo viacerých rozmeroch u¾ nulovos» laplaciánu mô¾e nasta» aj u funkcií, ktorých grafy nie sú rovné
ako rovina (tieto samozrejme laplacián nulový majú), ale sú v "priemere vyrovnané ". Funkcie
spåòajúce ∆f = 0 sa volajú harmonické funkcie.
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Obr. 22: Obe funkcie majú funkèné hodnoty rozlo¾ené rovnomerne v zmysle nulového laplaciánu.

3.5.2 Vlastné funkcie

Harmonické funkcie sú vlastne osobitým prípadom vlastných funkcií laplaciánu, na ktoré lap-
lacián pôsobí veµmi jednoducho - pre¹káluje ich príslu¹nou vlastnou hodnotou λ, teda

∆f = λf (20)

Vlastné funkcie laplaciánu majú "strednú krivos»", mieru toho, ako sa rozlo¾enie fun-
kèných hodnôt lí¹i od "priemerne rovnomerného", úmernú svojej vlastnej hodnote.
Harmonické funkcie, zodpovedajúce nulovej vlastnej hodnote, teda sú majú funkèné
hodnoty "v priemere rovnomerne rozlo¾ené "v¹ade.

Napríklad funkcie sínus alebo kosínus, vlastné funkcie druhej derivácie (laplaciánu v 1D), sú v
takomto zmysle najviac zakrivené vo svojich minimách a maximách.

Obr. 23: Odchýlka funkèných hodnôt od priemeru susedov je pre funkciu sin (
√
λx) priamo úmerná

funkènej hodnote v danom bode, s kon¹tantou úmernosti −λ2.

Keï¾e laplacián sa vyskytuje v mnohých lineárnych rovniciach popisujúcich dôle¾ité javy (vedenie
tepla, tepelná rovnováha, ¹írenie vån. . .), majú jeho vlastné funkcie osobitný význam. Osobitne
preto, ¾e èasto tvoria pre daný problém tzv. úplný systém, èo zhruba znamená, ¾e v¹etky rele-
vantné funkcie (osobitne hµadané rie¹enia rovnice) sa dajú napísa» ako ich lineárne kombinácie.
Známa Fourierova trasformácia je príkladom systematického vyu¾ívania vlastných funkcií lap-
laciánu v kartézskych súradniciach, na pravouhlých doménach. Niektoré ¹peciálne funkcie (napr.
Besselove) súvisia s problémom vlastných hodnôt laplaciánu v cylindrických èi sférických súrad-
niciach (nemusia by» priamo jeho vlastnými funkciami). Keï¾e vyjadrenie laplaciánu v iných ako
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kartézskych súradniciach vyzerá relatívne zlo¾ito, je namieste otázka, preèo vôbec nejakú rovnicu
písa» v iných súradniciach a rozklada» veci do zlo¾itej¹ích funkcií namiesto fourierovských sínusov
a kosínusov. Odpoveï je jednoduchá - laplacián nie je jediná vec èo, sa v rovniciach vyskytuje, plus
e¹te je tu tvar domény a okrajové podmienky, ktoré majú na tvar rie¹enia porovnateµný dopad ako
rovnica samotná. Ak iné prvky v rovnici alebo okrajové podmienky vykazujú inú ako translaènú
symetriu (táto volá po kartézskych súradniciach), býva èasto výhodné voli» súradnice, ktoré ju
re¹pektujú. Osobitne je to výhodné pre sféricky alebo cylindricky symetrické situácie, keï¾e tie
vykazuje aj laplacián, a teda príslu¹ná zámena súradníc jeho kvality re¹pektuje tie¾.

3.5.3 Symetrie laplaciánu

Pod symetriou rozumieme nasledovné: Je to invariantnos» voèi nejakej transformácii. Tu budeme
spomína» dvojrozmerný priestor, samozrejme vec sa dá zov¹eobecni». Teda urobíme transformáciu
premenných

x, y −→ x̃(x, y), ỹ(x, y)

a máme nové vlnovkové premenné vyjadrené pomocou starých bezvlnovkových. Podµa situácie
si niekedy potrebujeme e¹te explicitne vyjadri» aj inverznú transformáciu, teda staré premenné
pomocou nových, x(x̃, ỹ), y(x̃, ỹ). Potom prepí¹eme ná¹ skúmaný objekt (operátor, rovnicu atï)
do nových súradníc. Ak sa tým nezmení jeho tvar (okrem pridania vlnoviek na symboly), je ten
objekt voèi danej transformácii invariantný.

Uká¾me si to na translácii zodpovedajúcej posunutiu o kon¹tantné (a, b): to je operácia, ktorá
nám prevedie x, y −→ x̃(x, y), ỹ(x, y) nasledovne:

x̃(x, y) = x+ a

ỹ(x, y) = y + b

Keby sme na nieèo potrebovali (v tomto prípade nebude treba) inverznú transformáciu (vyjadrenie
starých súradníc pomocou nových), je

x(x̃, ỹ) = x̃− a
y(x̃, ỹ) = ỹ − b

Nabla operátor je voèi transláciám invariantný, lebo

∂

∂x
=
∂x̃

∂x

∂

∂x̃
+
∂ỹ

∂x

∂

∂ỹ
=

∂(x+ a)

∂x

∂

∂x̃
+
∂(y + b)

∂x

∂

∂ỹ
=

∂

∂x̃

∂

∂y
=
∂x̃

∂y

∂

∂x̃
+
∂ỹ

∂y

∂

∂ỹ
=

∂(x+ a)

∂y

∂

∂x̃
+
∂(y + b)

∂y

∂

∂ỹ
=

∂

∂ỹ

Teda nabla operátor si v nových, posunutých súradniciach zachoval tvar ako predtým(
∂

∂x̃
,
∂

∂ỹ

)
Laplacián potom samozrejme tie¾ zachová formu, je tie¾ translaène invariantný, alebo symetrický
voèi trasláciám:

∂2

∂x̃2
+

∂2

∂ỹ2

Podobne mo¾no ukáza», aj keï s trochu väè¹ou spotrebou èasu a papiera, ¾e laplacián si zachová
formu pri pootoèení súradníc. V troch rozmeroch je invariantný voèi transláciám podå¾ v¹etkých
osí a rotáciám vo v¹etkých súradných rovinách (a voèi ich kombináciám).
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Symetrie laplaciánu vyjadrujú veµmi hlboké fakty o geometrii daného priestoru. To,
¾e v euklidovskom priestore je symetrický vzhµadom na translácie a rotácie, súvisí s tým, ¾e uhly
a då¾ky, ako sú de�nované v euklidovskej geometrii, sú invariantné voèi takýmto transformáciám.
Intuitívne to mo¾no oèakáva» na základe interpretácie laplaciánu funkcie ako miery odchýlky fun-
kènej hodnoty v danom bode od priemeru hodnôt u susedov. Myslia sa samozrejme v¹etci rovnako
vzdialení susedia. A pojem "rovnako vzdialení"vy¾aduje ma» jasno v tom, ako sa v danom priestore
poèítajú vzdialenosti - teda o geometrii toho priestoru.
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4 Harmonická analýza

S Fourierovou analýzou sa stretajú ¹tudenti mnohých technických aj prírodovedných oborov. Ve-
die» napísa» periodickú funkciu ako nejakú lineárnu kombináciu sínusov a kosínusov s vhodne
zvolenými periódami, èi u¾ je to kombinácia v podobe diskrétnej sumy alebo integrálu, je po-
¾iadavka tradièná takmer ako znalos» Taylorovho rozvoja. Odhliadnuc od tradície, preèo je také
u¾itoèné vedie» rozklada» funkcie, a konkrétne rozklada» ich na sínusy a kosínusy? Motiváciu mo-
¾no hµada» na viacerých úrovniach.

Rozklada» veci na zlo¾ky je niekedy rovnako dôle¾ité ako ich zlo¾i». Struènej¹ie neznamená v¾dy
jednoduch¹ie. Pri mnohých výpoètoch je snaha skomprimova» výrazy na èo najmen¹í poèet èlenov,
"zabali»"k sebe patriace údaje do matíc èi tenzorov, zaobchádza» s celkami namiesto èastí. Táto
metóda má svoje miesto, ale zostruèòovanie nie je základným výpoètovým princípom, v zmysle
¾e by v¾dy pomohlo. Niekedy sa oplatí veci rozklada» namiesto skladania. Èasto je motiváciou
analýza daného objektu. Je to èosi ako spätná rekon¹trukcia receptu z hotového jedna - majúc
celok, hµadáme "komponenty". (Laboratóriá na lekárskych pohotovostiach v hubárskej sezóne by
vedeli rozpráva»). Vo fyzike je príkladom analýza vektorových velièín - nie v¾dy nás zaujíma celý
vektor sily, niekedy sú kµúèové jeho zlo¾ky v konkrétnych význaèných smeroch atï. Samozrejme
vec sa obvykle dá rozlo¾i» rôznymi spôsobmi, a výber z nich má vplyv na nároènos» (povedzme
rovno prevediteµnos») výpoètu.

Preèo zrovna rozklad do sínusov a kosínusov? Mnoho procesov v prírode a technike je pe-
riodických. (A nakoniec ak pripustíme zov¹eobecnenie na nekoneène dlhú periódu, sú efektívne
periodické v¹etky - èo je práve my¹lienka zov¹eobecnenia rozvoja do Fourierovho radu na Fourie-
rovu transformáciu.) Sínus a kosínus sú azda najznámej¹ie periodické funkcie a je známych mnoho
trikov ako s nimi efektívne narába». Jednoducho sa derivujú a integrujú, sú to slu¹né, ohranièené,
analytické funkcie de�nované na celej èíselnej osi. Ale e¹te kµúèovej¹ie je, ¾e sa jedná o vlastné
funkcie Laplaciánu v kartézskych súradniciach. Laplacián sa vyskytuje v mnohých rovni-
ciach popisujúcich významné procesy v prírode (a èasto má problém translaènú symetriu ktorá
volá po pou¾ití kartézskych súradníc). Vlastné funkcie sa pri pôsobení Laplaciánom len pre¹kálujú
svojou vlastnou hodnotou, teda z derivovania sa efektívne stáva násobenie. Vymeni» diferen-
ciálne rovnice za algebraické je vo v¹eobecnosti veµmi výhodný »ah.

Osobitou výhodou je dostupnos» týchto kvalít aj pre ostatné funkcie v nasledujúcom zmysle:
Obvykle máme doèinenia s doménami, na ktorých je Laplacián hermitovský a jeho vlastné funkcie
tam tvoria úplný systém. Teda dajú sa nimi vyjadri» v¹etky relevantné funkcie ako nejaká ich
suma. Výhodu "derivácia zµavnená na násobenie"tak mo¾no roz¹íri» aj na ne (aj keï niekedy za
cenu rozsiahleho sumovania nekoneèných radov), aspoò v prípade, keï sa jedná o lineárne dife-
renciálne rovnice (kde diferenciálne operátory fungujú na sumách "distributívne").

Algoritmus Fourierovho rozvoja/transformácie si pre úplnos» uvedieme aj tu, hoci je známy a
mo¾no ho nájs» v takmer ka¾dej uèebnici základnej analýzy. (Poèet rozlièných normovacích a
oznaèovacích konvencií sa blí¾i k poètu spomínaných uèebníc, a nie je vylúèené jeho presiahnu-
tie. Zále¾itos» Fourieriových radov je posiata rozliènos»ou konvencií a mohla by by» ¹tandardnou
odvykacou kúrou pre µudí príli¹ sa spoliehajúcich na automatické preberanie formuliek a vizuálnu
pamä».) Èasto sa v¹ak stáva, osobitne na technických ¹kolách, ¾e algoritmus je naozaj len mecha-
nickým návodom, napriek názornosti my¹lienky èo je za ním. Práve na túto názornos» by sme sa tu
mali sústredi». Mo¾no si pritom tie¾ roz¹íri» chápanie notoricky známych operácií vo vektorovom
priestore, ujasni» si rolu laplaciánu v známych lineárnych parciálnych diferenciálnych rovniciach,
oceni» slu¾by komplexnej roviny aj pre reálne problémy, a nazrie» do matematickej stránky toµko
spomínaného "princípu neurèitosti"z kvantovej mechaniky.
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4.1 Vektor nemusí by» ¹ípka

Rozkladanie funkcie do Fourierovských zlo¾iek je analogické rozkladu vektora do bázových
komponent. Prísne vzaté nie len analogické, je to ¹peciálny prípad takej procedúry. Vektory sú
síce poväè¹inou predstavované ako nejaké orientované smerové ¹ípky, ale to, èo tieto reprezentujú,
je len jedna z mnohých realizácií pojmu vektora. Na otázku, èo je vektor, je vhodné odpoveda»
"prvok vektorového priestoru". Nejde o vtip. Vektor je vz»ahové oznaèenie - nevyhnutne v
sebe nesie vz»ah k ostatným prvkom svojho druhu a bez nich "vektorovos»"nemá zmysel.
Je to èosi podobné ako poveda» o niekom ¾e je "brat nevyhnutne vyvstáva jeho vz»ah k nejakej
rodine, bez ktorej taká identi�kácia nemá zmyslu. Teda vektor je prvok vektorového priestoru,
èo je akási rodina vektorov. Na to, aby sa nejaká skupina objektov kvali�kovala na vektorový
priestor (nad nejakým poµom, odkiaµ sa berú koe�cienty lineárnej transformácie - napr. reálne
èi komplexné èísla), musí spåòa» isté predpoklady. Ich plnú korektnú formuláciu mo¾no nájs» v
korektných matematických príruèkách, tu si uveïme tie, ktoré budú teraz pre nás kµúèové:

� ak nejaký prvok patrí do vektorového priestoru, tak tam patrí aj ka¾dý jeho skalárny násobok

� ak dva vektory patria do tohto priestoru, potom aj ich lineárna kombinácia tam patrí

� patrí tam nulový vektor, s vlastnos»ou ¾e jeho pripoèítanie k µubovoµnému èlenovi tohto èlena
nezmení

� ku ka¾dému èlenovi prislúcha aj opaèný, v zmysle ¾e ich súèet je nulový vektor

� sèítavanie je komutatívne a asociatívne

� násobenie skalárom je distributívne, komutatívne, asociatívne

Samozrejme "¹ípkové vektory"sa kvali�kujú podµa týchto pravidiel, ale zïaleka nie len ony. Aj
polynómy koneèného stupòa, so sèítaním a násobením chápanými najintuitívnej¹ím spôsobom
((f + g)(x) = f(x) + g(x), (cf)(x) = cf(x)) tvoria vektorový priestor. Podobne matice èi sa-
motné reálne èísla, alebo ohranièené funkcie, po èastiach hladké a s koneèným poètom nespojitostí
na ka¾dom koneènom intervale. Trieda funkcií rozvinuteµných do Fourierovho radu alebo trans-
formovateµných Fourierovou transformáciou tie¾ tvorí vektorový priestor. (Èitateµ je povzbudený
skontrolova» ka¾dú po¾iadavku pre aspoò niektoré tieto rodiny, prípadne si na¹tudova» literatúru
pojednávajúcu o roz¹írení nielen pojmu vektorového priestoru, ale aj mnohých operácií, ktoré sa
èasto pova¾ujú sa synonymné svojej základo¹kolskej reprezentácii.)

Na¹e príklady vektorových priestorov uvedené vy¹¹ie majú v¹etky lineárnu ¹truktúru, ale sa
veµmi lí¹ia nielen povahou svojich objektov, ale aj ich poètom èi spoèítateµnos»ou. Toto súvisí s
bázou daného priestoru. Ka¾dú maticu n × n vieme napísa» ako koneènú kombináciu n2 "bá-
zových matíc"(trebárs typu "v¹ade nuly, okrem i,j-teho miesta"). Báza mô¾e ma» mnoho èlenov,
ale je koneèná. Polynómy koneèného stupòa v¹ak majú bázu pozostávajúcu z nekoneèného poètu
prvkov (polynóm n+1 stupòa toti¾ nijako nezapí¹eme ako lineárnu kombináciu ni¾¹ích polynómov
- a poèet stupòov men¹ích ako nekoneèno je nekoneèný). Taká báza je v¹ak aspoò spoèítateµná (v
zmysle v akom sú spoèítateµné prirodzené èísla). Mnohé rodiny funkcií majú nespoèítateµnú bázu.

Nekoneènos» bázy by nás v¹ak nemala odradi». Je pravda, ¾e v koneènorozmerných vektorových
priestoroch (napríklad prípad "známych"geometrických vektorov ako ich poznajú deti v ¹kole) je-
den z dôvodov, preèo sa báza zavádza, je práve ekonomickos» - je výhodné ma» niekoµko vektorov,
pomocou ktorých vieme vyjadri» nekoneène veµa iných. V prípade nekoneènorozmerných vek-
torových priestorov máme bázu s nekoneèným poètom prvkov, pomocou ktorej vieme vyjadri»
nekoneène veµa iných - ale "nie je nekoneèno ako nekoneèno". Navy¹e, bázové vektory volíme èo
najvýhodnej¹ie - poèet prvkov nebol jediný dôvod, preèo vôbec zavádza» bázy.

Uká¾me si, ako veµmi sa metódy z lineárnej algebry dajú prenies» aj do vektorových priesto-
rov periodických funkcií. Táto partia sa týka rozvoja do Fourierových radov. Prípad Fourierovej
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transformácie, èo je zov¹eobecnenie metódy na neperiodické funkcie (resp. funkcie s nekoneènou
periódou), sa potom pomerne hladko pripojí.

4.2 Skalárny súèin nie je len pravidlo pre násobenie komponent

Pripomeòme najprv, ako to bolo v lineárnej algebre: Zvolila sa báza, niekoµko význaèných vekto-
rov. Poèet zodpovedal rozmeru priestoru, teda v 2D dva vektory, v 3D tri - nie viac, nie menej.
Pri priveµa vektoroch by bol rozklad nejednoznaèný, pri primálo by nebol v¾dy mo¾ný. Okrem
správneho poètu prvkov bázy bolo potrebné, aby boli nezávislé. Teda ¾iaden z nich nesmel
by» lineárnou kombináciou ostatných. Osobitne ¾iaden z nich nesmel by» nulový vektor. Potom
nasledovali e¹te ïal¹ie po¾iadavky na bázu, tieto ale boli viac vecou pohodlia ako nutnosti. Bázové
prvky boli obvykle volené kolmé a s jednotkovou veµkos»ou. Tu sa v¹ak treba trochu zastavi». Ak
v nejakom vektorovom priestore máme mo¾nos» hovori» o veµkosti vektorov a ich vzájomných
uhloch, potrebujeme nejakú ¹truktúru navy¹e, samotná, minimálna lineárna výbava vekto-
rového priestoru na zade�novanie pojmov då¾ky a uhla nestaèí. Potrebujeme skalárny súèin,
operáciu kompatibilnú s lineárnou ¹truktúrou, pomocou ktorej spomenuté pojmy mo¾no zavies».
Ak då¾ky a uhly patria k základným geometrickým pojmom, potom v de�nícii skalárneho sú-
èinu na danom priestore je vlastne vyjadrená geometria tohto priestoru. Je to hlb¹ia téma ne¾
je vhodné otvára» v poznámke "pomimo", ale treba to spomenú». Pripomenieme si tu vlastnosti
skalárneho súèinu, a potom si spomenieme jeho realizáciu v euklidovskej geometrii - s vedomím,
¾e euklidovskos» geometrie je zakódovaná práve spôsobom, akým tam skalárny súèin funguje.

� ako argumenty (vstupné dáta) berie dva vektory a ako hodnotu dá èíslo v⃗.u⃗

� je symetrický v⃗.u⃗ = u⃗.v⃗

� v oboch vstupoch je lineárny, teda (αv⃗ = βu⃗).w⃗ = αv⃗.w⃗ + βu⃗.w⃗

� je nedegenerovaný v zmysle v⃗.v⃗ = 0→ v⃗ = 0⃗

Disponujúc takýmto nástrojom, då¾ka vektora bola de�novaná ako

v =
√
v⃗.v⃗ (21)

a uhol dvoch vektorov ako

cosϕ =
u⃗.v⃗

uv
(22)

Naproti tomu mnemotechnická pomôcka "sèítania súèinu po zlo¾kách", teda algoritmus výpoètu

u⃗.v⃗ = v1u1 + ...+ vnun

je a¾ dôsledkom výberu bázy a správania sa bázových vektorov ohµadne skalárneho súèinu. Nech
bázové vektory e⃗i (teda e⃗1, e⃗2, e⃗3, kde spodný index15 neoznaèuje komponentu, ale celý bázový
vektor v i-tom smere) sú jednotkové, v smere súradných osí, a nech pre ich vzájomné skalárne
súèiny máme (v euklidovskej geometrii):

e⃗i.e⃗j = δij (23)

Potom platí, ¾e komponenty vektorov voèi takejto báze sa pri skalárnom súèine kombinujú po-
dµa známeho pravidla. K jeho jednoduchosti prispieva, ¾e mno¾stvo èlenov pri roznásobovaní je
nulových.

v⃗.u⃗ = vie⃗i.u
j e⃗j = viujδij = viui (24)

15V nasledujúcom budeme èoraz èastej¹ie vyu¾íva» indexovú notáciu, zíde sa u¾ pri troch rozmeroch (a èo potom
pri nekoneèných!).
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Skalárny súèin sa dá pou¾i» aj na extrahovanie zlo¾ky vektora v smere niektorého prvku
bázy. I-tu komponentu (i-ty koe�cient z lineárnej kombinácie bázových vektorov, ktorou je vektor
vyjadrený) dostaneme ako súèin ná¹ho vektora v⃗ s i-tym bázovým vektorom e⃗i

vi = v⃗ . e⃗i = vj e⃗j . e⃗i = vjδij = vi (25)

Tu to vyzerá natoµko samozrejme ¾e je a¾ podivné sa s tým zapodieva», ale práve jednoduché veci
treba ma» rozpísané do jednoduchých detailov, ak máme v pláne hµada» analógie èi zov¹eobecòova».

4.3 Rozklad do Fourierovho radu

Presuòme sa k ïal¹iemu vektorovému priestoru, stále sa obzerajúc na analógiu z lineárnej al-
gebry. Vezmime priestor periodických funkcií reálnej premennej t, s periódou T (samozrejme
to nemusí by» najmen¹ia perióda, funkcia s periódou T/100 má aj periódu T ), ktoré spåòajú tzv.
Dirichletove podmienky: integrál z absolútnej hodnoty za periódu je koneèný, v rámci jednej peri-
ódy je koneène veµa maxím, miním a nespojitostí (a ka¾dá nespojitos» je koneèná). Toto je ¹iroká
trieda funkcií, zahàòajúca modely v¹akovakých dejov a signálov s ktorými sa stretávame v technike
a fyzike. Je »a¾ko si vôbec predsatvi», ako by sa dal vyrobi» signál, ktorého matematický model
by nespåòal Dirichletove podmienky. Mimochodom, aj funkcie obmedzené na koneèký interval sa
dajú "roz¹íri»", v zmysle ¾e na zvy¹ok osi umiestnime periodicky ich kópie. Tieto funkcie tvo-
ria vektorový priestor. Naozaj, lineárna kombinácia dvoch takých funkcií je stále periodická a
dirichletovská, identická nula hrá rolu nulového vektora, a záporne vzatá funkcia rolu opaèného
vektora. Operácie súètu a násobenia skalárom sa samozrejme myslia "pobodovo", teda pod lineár-
nou kombináciou funkcií f , g s kon¹tantnými koe�cientami α, β rozumieme funkciu αf +βg ktorej
predpis (pôsobenia na premennú t) je chápaný ako

(αf + βg)(t) = αf(t) + βg(t)

Tento priestor funkcií mô¾eme dokonca vybavi» skalárnym súèinom. Potrebujeme predpis, ktorý
dvom na¹im vektorom-funkciám priradí èíslo, prièom bude spåòa» po¾iadavky symetrie, bilinearity
a nedegenerovanosti. Integrál cez jednu periódu tieto po¾iadavky spåòa:

f.g =

� T/2

−T/2

dt f(t)g(t) (26)

symetria
� T/2

−T/2

dt f(t)g(t) =

� T/2

−T/2

dt g(t)f(t)

nedegenerovanos»
� T/2

−T/2

dt f2(t) = 0→ f(t) = 0

linearita
� T/2

−T/2

dt f(t)(αg(t) + βh(t)) = α

� T/2

−T/2

dt f(t)g(t)dt + β

� T/2

−T/2

dt f(t)h(t)dt

Keï¾e sa Fourierove rady, ku ktorým tu smerujeme, èasto pou¾ívajú na analýzu signálov majú-
cich priebeh v èase, a pod periódou sa myslí naozaj nejaký èasový úsek, je mno¾stvo terminológie
a oznaèení prispôsobené práve èasovej tematike. Nemal by v¹ak by» problém "prelo¾i»"si potrebné
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veci na iné situácie, keï sa trebárs jedná o periodickos» v priestore a pod. Hranice integrálov
ovedené vy¹¹ie sú tie¾ do iste miery vecoui konvencie - je potrebné integrova» cez celú periódu,
ale pokiaµ funkcia nemá nejako ohranièený de�nièný obor, mô¾eme integrova» od 0 po T , alebo od
−T/2 po T/2, alebo od T/3 po 4T/3 atï.

Teraz k báze. Ná¹ priestor funkcií je nekoneènorozmerný, poèet prvkov bázy bude tie¾ nekone-
èno. Mala by to by» nekoneène poèetná rodina funkcií jednak nezávislých, úplná v zmysle ¾e
v¹etko ostatná sa dá vyjadri» pomocou nich, a podµa mo¾nosti v nejakom zmysle jednoduchých,
vzájomne kolmých (teda s nulovým skalárnym súèinom), a s jednotkovou veµkos»ou, V¹etko toto
spåòajú vlastné funkcie operátora druhej derivácie, sínusy a kosínusy s periódou rovnou T/n
pre nejaké celé n.

d2

dt2
sin (ωnt) = −ω2

nsin (ωnt)

d2

dt2
cos (ωnt) = −ω2

ncos (ωnt)

Pre skrátenie oznaèenia budeme pou¾íva» pojem frekvencie16

ωn =
2πn

T

Mô¾eme ich v prípade potrebny pre¹kálova» vhodným faktorom zabezpeèujúcim jednotkovú veµkos»
(pod veµkos»ou tu samozrejme rozumieme odmocninu zo skalárneho súèinu vektora samého zo
sebou).

� T/2

−T/2

dt sin (ωnt) sin (ωmt) =
T

2
δmn m,n ̸= 0 (27)

� T/2

−T/2

dt cos (ωnt) cos (ωmt) =
T

2
δmn m,n ̸= 0

� T/2

−T/2

dt cos 0 cos 0 = T

� T/2

−T/2

dt cos (ωnt) sin (ωmt) = 0

Ako vidno, veµkos» na¹ich bázových funkcií je
√

2
T pre prípady ωn ̸= 0 a

√
1
T pre prípad ωn = 0.

Teda ortonormálnu bázu, nekoneènorozmerný analóg vektorov e⃗i z lineárnej algebry, tvorí systém
normalizovaných "harmoník"√

2

T
,

√
2

T
cos (ωnt),

√
2

T
sin (ωnt)

16Tu tie¾ mô¾e nasta» trocha zmätku. Pod slovom frkvencia sa èasto myslí prevrátená hodnoty periódy, teda
na¹a ω je 2π krát väè¹ia. To sa niekedy rie¹i pomenovaním ω uhlovou frekvenciou, a niekedy uhlovou rýchlos»ou.
To následne vyvoláva otázky preèo sa vôbec nejaký uhol spomína, keï sa modeluje systém kde sa niè netoèí (hoci
v abstraktnom zmysle to zmysel má aj tam. . .). Vyrie¹ime to tu nazvaním ω frekvenciou a vyzvaním èitateµa, aby
v¾dy èítal kontext.
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Veµmi èasto sa v¹ak narába s nenormalizovanou bázou, teda len s 1, cos (ωnt), sin (ωnt), aby sa
do rozvojov ne»ahali u¾ od zaèiatku normalizaèné faktory (v¹imnime si, ¾e funkcia f = 1 nie
je "jednotková"!). Samozrejme, ony sa potom objavia inde. Znova vec konvencie a dôvod by» v
strehu. Poïme teraz nájs» analóg rozvoja vektora do bázových zlo¾iek v⃗ = vie⃗i. S pohµadom
na na¹u bázu to bude

f(t) =
a0
2

+

∞∑
n=1

an cos (ωnt) + bn cos (ωnt) (28)

f(t) je analógom v⃗ , harmoniky sú analógom e⃗i, a koe�cienty a0, an, bn sú analógmi komponent vi.
Faktor 1/2 pri nultom èlene je zas vec konvencie, je tu zaradený v preferencii oproti jeho objaveniu
sa inde.

Nájdime teraz analóg vz»ahu (25), teda spôsob, ako nájs» komponenty f(t) voèi na¹ej báze.
V lineárnej algebre sa postupovalo vynásobením vektora tým prvkom bázy, ktorého za-
stúpenie v rozvoji sme hµadali. To predsa vieme urobi» aj tu, len nezabudime, ¾e skalárne
násobenie tu zahàòa aj preintegrovanie cez periódu. Nájdime postupne koe�cienty a0, an, bn, tie
hovoria o zastúpení cos 0, cos (ωnt), sin (ωnt) v rozvoji f(t). Teda vynásobme rozvoj (28) postupne
cos 0, cos (ωmt), sin (ωmt) (treba dáva» pozor na pou¾itie iného indexu ako "hluchého"sumaèného)
a preintegrujme cez periódu T , berúc pritom do úvahy vz»ahy medzi samotnými bázovými fun-
kciami (27).

� T/2

−T/2

dt f(t)cos 0 =

� T/2

−T/2

dt cos 0

(
a0
2

+

∞∑
n=1

ancos (ωnt) + bnsin (ωnt)

)
=
a0
2
T

� T/2

−T/2

dt f(t)cos (ωmt) =

� T/2

−T/2

dt cos (ωmt)

(
a0
2

+

∞∑
n=1

ancos (ωnt) + bnsin (ωnt)

)
= anδmn

T

2

� T/2

−T/2

dt f(t)sin (ωmt) =

� T/2

−T/2

dt sin (ωmt)

(
a0
2

+

∞∑
n=1

ancos (ωnt) + bnsin (ωnt)

)
= bnδmn

T

2

Teda predpis pre koe�cienty v rozvoji (28) je

an =
2

T

� T/2

−T/2

dt f(t)cos (ωmt) (29)

bn =
2

T

� T/2

−T/2

dt f(t)sin (ωmt)

Platí pre n = 0, 1, 2.... Jednotnos» predpisu aj pre nultý koe�cient je dôvodom, preèo bol v (28)
de�novaný s faktorom 1/2.

4.4 Diferenciálne za algebraické

Diferenciálne rovnice, a parciálne osobitne, nemajú vo v¹eobecnosti nejaký algoritmus na rie¹enie,
ako tomu bolo trebárs pri kvadratických èi kubických rovniciach. Niektoré metódy fungujú na nie-
ktoré rovnice. Ma» niekoµko trikov v zásobe mô¾e veµmi pomôc». Previes» diferenciálnu rovnicu
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na algebraickú, alebo aspoò nahradi» niektoré derivácie algebraickými operáciami, znamená
veµmi èasto prís» bli¾¹ie k rie¹eniu. Tu sa sústredíme na lineárne rovnice, na¹»astie veµa dôle-
¾itých patrí do takej kategórie. Fourierovská báza funkcií tu má ¹iroké pou¾itie. Mnohé dôle¾ité
rovnice zahàòajú laplacián (sumu druhých derivácií podµa priestorových premenných, v jednom
rozmere jednoducho druhú deriváciu). Druhá derivácia funguje na svojich vlastných funkciách
(harmonikách) ako jednoduché pre¹kálovanie vlastnou hodnotou. Keï¾e èasto pracujeme
na doménach, kde tvoria vlastné funkcie laplaciánu úplný systém, je vcelku dobrá nádej, ¾e
rozkladom neznámej funkcie do fourierovskej bázy prevedieme aspoò èas» "diferen-
ciálnosti"na " algebraickos»".

Uká¾eme si to na príklade rovnice vedenia tepla a vlnovej rovnice, v 1 priestorovom a 1 èaso-
vom rozmere. Povedzme, ¾e skúmame ¹írenie tepla pozdå¾ tyèe (popisuje rovnica vedenia tepla),
alebo ustálený tepelný stav na tyèi (limitný prípad vedenia tepla, popisuje Laplaceova rovnica),
alebo kmity takej tyèe (popisuje vlnová rovnica). V¹etky tri zahàòajú laplacián (v 1 rozmere druhá
derivácia podµa "priestorovej premennej"), tak¾e vlastné funkcie laplaciánu na tejto oblasti budú
hra» významnú rolu. Vo v¹etkých troch prípadoch si predstavme, ¾e skúmame oblas» na úseèke
0 ≤ x ≤ L v èase 0 ≤ xt. Povedzme, ¾e máme zadané v¹etky okrajové podmienky aj poèiatoèné
podmienky. Postup je v princípe rovnaký v¹ade:

Treba nájs» vlastné funcie laplaciánu na danej oblasti, spåòajúce okrajové podmienky. Zostavi»
z nich "Ansatz", teda navrhnú» hµadané rie¹enie rovnice ako ich kombináciu. Na¹e hµadané rie-
¹enie rovnice je síce funkcia de�novaná len na malej èasti osi x, mô¾eme z nej urobi» periodickú
funkciu jednoducho tak, ¾e jej hodnotu na zvy¹ku osi de�nujeme periodicky. Pokiaµ máme úplný
systém vlastných funkcií, hµadaná funkcia sa bude da» v ka¾dom okamihu vyjadri» ako nejaká ich
kombinácia - a tento rozvoj ju bude verne reprezentova» na úseku osi x, na ktorom je de�novaná,
èo nám staèí. Je namieste oèakáva», ¾e v rôznych okamihoch pôjde o rôznu kombináciu. Táto
závislos» na èase v¹ak znamená akurát to, ¾e rozvojové koe�cienty an, bn, aj keï kon¹tantné v
priestore, budú závislé od èasu, teda máme an(t), bn(t). Aby sme zistili, ako konkrétne od èasu zá-
visia, dosadíme ná¹ "Ansatz"do rovnice - priestorové derivácie sa u¾ prejavia len ako algebraické
násobenie, a èasové derivácie nám poskytnú diferenciálnu rovnicu pre an(t), bn(t). Teda sme sa
nezbavili v¹etkého derivovania, ale aj výmena parciálnej diferenciálnej rovnice za obyèajnú nie je
málo. Rovnice pre an(t), bn(t) nám ich vo v¹eobecnosti neurèia jednoznaène, ostanú nejaké voµné
parametre (u¾ naozaj kon¹tanty, v èase aj priestore). Tie potom e¹te dopoèítame z poèiatoèných
podmienok.

Ak tieto kroky zneli príli¹ abstraktne, konkrétne príklady by mali pomôc» ten dojem vylieèi».

Vedenie tepla a Fourierova transformácia

Skúmajme model ¹írenia tepla17 pozdå¾ nejakej jednorozmernej oblasti. Mô¾eme si predstavi»
dlhú tyè. Neznáma funkcia u(x, t) bude predstavuje teplotu, meniacu sa pozdå¾ tyèe a v èase.
Okrajové podmienky budú v tomto príklade volené tak, aby modelovali situáciu, keï sú konce
tyèe udr¾iavané na stabilnej teplote, rovnakej na oboch koncoch. Samozrejme je to len ¹peciálny
prípad. Poèiatoèná podmienka (jedna, keï¾e rovnica je prvého rádu v èase) nám zadá rozlo¾enie
teploty na zaèiatku. Koe�cientD je parametrom systému, súvisí s vodivos»ou, je mierou "priechod-
nosti"pre teplo. Rovnica samotná nám dáva do súvisu laplacián funkcie ∆u (v jednom rozmere
je to len druhá derivácia podµa priestorovej premennej, ktorú budeme skrátene znaèi» uxx), teda
mieru nerovnomernosti priestorového rozlo¾enia teploty, s èasovou zmenou ∂tu (ktorú budeme
skrátene znaèi» ut).

Èím viac sa v nejakom bode lí¹i funkèná hodnota (teplota) od priemeru susedných
(mierou tejto odchýlky od priemeru v okolí je laplacián), tým prud¹ia èasová zmena

17Tento model popisuje aj difúziu látky v rozpú¹»adle. Prenos tepla mo¾no chápa» ako "difúziu energie".
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sa v danom bode dá oèakáva». S klesajúcou hodnotou ∆u, teda s klesajúcou odchýlkou
od priemernosti, klesá aj èasová zmena. Keï je ∆u = 0, je aj ∂tu = 0, inými slovami, èasový
vývoj sa skonèil a nastal rovnová¾ny stav - v¹etko spriemerované nakoµko okrajové podmienky
umo¾òujú. Toto v¹etko sa v matematike zapí¹e struène ako

Duxx = ut (30)

0 ≤ x ≤ L okrajové podmienky u(0, t) = u(L, t) = 0

0 ≤ t poèiatoèné podmienky u(x, 0) = f(x)

Táto rovnice je veµmi známa a je viac spôsobov ako s òou zaobchádza». Tu ju pou¾ijeme na
ilustráciu pou¾itia fourierovských rozkladov. Na výsledku je pekne vidie» "priemerovacia tenden-
cia"èasového vývoja daného laplaciánom.

Najprv nájdime vlastné funkcie operátora druhej derivácie, spåòajúce dané okrajové podmienky,
teda hµadáme rodinu funkcií

fk(x) : ∂xxfk = −λ2kfk, fk(0) = fk(L) = 0

kde vlastnú hodnotu sme zvolili v tvare, ktorý nám neskôr bude pohodlnej¹í na manipuláciu
(asi netreba predstiera», ¾e netu¹íme, ¾e sa bude jedna» o sínusy a kosínusy, a reálna exponenta
neprichádza do úvahy pre nemo¾nos» splni» okrajové podmienky)

fk(x) = αcos(λx) + βsin(λx)

Okrajová podmienka fk(0) = 0 nám z hry vyradí kosínus, a okrajová podmienka fk(L) = 0 nám
obmedzí (pokvantuje, a to sme ani klasickú fyziku neopustili) mo¾né vlastné hodnoty:

sin(λL) = 0 −→ λ =
πk

L
, k celé èíslo

Teda máme bázu

fk(x) = sin

(
πk

L
x

)

Na¹u hµadanú funkciu u(x, t) a jej derivácie vyjadríme ako kombináciu vlastných funkcií laplaciánu,
s koe�cientami závislými od èasu:

u =

∞∑
k=1

ck(t)sin

(
πk

L
x

)

ux =

∞∑
k=1

ck(t)
πk

L
cos

(
πk

L
x

)

uxx = −
∞∑
k=1

ck(t)

(
πk

L

)2

sin

(
πk

L
x

)

ut =

∞∑
k=1

d

dt
ck(t) sin

(
πk

L
x

)
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Po dosadení do pôvodnej diferenciálnej rovnice máme

−D
∞∑
k=1

ck(t)

(
πk

L

)2

sin

(
πk

L
x

)
=

∞∑
k=1

d

dt
ck(t) sin

(
πk

L
x

)

−D
(
πk

L

)2

ck(t) =
d

dt
ck(t)

ck(t) = Bke
−D(πk

L )
2
t

Teda na¹e rie¹enie má formu

u(x, t) =

∞∑
k=1

Bk e
−D(πk

L )
2
t sin

(
kπx

L

)
(31)

Koe�cienty Ak sú zatiaµ neurèené kon¹tanty, voèi priestoru aj èasu, a zistíme ich z poèiatoènej
podmienky:

f(x) = u(x, 0) =

∞∑
k=1

Bk sin

(
kπx

L

)
Teda koe�cienty Bk sú práve koe�cienty fourierovského rozkladu18 funkcie f(x), zadanej ako popis
priestorového rozlo¾enia teoploty na zaèiatku! A tieto u¾ vieme ako sa hµadajú:

Bk =
2

L

� L

0

dx̃ f(x̃)sin

(
kπx

L

)
(32)

Napríklad ak f(x) = c (na poèiatku rovnaká teplota c na celej tyèi) a potom by sme tyè pripojili
k rezervoáru s nulovou teplotou na oboch koncoch, koe�cienty by boli 4c/kπ pre nepárne k, 0 pre
párne k.)
Koneène máme teda rie¹enie rovnice vedenia tepla (30) pre na¹e poèiatoèné a okrajové podmienky:

u(x, t) =

∞∑
k=1

(
2

L

� L

0

dx̃ f(x̃)sin

(
kπx

L

))
e−D(πk

L )
2
t sin

(
kπx

L

)
(33)

V¹imnime si podrobnej¹ie tento rad, a osobitne èasový vývoj jednotlivých harmoník. Ka¾dá
je násobená faktorom exponenciálne klesajúcim s èasom. Tempo poklesu je ovplyvòované koe�-
cientom D, ktorý je spoloèný v¹etkým harmonikám, ale v exponente vystupuje aj k2, ktoré je pre
rôzne harmoniky rôzne. Vy¹¹ie, viac oscilujúce harmoniky (ktorých rozdelenie funkèných
hodnôt má ïaleko od rovnomerného) majú exponenciálne-kvadraticky silnej¹í pokles
ako tie miernej¹ie. K-ta fourierovská zlo¾ka aj s jej èasovo závislým faktorom je predsa vlastnou
funkciou laplaciánu aj prvej èasovej derivácie, s tou istou vlastnou hodnotou úmernou k2

∂2

∂x2
e−D(πk

L )
2
t sin(

(
kπx

L

)
= −

(
kπx

L

)2

e−D(πk
L )

2
tsin

(
kπx

L

)
∂

∂t
e−D(πk

L )
2
t sin

(
kπx

L

)
= −

(
kπx

L

)2

e−D(πk
L )

2
tsin

(
kπx

L

)
18Integraènú premennú nazveme x̃ namiesto tradièného x, lebo o chvíµu budeme výraz dosádza» do vyjadrenia

hµadaného rie¹enia u(x, t), kde u¾ x vystupuje ako voµná premenná. Neslu¹í sa (a priná¹a problémy) vola» v jednom
výraze voµné a presumované alebo preintegrované premenné rovnako.
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To dobre súhlasí s be¾nou skúsenos»ou rozptylu tepla - nerovnomernej¹ie rozdelenia majú
tendenciu vyrovna» sa rýchle¹ie.

Na obrázku je znázornený èasový útlm pre prvé tri harmoniky. Volili sme tu pre jednoduchos»
L = π, D = 0, 1 a znázornené sú momentky pre poèiatoèný èas (plné èiary), a èasy o jednotku
(preru¹ované èiara) a dve jednotky (bodkoèiarkované krivky) neskôr (t = 0, 1, 2). V¹etkým har-
monikám sme dali poèiatoèné amplitúdy rovné jednej, vo v¹eobecnosti samozrejme závisia od
poèiatoèného rozlo¾enia daného podmienkou u(x, 0) = f(x).

Obr. 24: Pri èasovom vývoji danom laplaciánom sa nerovnomernej¹ie rozdelenia vyrovnávajú rých-
lej¹ím tempom

To dobre súhlasí s be¾nou skúsenos»ou rozptylu tepla - nerovnomernej¹ie rozdelenia majú
tendenciu vyrovna» sa rýchle¹ie.

Obr. 25: Parciálne diferenciálne rovnice a dilemy v kuchyni
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Tu je aj odpoveï na "problém cestovín, omáèky a èakania na syr". Máme veµkú studenú kuchyòu,
uvarené cestoviny teploty kuchyne, horúcu omáèku (ale sporák u¾ vypnutý), a zabudli sme na-
strúha» syr. To nám bude trva» nejaký èas. Za predpokladu, ¾e chceme kompletné jedlo dosta»
na stôl èím teplej¹ie, èo je lep¹ie: Zmie¹a» omáèku a cestoviny a ís» strúha» syr, alebo necha» ich
separátne, kým syr nenastrúhame? Podµa na¹ej rovnice bude v prípade separátnej omáèky rozdiel
medzi òou a okolím veµký a teplo z nej unikne rýchlo. V prípade zmie¹aných cestovín a omáèky
je men¹í rozdiel medzi teplotou zmie¹aného jedla a okolia, teda teplotná výmena bude prebieha»
pomal¹ie. Samozrejme teplo z omáèky odovzdané cestovinám nepova¾ujeme za stratené. (Tento
model nepoèíta so stratou molekúl, ktoré sa deje vyparovaním z povrchu (èo tie¾ odná¹a teplo) -
dostupný povrch mô¾e by» pri zmie¹aní iný. Presnej¹í model by mal zahàòat aj takéto morfologické
prvky.)

Rovnica vedenia tepla hovorí aj o tepelnej rovnováhe19 - v tejto sa èasový vývoj sa sko-
nèil, teda ut = 0. Podµa na¹ej rovnice to nastáva práve vtedy, keï je aj ∆u = 0, teda keï je
teplota rozlo¾ená rovnomerne, v zmysle ¾e ka¾dý bod má teplotu ako priemer teplôt
susedných bodov. Pri na¹ich okrajových podmienkach -oba konce tyèe udr¾iavané na rovnakej
teplote - to samozrejme mô¾e vo �nále znamena» len to, ¾e ka¾dý bod tyèe bude ma» práve tú
teplotu. Pre iné okrajové podmienky by sa mohla ustáli» teplota inak - ale tak, ¾e priemer teplôt
u susedov dáva teplotu v danom bode.

Vlnenie a Fourierova transformácia

Skúmajmemodel vån na ohranièenej jednorozmernej oblasti, podµa na¹ich okrajových podmienok
by sa mohlo jedna» o strunu ochytenú na oboch koncoch. Hµadané rie¹enie u(x, t) predstavuje
výchylku z rovnová¾nej polohy. v je zatiaµ len parameter systému, ale sugestívne nazvaný tak,
aby potom vystihoval interpretáciu. Poèiatoèné podmienky (dve, keï¾e rovnica je druhého rádu v
èase) nám popisujú polohy a rýchlosti èastí struny na zaèiatku. Táto rovnica tie¾ zaàòa laplacián,
teda bude súvisie» s mierou nerovnomernosti výchyliek v jednotlivých èastiach struny. Na rozdiel
od rovnice vedenia tepla v¹ak táto nerovnomernos» nie je úmerná prvej èasovej derivácii, teda nie
je mierou èasovej zmeny ("rýchlosti"). V tomto prípade nerovnomernos» rozlo¾enia výchyliek v
priestore je úmerná druhej èasovej derivácii, teda je mierou "zrýchlenia". Rozdiel v èasovom vývoji
je potom markantne iný ne¾ bol v prípade vedenia tepla. Tam sa priestorovo veµmi odli¹ne zohriate
èasti veµmi rýchlo vyrovnávali a s klesajúcou hodnotou ∆u klesala aj miera zmeny v èase ∂tu. Pri
vlnení v¹ak veµmi odli¹ne vychýlené (relatívne k priemeru susedov) èasti budú akurát
veµmi rýchlo meni» svoj pohyb. Zrýchlenie je zmena pohybu-rýchlosti. Nulový rozdiel od
priemeru susedov tak neznamená zastavenie, len nulové zrýchlenie - a zotrvaènos»
prenesie kmitajúci bod cez tento rovnová¾ny bod, a¾ do opaènej maximálnej výchylky, kde
zas naberie dos» veµké zrýchlenie na opaènú cestu atï. . . Struène sa to zapí¹e ako

v2uxx = ut (34)

0 ≤ x ≤ L okrajové podmienky u(0, t) = u(L, t) = 0

0 ≤ t poèiatoèné podmienky u(x, 0) = f(x), ut(x, 0) = h(x)

Aj túto rovnicu pou¾ijeme na ilustráciu pou¾itia Fourierovských rozkladov. Dá sa potom na vý-
sledku pekne vidie» "miera oscilácií"daná laplaciánom.

Vlastné funkcie operátora druhej derivácie, spåòajúce nulové okrajové podmienky, sme u¾ na¹li
v prípade rovnice vedenia tepla, kde sa z priestorovej èastzi jednalo o rovnaký problém. Teda

19vtedy sa redukuje na Laplaceovu rovnicu ∆u = 0
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máme bázu

fk(x) = sin

(
πk

L
x

)

Na¹u hµadanú funkciu u(x, t) a jej derivácie opä» vyjadríme ako kombináciu vlastných funkcií
laplaciánu, s koe�cientami závislými od èasu.

u =

∞∑
k=1

ck(t)sin

(
πk

L
x

)

ux =

∞∑
k=1

ck(t)
πk

L
cos

(
πk

L
x

)

uxx = −
∞∑
k=1

ck(t)

(
πk

L

)2

sin

(
πk

L
x

)

ut =

∞∑
k=1

d

dt
ck(t) sin

(
πk

L
x

)

utt =

∞∑
k=1

d2

dt2
ck(t) sin

(
πk

L
x

)

Po dosadení do pôvodnej diferenciálnej rovnice máme vednoduchú rovnicu pre koe�cienty ck(t)

−v2
∞∑
k=1

ck(t)

(
πk

L

)2

sin

(
πk

L
x

)
=

∞∑
k=1

d2

dt2
ck(t) sin

(
πk

L
x

)

−v2
(
πk

L

)2

ck(t) =
d2

dt2
ck(t)

ck(t) = Ak cos

(
πkv

L
t

)
+ Bk sin

(
πkv

L
t

)

Teda na¹e rie¹enie má formu

u(x, t) =

∞∑
k=1

[
Ak cos

(
πkv

L
t

)
+ Bk sin

(
πkv

L
t

)]
sin

(
kπx

L

)
(35)

Koe�cienty Ak, Bk sú zatiaµ neurèené kon¹tanty, voèi priestoru aj èasu, a zistíme ich z poèia-
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toèných podmienok (ako vidno, boli nutné dve):

f(x) = u(x, 0) =

∞∑
k=1

Ak sin

(
kπx

L

)

h(x) = ut(x, 0) =

∞∑
k=1

Bk
πkv

L
sin

(
kπx

L

)

Teda koe�cienty Ak sú práve koe�cienty fourierovského rozkladu funkcie f(x), zadanej ako po-
pis priestorového rozlo¾enia výchyliek z rovnováhy, a koe�cienty Bk sú (modulo faktor πkv/L)
koe�cienty fourierovského rozkladu funkcie h(x), zadanej ako popis priestorového poèiatoèných
rýchlostí èastí struny.:

Ak =
2

L

� L

0

dx̃ f(x̃)sin

(
kπx

L

)
(36)

Bk =
L

πkv

2

L

� L

0

dx̃ h(x̃)sin

(
kπx

L

)

Tieto veci sú u¾ známe, keï¾e f(x), h(x) pokladáme za zadané. Napríklad v prípade, ¾e v èase nula
boli v¹etky body struny v rovnová¾nej polohe (s nulovou výchylkou), sú nulové v¹etky Ak. Naproti
tomi v prípade, ¾e boli na poèiatku v¹etky body v pokoji (s nulovou poèiatoènou rýchlos»ou), sú
nulové v¹etky Bk. Samozrejme ak boli na poèiatku v¹etky body struny aj v rovnová¾nej polohe
aj v pokoji, je trvalo nulové v¹etko, èo je tie¾ (hranièný) prípad kmitania, v klasickej mechanike
prípustný (kvantová by nedovolila také poèiatoèné podmienky a teda ani také rie¹enie).

Pozrime sa teraz na èasový vývoj jednotlivých "priestorových harmoník". Ka¾dá je prená-
sobená kombináciou sínusov a kosínusov, ktoré oscilujú s frekvenciou úmernou k. Amplitúda
týchto oscilácií pritom od èasu nezávisí. Teda priestorovo "divokej¹ie", vy¹¹ie harmoniky kmi-
tajú aj v èase s vy¹¹ou frekvenciou, ale neutlnujú sa z periódy na periódu sa ako tomu
bolo pri rovnici vedenia tepla. Tak to je, keï laplacián (ktorý je pre vy¹¹ie priestorové harmoniky
veµký), udáva mieru zmeny pohybu, teda zrýchlenia, ako ká¾e vlnová rovnica.

Upravme e¹te na¹e rie¹enie pomocou súètových vzorcov pre sínus a kosínus:

sin (α± β) = sinα cosβ ± cosα sinβ

cos (α± β) = cosα cosβ ∓ sinα sinβ

u(x, t) =

∞∑
k=1

Ak

2

[
sin

(
πk

L
(x+ vt)

)
+ sin

(
πk

L
(x− vt)

)]
+ (37)

+

∞∑
k=1

Bk

2

[
cos

(
πk

L
(x+ vt)

)
− cos

(
πk

L
(x− vt)

)]
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Tento tvar je omnoho symetrickej¹í voèi premenným x a t, a lep¹ie tak ladí s vlnovou rov-
nicou, ktorej jedna z najnápadnej¹ích èàt je práve takáto symetria (druhá derivácia podµa èasu
je úmerná druhej derivácii podµa polohy). Zároveò nám pomáha ineterpretova» rie¹enie vlnovej
rovnice. Vezmime si trebárs funkciu sin (x − vt). Vidíme, ¾e závisí od ¹peci�ckej kombinácie x a
t, ¾e s rozmerovej analýzy parameter v musí ma» rozmer rýchlosti, a ¾e ak sin (x − vt) predsta-
vuje trebárs vlnu ¹íriacu sa nejakým médiom, je v práve rýchlos», ktorou sa musíme pohybova»
médiom v kladnom smere my, ak chceme vidie» stále tú istú výchylku (lebo nám ostal tá istá hod-
nota argumentu - fázy x− vt). Inými slovami v je rýchlos» ¹íriacej sa vlny. Podobnou úvahou
dospejeme k tomu, ¾e sin (x + vt) popisuje vlnu ¹íriacu sa opaèným smerom rýchlos»ou rovnakej
veµkosti. Veµmi podobne pre kosínus, ktorý je len posunutý sínus. V na¹om rie¹ení (37) je ku ka¾dej
doprava sa ¹íriacej vlne pripoèítaná doµava sa ¹íriaca vlna s rovnakou amplitúdou. Takto vznikajú
stojaté vlny, ktoré sa v be¾nom zmysle slova "ne¹íria". Pri strune upevnenej na oboch koncoch
to azda príli¹ neprekvapuje, aspoò hudobníkov s príslu¹nými nástrojmi nie. Spomeòme e¹te krátko

Obr. 26: stojaté vlny

aj "naozaj cestujúce vlny" trebárs v nejakom médiu, a upozornime, ¾e v, rýchlos» ich postupu
priestorom, nie je rýchlos»ou kmitajúcich èastíc média. Rýchlos» týchto je daná hodnotou ut, a
vo v¹eobecnosti sa pre daný bod mení s èasom. (Pri stojatých vlnách, ktoré sa (ako súèet oproto
sebe sa ¹íriacich vån) efektívne "ne¹íria ", v¹ak máme aj uzly, ktoré majú trvalo nulovú výchylku
aj rýchlos»). Nedorozumenie ohµadne rýchlostí azda nastáva aj pre be¾nú asociáciu vlnenie - rieka.
Tam sa v¹ak skladá aj posun média ako celku aj kmitavý pohyb jeho èastíc, preto je pri znázo-
ròovaní samotnej vlnovej rovnice vhodné predstavi» si ako príklad trebárs obilné pole vo vetre -
obilím sa ¹íria vlny, ale ich pohyb nie je toto¾ný s pohybom jednotlivých klasov. Tie napokon (pri
be¾nom vetre) neopú¹»ajú svoje miesto na poli, kým vlna sa ¹íri naprieè ním.

Obr. 27: Rýchlos» kmitania klasov nie je rýchlos»ou vlny postupujúcej obilím.
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4.5 Skratky medzi reálnymi faktami vedú cez komplexnú rovinu.

«a¾ko prehliadnu», ¾e na¹e výpoèty v tejto partii matematiky zahàòajú integrovanie sínusov a
kosínusov. Nie je to niè zlo¾ité, nakoniec tieto funkcie sa derivujú a integrujú ako jedny z najµah¹ích.
Ale existuje ich kombinácia, ktorá ich aj v tomto smere tromfne - exponenciálna funkcia. Stojí to
vstup do komplexnej roviny, ale napodiv taký krok èasto skracuje cestu aj pri reálnych problémoch.
Pomô¾eme si známou Eulerovou formulkou, podµa ktorej sínus a kosínus, a exponenciálna funkcia
spolu súvisia ako

eiωnt = cos (ωnt) + isin (ωnt)

e−iωnt = cos (ωnt)− isin (ωnt)

sin (ωnt) =
eiωnt − e−iωnt

2i

cos (ωnt) =
eiωnt + e−iωnt

2

Teda vlastné funkcie druhej derivácie, alebo jednorozmerného laplaciánu, sa dajú zvoli» ako

d2

dt2
eiωnt = −ω2

ne
iωnt

d2

dt2
e−iωnt = −ω2

ne
−iωnt

Komplexnos» nás nemá èo odrádza», vhodne zvolenými tie¾ komplexnými koe�cientami sa aj z
komplexnej bázy dajú vysklada» reálne funkcie. Akurát treba vhodne zov¹eobecni» skalárny súèin.
Stále to bude integrál cez periódu, ale uvedomme si jednu vec - ak ho necháme ako je, mnohé
komplexné funkcie budu ma» podµa neho komplexnú veµkos». To nie je nieèo, èo by sme chceli
interpretova», preto skalárny súèin de�nujeme ako integrál cez jednu periódu zo súèinu funkcie a
komplexne zdru¾enej funkcie

f.g =

� T/2

−T/2

dt f(t)g∗(t) (38)

a zov¹eobecníme pravidlo o symetrii v skalárnom súèine nasledovne:
� T/2

−T/2

dt f(t)g∗(t) =

(� T/2

−T/2

dt g(t)f∗(t)

)∗

(39)

Hviezdièka znaèí komplexné zdru¾enie. Pre reálne funkcie sa zov¹eobecnenie zredukuje na staré
pravidlo, keï¾e vtedy f∗ = f .

Skontrolujme teda s takto prispôsobeným súèinom ortogonálnos» na¹ej bázy.� T/2

−T/2

dteiωnte−iωmt = δmn T (40)
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Rozvoj v takejto báze sa dá napísa» veµmi kompaktne ako

f(t) =

∞∑
n=−∞

cne
iωnt (41)

Sumácia je teraz aj cez záporné n, èi¾e pre také formálne pripú¹tame "záporné frekvencie"ωn =
2πn
T . To je v¹ak len mýto, ktoré treba zaplati», keï si skracujeme cestu komplexnou rovinou.
Jednoduchým rozpísaním sumy a pou¾itím Eulerovej formulky dostávame vz»ahy medzi sínus-
kosínusovými a exponentovými koe�cientami.

an = cn + c−n (42)

bn = i (cn − c−n)

Pre reálne funkcie musia by» an, bn reálne, èo je splnené ak c−n = c∗. Koe�cienty v (41) získame
ako predtým - zo skalárnych súèinov na¹ej funkcie a bázových vektorov, a zvá¾ením vz»ahov medzi
bázovými vektormi:

� T/2

−T/2

dt e−iωmt f(t) =

� T/2

−T/2

dt e−iωmt
∞∑

n=−∞
cne

iωnt = Lcnδmn

Pre neskor¹ie úèely si e¹te uvedomme, ¾e susedné frekvencie sa od seba lí¹ia nasledovne:

∆ω = ωn+1 − ωn ==
2π(n+ 1)

T
− 2πn

T
=

2π

T
(43)

teda ¾e mô¾eme písa»
1

T
=

∆ω

2π

Potom pre koe�cienty platí jednoducho

cm =
1

T

� T/2

−T/2

dt e−iωmt f(t) =
∆ω

2π

� T/2

−T/2

dt e−iωmt f(t) (44)

a pre rozklad funkcie

f(t) =

∞∑
n=−∞

cne
iωnt =

∞∑
n=−∞

(
∆ω

2π

� T/2

−T/2

dτ e−iωmτ f(τ)

)
eiωnt (45)

Integraèná premenná bola premenovaná tak, aby sa neplietla s voµnou premennou vo zvy¹ku sumy.

E¹te pár slov k interpretácii koe�cientov. Veµkos» koe�cientu |cn| =
√
c∗ncn patriacemu k

n-tej bázovej funkcii (harmonike) a frekvencii ωn nám hovorí, ako veµmi je táto za-
stúpená v "recepte"na výrobu f(t). Ak je niektorý koe�cient nulový, daná frekvencia tam vôbec
nie je zastúpená. Zastúpenie jednotlivých frekvencií v signáloch, priebehoch napätí vo vodièoch,
periodických otrasoch systémov a pod. má veµký význam, preto¾e súvisí s odpoveïou takých sys-
témov na vonkaj¹ie impulzy s danými frekvenciami. Rezonanèné javy sa vyskytujú naprieè
fyzikou a technickýcmi vedami a Fourierov rozklad nám pomáha odhadnú» kritické
frekvencie, pri ktorých mô¾u nasta».
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4.6 Fourierova transformácia

Doteraz sme o perióde T predpokladali ¾e je koneèná, teda ¾e spektrum frekvencií ωn je dis-
krétne, prièom "susedné"frekvencie sa od seba lí¹ia o koneèný inetrval ∆ω = 2π

T . Ak v¹ak uva-
¾ujeme neperiodické funkcie, alebo funkcie s nekoneènou periódou T → ∞, potom sa
rozdiel medzi susednými frekvenciami ∆ω stáva in�nitezimálne malým a z rozvoja (45)
sa stáva integrál (èo je "suma cez nekoneène malé nekoneène blízke prírastky spojitej premennej").

f(t) =

� ∞

−∞

dω

2π

(� T/2

−T/2

dτ e−iωmτ f(τ)

)
eiωt (46)

=
1√
2π

� ∞

−∞
dω

(
1√
2π

� T/2

−T/2

dτ e−iωmτ f(τ)

)
eiωt

=
1√
2π

� ∞

−∞
dω f̃(ω) eiωt

Objekt20 f̃ hrá rolu analogickú tej, ktorú malo cn z rozvoja periodických funkcií, keï bolo spek-
trum diskrétne. Vtedy sme sèítavali cez n, alebo ekvivalentne ωn, teraz integrujeme cez spojité ω.

V¹imnime si, èo sme dostali. Tak ako bol vektoru z lineárnej algebry jednoznaène priradený ko-
neèný súbor koe�cientov vi voèi báze e⃗i, tak ako bol periodickej funkcii jednoznaène priradený
nekoneèný, ale spoèítateµný súbor koe�cientov cn voèi báze eiωnt , tak je teraz aj vo v¹eobecnosti
neperiodickej funkcii jednoznaène priradený objekt f̃ , ktorý ju reprezentuje v báze
eiωt. Tento objekt - dá sa naò pozera» ako na (vo v¹eobecnosti) nespoèítateµný súbor koe�cientov
- sa volá Fourierov obraz danej funkcie. Podobne ako sa zo zlo¾iek dal vysklada» vektor a z
vektora dali extrahova» zlo¾ky, aj Fourierova transformácia je v tomto zmysle vratná, existuje k
nej inverzná:

f(t) =
1√
2π

� ∞

−∞
dω f̃(ω) eiωt (47)

f̃(ω) =
1√
2π

� ∞

−∞
dt f(t) e−iωt

Dvojica f(t), f̃(ω) je "fourierovsky zdru¾ená " a v literatúre mo¾no nájs» tabuµky takýchto dvo-
jíc. Doplnenie takých tabuliek o ïal¹ie riadky alebo overenie u¾ existujúcich je vecou spoèítavania
integrálov typu (47) pre konkrétne funkcie.

4.7 Princíp neurèitosti

V¹etky fourierovské dvojice sa vyznaèujú "princípom neurèitosti": èím je jedna z dvojice viac
lokalizovaná vo svojej premennej, tým menej je vo svojej premennej lokalizovaná
druhá z dvojice.Pre intuitívne pochopenie princípov neurèitosti pre niektoré "komplementárne

20Rozdelenie koe�cientov 1/
√
2π je opä» vecou konvencie. Tu je volená tak, aby transformácia medzi funkciou a

jej Fourierovským obrazom bola èo najsymetrickej¹ia. Iné konvencie majú tie¾ svoje dôvody (niekedy azda tradíciu
a niekedy záhadnej¹ie príèiny). Aj samotné oznaèenie fourierovského obrazu podlieha náladám, vkusu a ¾ivotnej
histórii autorov. Niekde sa pou¾íva pôvodný symbol funkcie s vlnovkou, niekde sa pou¾ije iný font, niekde sa pridá
nejaká iná ozdoba. . . poznáme dril. Treba èíta» kontext, nie písmená.
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premenné"sú k dispozícii aj veµmi klasické uká¾ky. Predstavme si, ¾e k nám prichádza nejaký sig-
nál s istou frekvenciou, napríklad vlny rozbíjajúce sa o pobre¾ie. Ak chceme veµmi presne pozna»
zastúpené frekvencie (mô¾e sa ich sklada» viacero), treba na brehu pobudnú» dostatoène dlho.
Rozhodne dlh¹ie ako najdlh¹ia zastúpená perióda deja (a vopred nemusíme vedie» ako dlho to
je!). Teda ak presnej¹ie "lokalizujeme"zastúpené frekvencie, potom èasová lokalizácia signálu je
príslu¹ne dlh¹ia. Ak na brehu postojíme len krátko, èasová lokalizácia toho, èo sme pozorovali, je
pomerne presná. Ale zas nemáme istotu o frekvenciách, ktoré sme nemohli zachyti», keï¾e zodpo-
vedali periódam dlh¹ím ne¾ na¹e pozorovanie.

Obr. 28: Princíp neurèitosti na plá¾i

Fourierovské dvojice nemusia reprezentova» len èas a frekvenciu. Taká interpretácia je veµmi èastá
(mnohokrát sa naozaj jedná o modely procesov prebiehajúcich v èase), ale netreba sa na òu
nezdravo naviaza». Napríklad v kvantovej mechanike sú podobným spôsobom zdru¾ené
poloha a hybnos».

Uká¾eme si aspoò príklad prejavu známeho princípu nerèitosti via¾uceho tieto dva pojmy. Z kvan-
tovej mechaniky pritom nemusíme vedie» veµa, pre ilustráciu toho, èo chceme ukáza», staèí nasledu-
júci rýchlokurz. Treba vzia» na vedomie, ¾e poloha a hybnos» súvisia v kvantovej mechanike
s operátormi pôsobiacimi na nejaké objekty. Týmto objektom sa hovorí vlnové funkcie, pred-
stavujú v nejakom zmysle stav skúmaného systému. Mô¾u by» de�nované na hybnostnom
priestore ("p-reprezentácia") alebo kon�guraènom priestore ("x-reprezentácia"), prièom sú
to rovnocenné mo¾nosti.

Pri x-reprezentácii si azda mo¾no o nieèo µah¹ie namý¹µa» názornos», býva v prvých kontak-
toch s kvantovou mechanikou spomínaná viac. V tejto variante predstavujú vlnové funkcie ψ(x)
amplitúdu pravdepodobnosti, ¾e kon�gurácia x je obsadená (trebárs èasticou ktorá tvorí skú-
maný systém). Amplitúdu pravdepodobnosti treba chápa» ako "komplexnú odmocninu z pravde-
podobnosti", v zmysle: |ψ|2 predstavuje hustotu pravdepodobnosti, a táto hustota vynásobená
objemovým elementom priestoru(na akom je funkcia de�novaná) dáva pravdepodobnos», ¾e v tom
elemente sa na¹a èastica nájde. Kým hustota pravdepodobnosti je reálna, amplitúda mô¾e by»
komplexná. Spomíname tu len jeden priestorový a jeden hybnostný rozmer, situácia sa samoz-
rejme dá zovèeobecni».

Operátor polohy x̂ je v x-reprezentácii jednoducho násobenie x, a operátor hybnosti p̂ derivova-
nie podµa x, modulo slávne kon¹tanty (Planckova redukovaná kon¹tanta a imaginárna jednotka).
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Z rozlièných dôvodov (struènos» na istých miestach je jedným z nich) sa èasto zavádza velièina
k = p

ℏ . Teda p a k sa lí¹ia len prenásobením Planckovou kon¹tantou, ktorú mo¾no vhodnou voµbou
jednotiek polo¾i» rovnú jednej.

x̂ ψ(x) = xψ(x)

p̂ ψ(x) = −iℏ d

dx
ψ(x)

Keï¾e sa jedná o operátory, má zmysel hovori» o ich vlastných hodnotách (to je vlastne jedna z
mála mo¾ností ako operátoru priradi» èíslo, teda nieèo porovnateµné s výsledkami meraní). Vlastné
funkcie operátora zodpovedajú stavom systému s "presnou hodnotou"velièiny, ktorú operátor pred-
stavuje. Teda v tomto prípade, vlastné funkcie operátora hybnosti zodpovedajú stavom
s presne urèenou hybnos»ou. Nie je »a¾ké ich nájs», sú to komplexné "rovinné vlny. Majú
ostrú hodnotu hybnosti, ale ako sa na sínus a kosínus patrí, nemajú ¾iadnu preferovanú èas» osi
x. Èastica popísaná takým stavom mô¾e by» kdekoµvek.

eipx/ℏ = eikx

Tu x je premenná a k �xný parameter pre daný stav. Vlastné funkcie hybnosti tvoria v x-
reprezentácii úplný systém a mo¾no ich teda pou¾i» ako bázu. Teda v¹etky ostatné stavy v
x-reprezentácii mo¾no písa» ako

ψ(x) =
1√
2π

� ∞

−∞
dk eikx ψ̃(k) (48)

ψ̃(k) je fourierovský obraz ψ(x), teda spojitý analóg komponent ψ(x) voèi báze eikx. Inverzná
trnasformácia je

ψ̃(k) =
1√
2π

� ∞

−∞
dx e−ikx ψ(x) (49)

Veµmi podobný proces mo¾no urobi» pre p-reprezentáciu (resp k- reprezentáciu). Vlnová fun-
kcia ϕ(p) v p-reprezentácii predstavuje amplitúdu pravdepodobnosti v hybnostnom priestore.
Operátor hybnosti p̂ v p-reprezentácii má podobu obyèajného násobenia p a operátor polohy x̂ po-
dobu derivácie podµa p, modulo slávne kon¹tanty (Planckova redukovaná kon¹tanta a imaginárna
jednotka a jedno mínus oproti analogickej situácii v x- reprezentácii):

p̂ ϕ(p) = p ϕ(p)

x̂ ϕ(p) = iℏ
d

dp
ϕ(p)

V tomto prípade, vlastné funkcie operátora polohy zodpovedajú stavom s presne urèe-
nou polohou. Také stavy v¹ak nemajú v¹ak ¾iaden preferovaný úsek na p-osi, teda ich hybnos»
mô¾e by» akákoµvek.

e−ipx/ℏ = e−ikx

Tu k je premenná a x �xný parameter pre daný stav. Vlastné funkcie polohy tvoria v p-
preprezentácii úplný systém a mo¾no ich teda pou¾i» ako bázu pre v¹etky ostatné stavy v
p-reprezentácii. Ale veï práve taký rozvoj predstavuje (49)!
ψ(x) je je fourierovský obraz funkcie ψ̃(k), teda spojitý analóg komponent ψ̃(k) voèi báze e−ikx.

53



Teda k a x tvoria fourierovky komplementárne premenné.

U¾ bolo spomenuté, ¾e bázové stavy x - reprezentácie (eikx, kde x je premenná a k �xný parameter
pre daný stav) majú urèitú hybnos» celkom neurèitú polohu, a bázové stavy p-reprezentácie (e−ikx,
kde k je premenná a x �xný parameter pre daný stav) urèitú polohu a celkom neistú hybnos».
Takéto stavy samy osebe v¹ak nepredsatvujú reálne èastice. Èo by sme tým vôbec mysleli. Reálne
objekty zrejme budú môc» by» popisované nejakými kombináciami - polohu nepoznáme celkom
presne, ale dos» na to, aby sa v nejakom zmysle dala spomína», podobne s hybnos»ou.

Vyskú¹ajme, ako spolu hrajú na¹e komplementárne prmenné pre nejaký takýto konkrétny stav.
Nech ψ(x) popisuje stav èastice v kon�guraènom priestore, a nech je to èastica viazaná na úse-
èku då¾ky 2a. Povedzme ¾e tam je celkom voµná (teda máme rovnaký potenciál na celej úseèke, a
rovnakú pravdepodobnostnú amplitúdu pre v¹etky body úseèky) - ale mimo nej nemô¾e ís» (neko-
neèný potenciál mimo úseèky, amplitúda nulová). Z normovacích príèin (pravdepodobnos» nájs»
èasticu niekde na úseèke má by» rovná 1) bude amplitúda na úseèke ma» veµkos»

√
1/2a).

ψ(x) =
√
1/2a −a ≤ x ≤ a

= 0 (x < −a) ∪ (x > a)

Pozrime sa na jej fourierovský obraz - teda na mieru zastúpenia hybností:

ψ̃(k) =
1√
2π

� ∞

−∞
dxe−ikxψ(x)

=
1√
2a

√
2π

� a

−a

dxe−ikx =
1√
2a

1√
2π

� a

−a

dx [cos (kx)− isin (kx)]

=
1√
2a

2√
2π

sin (ka)
k

lokalizácia v x-priestore lokalizácia v k-priestore

Obr. 29: x- reprezentácie ukazujú lokalizáciu v kon�guraènom priestore na úseèkách rôznych då¾ok
(a=1, 1/2, 2), k-reprezentácie ukazujú lokalizáciu v hybnostnom priestore.
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jama a=0,5 jama a=1 jama a=2

Obr. 30: Kon�guraèný a hybnostný priestor superimponované na seba: pre plné èiary treba chápa»
vodorovnú os ako kon�guraèný priestor, pre bodkované línie ako hybnostný.

Z matematického hµadiska je princíp neurèitosti z kvantovej mechniky dôsledkom toho, ¾e poloha
a hybnos» tu tvoria vzájomne svoje fourierovské obrazy. Pripomeòme, ¾e tieto velièiny tvorili
súradnice vo fázovom priestore, priestore stavov v klasickej mechanike. Tá bola z veµkej èasti
budovaná úvahami o pohybe hmotných klasických èastíc. Kvantová fyzika priestor polôh a byhností
nezmenila jeho rozbitím, ale pretkaním jeho èastí e¹te viac. Poukázala na potrebu, aby viac dr¾al
pokope, aby údaje o stave hmotnej èastice boli previazané cez rozklady do vån.
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5 Symetrie - stopy krásy v matematike

Transformácie sú dôle¾ité, a niektoré ich triedy majú osobitne význaèné vlastnosti. Napríklad
tým, ¾e napriek tomu, ¾e "nieèo sa deje", nieèo sa nemení, zachováva21. Pojem symetrie ide
ruka v ruke so zdanlivo opoziènými pojmami transfomácie a invariantu, zmeny a stálosti.
Transformácia, prechod od jedného stavu systému k inému stavu, je pre daný systém symetriou,
ak sa poèas nej nestráca nieèo charakteristické, èo tvorí identitu systému. Táto zachovávajúca
sa charakteristika je potom vzhµadom na danú transformáciu invariantom. Symetrie sa oddávna
spájajú s krásou. Tu sa budeme venova» jej prejavom v matematike, hµadajúc dôkazy ¾e krása nie
je "len"na ozdobu.

5.1 Transformácie a toky, analógia s teèením

Transformácie mo¾no deli» podµa rôznych kritérií. Ako veµmi dôle¾ité kritérium sa ukazuje spoji-
tos» èi diskrétnos». V oboch prípadoch existuje pojem identickej ("nulovej") transformácie, ktorá
"nerobí niè". V diskrétnom prípade v¹ak existuje nejaká najmen¹ia nenulová transformácia, akýsi
minimálny krok. V spojitom prípade je mo¾né si µubovoµnú nenulovú transformáciu predstavi»
ako poskladanú z e¹te men¹ích - mô¾eme postupova» po in�nitezimálne malých kúskoch. Spoji-
tos» transformácie súvisí so spojitos»ou parametra, ktorý ju kvanti�kuje. Napríklad pri posunutí
predstavuje tento parameter vzdialenos», pri otoèení uhol. . .

Zdanlivo triviálne pozorovanie, ¾e veµká trasformácia sa dá urobi» ako suma mnohých malých,
má neèakane veµký dopad na schodnos» a u¾itoènos» výpoètov. Ïal¹ia uká¾ka pravidla, ¾e hlboké

Obr. 31: Aj cesta dlhá tisíc míµ sa zaèína prvým krokom. Zaèiatky spojitých transformácií a
nemennos» je »a¾¹ie rozpozna». Èas uká¾e rozdiel.

uva¾ovanie nad jednoduchými vecami priná¹a viac ovocia ako povrchné håbanie nad komplexnými
problémami.

Zaènime veµmi jednoducho. Budeme najprv uva¾ova» o transformáciách v euklidovskej ro-
vine. Pou¾ime jednoduchú analógiu - predstavme si rovinu ako povrch rieky, a pohyb (teèenie)
jednotlivých molekúl bude reprezentova» transformácie bodov v rovine. Samozrejme, takéto po-
dobenstvo má svoje limity - jednak body v euklidovskej rovine sú nekoneène malé a nekoneène
nahusto, tak¾e si musíme predstavi» "spojitú vodu"s nekoneène malými èiastoèkami (èo by malo
by» porovnateµne µahké alebo »a¾ké ako pri tej vode). Ïalej voda je do znaènej miery nestlaèiteµná,
ale model nestlaèiteµnej vody je pou¾iteµný na intuitívne uchopenie len tých transformácií, ktoré
¾iadne dva body nemapujú do toho istého obrazu. Postupne si v¹ak mô¾eme roz¹irova» podoben-
stvo aj na také prípady, mô¾eme si predstavova» stlaèiteµnú kvapalinu, dokonca kvapalinu, ktorá

21Bez tohto nakoniec »a¾ko vôbec uva¾ova» o svete. Je èlovek, ktorého vidíme dnes ráno ten istý, ktorého sme
videli vèera veèer? Èas sa zmenil, mo¾no aj ten èlovek sa zmenil. Ale je nieèo, èo ostalo, èo nám umo¾òuje hovori» o
jeho identite. Rozpozna», èo sa mení a èo zachováva chce dávku rozumnosti a¾ múdrosti. Tu sa budeme pohybova»
na bezpeènej pôde matematických a geometrických transformácií.
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èarovne vzniká a zaniká.

Obr. 32: Vodný tok transformuje kon¹telácie lístia na hladine.

Uveïme si niekoµko prípadov takéhoto teèenia bodov v rovine (zov¹eobecnenie do viac rozmerov
nie je v princípe problematické, iba nároènej¹ie na gra�cké zobrazenie). Nech body (x, y) odteèú
do nových bodov (x(ϵ), y(ϵ)). Máme vlastne parametrické vyjadrenie krivky - prúdnice v
rovine.

(x, y) −→ (x(ϵ), y(ϵ)) (50)

(x, y) = (x(0), y(0))

Parameter transformácie ϵ je analogický èasu pri naozajstnom teèení. V èase ϵ = 0 sme
na ¹tartovacom bode. Dlh¹í èas zodpovedá väè¹iemu ϵ. Hodnota kóduje polohu pozdå¾ prúdnice.
Súbor v¹etkých prúdnic tvorí tok(a tento tu tvorí transformáciu roviny). Keï hovoríme o toku a
prúdniciach (plavebných èiarach), je namieste aj úvaha o rýchlosti plavby. Rýchlos» je vektor v
smere pohybu, ktorého veµkos» súvisí s mierou zmeny polohy voèi zmene parametra. Toto v¹etko
vedie k de�nícii komponent rýchlosti v nejakom bode (zvoµme tento bod ako ¹tartovací)

(V x, V y) =

(
dx

dϵ
,
dy

dϵ

) ∣∣∣∣
ϵ=0

(51)

Vektor s takýmito komponentami budeme ho vola» generátor toku èi transformácie. Kompo-
nenty prúdnic (50) sa dajú získa» spätne integrálmi komponent vektora (51), hovoríme im teda
integrálne krivky.

Oznaèenie "generátor"dáva dobrý zmysel, keï si v¹imneme súvis medzi generátorom a in�-
nitezimálnou plavbou - o malièké ϵ pozdå¾ integrálnej krivky. Toti¾ x(ϵ), y(ϵ) mo¾no ako slu¹né
analytické funkcie rozvíja» do Taylorovho radu, a pre malé ϵ je mo¾né zanedba» v¹etky èleny vy¹¹ie
od lineárnych :

(x(ϵ), y(ϵ)) ≈
(
x(0) +

dx

dϵ

∣∣∣∣
ϵ=0

ϵ , y(0) +
dy

dϵ

∣∣∣∣
ϵ=0

ϵ

)
= (x+ ϵVx , y + ϵVy)

∣∣∣∣
ϵ=0

(52)

Pole "rýchlosti"(ak ϵ je interpretované ako èas), dané v ka¾dom bode dotyènicovým vektorom k
integrálnej krivke prechádzajúcej daným bodom, naozaj "generuje"vývoj pozdå¾ nej: Keï je hod-
nota parametra/èasu nulová, sme v pôvodnom bode, a ako málièko (ϵ) neskôr sú súradnice dané
ako poèiatoèné plus lineárny (v parametri ϵ) príspevok súvisiaci s na¹im vektorom.
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Aby sme pole s komponentami (51) uchopili ako matematický objekt, ujasnime si, ¾e identi�kácia
(51) dáva súradnice vektorového poµa rýchlosti, vyèíslené v ¹tartovacom bode. Vzhµadom na
akú "bázu"sú dané súradnice? Èo sú vhodné "bázové vektorové polia"? Súradnice vektora
sú ovplyvnené voµbou súradníc (x,y) v rovine. Skúsme nejaké ¹peciálne prípady, zodpovedajúce
"bázovým tokom":

Tok teèúci pozdå¾ x-ovej osi jednotkovou rýchlos»ou (efektívne ako parameter mô¾eme vzia» ϵ = x)
by mal ako "prúdnice"priamky rovnobe¾né s x-ovou osou, s parametrickým vyjadrením (x(x), y(x)) =
(x, 0) Zároveò v¹ade ako súradnice oèakávame (1, 0), èo sedí s

(
dx
dx ,

d0
dx

)
.

Tok teèúci pozdå¾ y-ovej osi jednotkovou rýchlos»ou (efektívne ako parameter mô¾eme vzia» ϵ = y)
by mal ako "prúdnice"priamky rovnobe¾né s y-ovou osou, s parametrickým vyjadrením (x(y), y(y)) =

(0, y) Zároveò v¹ade ako súradnice oèakávame (0, 1), èo sedí s
(

d0
dy ,

dy
dy

)
.

Teraz si to dajme dokopy s faktom, ¾e v¹eobecnej¹ie toky sú charakterizované krivkami, ktoré
majú nenulové priemety na os x aj na os y, a mô¾u predstavova» teèenie nielen jednotkovou rých-
los»ou. S týmto na mysli prepí¹me (52) sugestívnej¹ie:

x(ϵ) =

(
1 + ϵ

dx

dϵ

∂

∂x

)
x(ϵ)

∣∣∣∣
ϵ=0

y(ϵ) =

(
1 + ϵ

dy

dϵ

∂

∂y

)
y(ϵ)

∣∣∣∣
ϵ=0

Na mieste bázových vektorov e⃗x, e⃗y z lineárnej algebry tu stoja operátory parciálnych derivácií
podµa daných premenných. Na¹e vektorové pole teda bude ma» vyjadrenie

V⃗ = V x ∂

∂x
+ V y ∂

∂y
(53)

=
dx

dϵ

∂

∂x
+
dy

dϵ

∂

∂y

= ẋ ∂x + ẏ ∂y

Totálnu deriváciu podµa parametra analogickéhu èasu budeme èasto oznaèova» bodkou (tradícia
u¾ od Isaaca Newtona). Parciálne derivácie sa èasto skrátene oznaèujú ∂x, ∂y.

5.1.1 Zhrnutie: Súvis toku a generujúceho poµa

Tok generujúceho poµa je súbor "prúdnic", parametrizovaných kriviek (x(ϵ), y(ϵ)) ktorým hovoríme
integrálne krivky. Generujúce pole je v ka¾dom mieste dotyènicové k prúdniciam, jeho komponenty
sú (ẋ, ẏ), kde bodka znaèí deriváciu podµa parametra ϵ.

Nájs» k danému toku (transformácii zadanej ako rodina parametrizovaných kriviek) príslu¹ný
generátor vy¾aduje len deriváciu zlo¾iek krivky a vyèíslenie v nule.
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(Poznáme x(ϵ), y(ϵ), hµadáme V x, V y )

V x(x, y) =
dx

dϵ

∣∣∣∣
ϵ=0

V y(x, y) =
dy

dϵ

∣∣∣∣
ϵ=0

Opaèná úloha, teda nájs» tok generovaný zadaným poµom (známe V x(x, y), V y(x, y), hµadáme
x(ϵ), y(ϵ)) vy¾aduje integráciu zlo¾iek vektorového poµa. Treba rie¹i» sústavu diferenciálnych rovníc
pre neznáme funkcie x(ϵ), y(ϵ) (s danými poèiatoènými podmienkami)

dx

dϵ
= V x(x, y)

dy

dϵ
= V y(x, y)

x(0) = x y(0) = y

Ilustrujme si súvis medzi transformáciou, jej in�nitezimálnou verziou a generujúcim tokom na
príkladoch niekoµkých transformácií v rovine.

5.1.2 Posunutie v rovine

Uká¾me pojmy transformácie, jej in�nitezimálnej verzie a generujúceho toku na posunutiach v
smere (a, b), kde a, b sú kon¹tanty. Transformácia bodov roviny bude

(x, y) −→ (x+ ϵa, y + ϵb)

Jej in�nitezimálna verzia (rozvoj pre malé ϵ) vyzerá rovnako, tak¾e koe�cienty generujúceho poµa
sú (a, b), to isté, èo dostaneme deriváciou x(ϵ), y(ϵ) podµa ϵ (v tomto prípade vyèislenie v ϵ = 0 je
rovnaké ako v¹ade inde.) Teda generátor posunutí v smere (a, b) je

V⃗ = a
∂

∂x
+ b

∂

∂y

Obr. 33: Pole a∂x + b∂y (pre a = 1, b = 2), jeho prúdnice, èi¾e integrálne krivky, a bod odplavený
pozdå¾ jednej z nich.
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5.1.3 Rotácia v rovine

V tomto prípade tokom je otáèanie a úlohu parametra hrá uhol pootoèenia ϵ. Z lineárnej algebry
vieme, ¾e pootoèenie o uhol ϵ nám transformuje body nasledovne22:

(x, y) −→ (x̃, ỹ) = (x(ϵ), y(ϵ)) = (x cosϵ + y sinϵ, y cosϵ − x sinϵ)

Jedná sa o koncentrické kru¾nice vypåòajúce rovinu (pre poèiatoèné (x, y) v rôznych vzdialenos-
tiach od stredu máme rôzne kru¾nice).
Ako vyzerá in�nitezimálna transformácia (prípad malého ϵ)? Vtedy máme

cosϵ ≈ 1, sinϵ ≈ ϵ,

(x, y) −→ (x̃, ỹ) = (x(ϵ), y(ϵ)) = (x+ ϵy, y − ϵx)

Zlo¾ky generátora in�nitezimálnej transformácie sú koe�cienty pri parametri ϵ, teda (y,−x). Mô-
¾eme k nim prís» aj (hoci sa jedná prakticky o tú istú vec) tak, ¾e vezmeme na¹u integrálnu
krivku/prúdnicu a nájdeme jej dotyènicový vektor v poèiatoènom bode, teda poderivujeme ju a
potom vyèíslime v ϵ = 0:(

d

dϵ
(x cosϵ + y sinϵ),

d

dϵ
(y cosϵ − x sinϵ)

) ∣∣∣∣
ϵ=0

= (y,−x)

Teda ak na¹ou transformáciou je rotácia, prúdnicami sú koncentrické kru¾nice, a dotyènicovým
poµom (generátorom in�nitezimálnych rotácií) je pole

V⃗ = y
∂

∂x
− x ∂

∂y
.

Pre úèely precvièenia pojmov a kontroly, vyrie¹me opaènú úlohu, teda predpokladajme, ¾e po-
známe pole a chceme mu nájs» integrálne krivky: Potrebujeme vyrie¹i» sústavu rovníc s poèiato-
ènými podmienkami

dx

dϵ
= y

dy

dϵ
= −x

x(0) = x y(0) = y

Táto nie je veµmi zlo¾itá, je jasné ¾e pôjde o kombináciu cos ϵ a sin ϵ, s koe�cientami danými
poèiatoènými podmienkami. Vidno v¹ak, ktoým smerom je výpoèet zlo¾itej¹í.

(x(ϵ), y(ϵ)) = (x cos ϵ + y sin ϵ, y cos ϵ − x sin ϵ)

Ide o koncentrické kru¾nice
x2(ϵ) + y2(ϵ)) = x2(0) + y2(0)

Tu x2(0)+y2(0) je kvadrát polomeru danej kru¾nice; (x(0), y(0)) predstavuje "¹tartovací bod"pre
danú prúdnicu

22Poznámka k znaèeniu: Zavádzanie vlnovky sa tu mô¾e zda» zbytoèné, keï¾e "posunuté"body rozpoznávame
podµa nenulového parametra uvedeného ako ich argument (napr. pôvodný, netransformovaný bod má x-ovú súrad-
nicu x(0) = x, transformovaný x(ϵ) = x̃). Neskôr sa v¹ak takáto indikácia transformácie mô¾e zís», osobitne keï
zátvorka s argumentom bude veµmi zavadza», tak¾e zvyknime si na viacero znaèení u¾ vopred.
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Obr. 34: Pole y∂x − x∂y, jeho prúdnice, èi¾e integrálne krivky, a bod odplavený pozdå¾ jednej z
nich

5.1.4 Hyperbolická rotácia v rovine

Nájdime integrálne krivky pre vektorové pole

V⃗ = y
∂

∂x
+ x

∂

∂y

.
Toto sa od predchádzajúceho lí¹i len znamienkom pri y-ovej zlo¾ke, ale ako uvidíme, integrálne
krivky vyzerajú výrazne inak. Hµadáme funkcie (x(ϵ), y(ϵ)), pre ktoré platí

dx

dϵ
= y

dy

dϵ
= x

x(0) = x y(0) = y

Vidno, ¾e sa jedná o kombinácie hyperbolických funkcií cosh ϵ a sinh ϵ, s koe�cientami danými
poèiatoènými podmienkami, teda

(x(ϵ), y(ϵ)) = (x cosh ϵ + y sinh ϵ, y cosh ϵ + x sinh ϵ)

. Jedná sa o hyperboly
x2(ϵ)− y2(ϵ) = x2(0)− y2(0)

Tu (x(0), y(0)) predstavuje ¹tartovací bod danej prúdnice.
Teraz je mo¾né urobi» skú¹ku správnosti, teda derivova» na¹e nájdené integrálne krivky (prípadne
rozvinú» x(ϵ), y(ϵ) okolo hodnoty ϵ = 0 po lineárny èlen v ϵ = 0) a prís» spätne ku generátoru
(vektorovému poµu zo zadania). Takéto rie¹enie úloh z viacerých strán sa implicitne doporuèuje,
a¾ pokým sa súvis medzi inegrálnou krivkou, transformáciou, jej in�nitezimálnou verziou a gene-
rátorom nestane vecou rutiny.
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Obr. 35: Pole y∂x + x∂y, jeho prúdnice, èi¾e integrálne krivky, a bod odplavený pozdå¾ jednej z
nich

5.2 Transformácia obrazcov

Uviedli sme si niekoµko príkladov na transformácie bodov v rovine. Ponúka sa otázka, ako sa
transformujú mno¾iny bodov, teda nejaké geometrické obrazce v rovine. Pri na¹ich dote-
raj¹ích úvahách nemalo veµa zmyslu hovori» o deformácii èi nedeformácii obrazcov, veï bod ostal
bodom, len posunutým pozdå¾ prúdnice. Je to analogické situácii, keï do rieky hodíme list. Po-
sunie sa, nezdeformuje. Èo ak by sme v¹ak do rieky hodili niekoµko listov - ako by sa menila ich
kon¹telácia? Alebo vezmime e¹te spojitej¹í obrazec, trebárs stu¾ku èi povrázok, ktorý by mal pri
prvom kontakte s hladinou nejaký zadaný tvar. Vo v¹eobecnosti sa povrázok pri plavbe nielen
posunie, ale vplyvom rôzneho toku na rôznych èastiach povrázka sa tento aj v¹elijako poskrúca.

Obr. 36: Transformácia spojitého útvaru pri plavbe

Èo sa stane so spojitou krivkou pri transformácii tokom nejakého vektorového poµa? Ostane v
jednom kuse ako stu¾ka, len zmenená tvarom? Ak uva¾ujeme hladké vektorové pole (jeho integ-
rálne krivky sú hladké), potom vplyvom jeho toku sa pôvodne susedné body zobrazia do znova
susedných, aj keï globálna kon¹telácia ("tvar") bude vo v¹eobecnosti iná. Veµkou výnimkou sú tu
krivky dané prúdnicami samotného poµa, teda jeho integrálne krivky. Keï¾e pole teèie z de�nície
pozdå¾ nich, nijako nemení ich tvar.

Vo viacerých rozmeroch si mô¾eme predstavi» nielen transformácie na povrchu rieky, ale aj pod
hladinou, teda efektívne trojrozmerný tok. Mô¾eme uva¾ova» o deformácii bodov, kriviek, plôch
ponorených do toku. A tak ïalej - matematický formalizmus nám umo¾òuje ís» smelo aj tam,
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kde vizualizácie nemáme. Keï¾e v¹ak vizualizácia pomáha nabra» intuíciu, zaènime najprv opä» s
tokmi - transformáciami v rovine a uva¾ujme, ako sa deformujú krivky, keï ich necháme odplavo-
va» pozdå¾ inegrálnych kriviek nejakého poµa.

Tok, jeho prúdnice a ich generátor sme u¾ matematicky namodelovali v predchádzajúcich odse-
koch; teraz si e¹te uvedomme, ako budeme modelova» mno¾iny bodov, ktorých deformácie vplyvom
toku budeme skúma». Vezmime ako taký geometrický objekt nejakú krivku. Krivka v rovine sa dá
implicitne zada» ako

F (x, y) = 0

Napríklad: rovné èiary, kru¾nice a krivky zodpovedajúce grafom explicitných funkcií y = f(x)
majú implicitné vyjadrenia:

F (x, y) = ax+ by + c = 0 priamka

F (x, y) = (x− a)2 + (y − b)2 − c2 = 0 kru¾nica

F (x, y) = y − f(x) = 0 graf funkcie y = f(x)

Poïme sa pozrie» èo sa stane "s povrázkom hodeným do rieky", resp. s krivkou danou grafom
funkcie. Najprv pripomeòme, èo sa stane s bodmi, a potom vyjadrime zmenu funkèného predpisu
tak, aby zodpovedal novému tvaru krivky.

(x, y) −→ (x(ϵ), y(ϵ)) = (x̃, ỹ)

F (x, y) = 0 −→ F̃ (x̃, ỹ) = F (x(x̃, ỹ), y(x̃, ỹ)) = 0

Pod hrozivo dlhým výrazom sa skrýva jednoduchá my¹lienka: aby sme na¹li novú krivku, vezmeme
predpis starej, staré premenné (x, y zodpovedajúce ϵ = 0) v nej v¹ak vyjadríme pomocou nových
( x̃, ỹ zodpovedajúce ϵ ̸= 0). Potrebujeme teda inverznú transformáciu

x̃, ỹ −→ x(x̃, ỹ), y(x̃, ỹ)

V prípade, ¾e namiesto implicitne zadaných kriviek potrebujeme transformova» grafy explicitne
zadaných funkcií, je potrebné23 e¹te vyjadri» ỹ(x̃).

Ujasnime si teraz veci na príkladoch.

5.2.1 Rotácia priamky

Vezmime na zaèiatok veµmi jednoduchú krivku - priamku.
Je daná implicitne ako F (x, y) = y−ax−b = 0 alebo explicitne ako graf funkcie y = f(x) = ax+b.
Ako pole vezmime rotácie, teda pole V⃗ = y∂x − x∂y, ktorého tok zodpovedá nám u¾ známej
transformácii

(x, y) −→ (x̃, ỹ) = (x cosϵ + y sinϵ, y cosϵ − x sinϵ)

Teraz budeme potrebova» inverznú transformáciu, ktorá sa nájde veµmi jednoduchou úvahou (oto-
èením rotaènej matice): Ak x̃, ỹ sme dostali z x, y otoèením o uhol ϵ, potom x, y dostaneme spä»
otoèením x̃, ỹ o uhol −ϵ:

(x̃, ỹ) −→ (x, y) = (x̃ cosϵ − ỹ sinϵ, ỹ cosϵ + x̃ sinϵ)

23Teraz je azda èas oceni» vlnovku namiesto zátvorky s argumentom ϵ. Staèí pokus prepísa» výraz vy¹¹ie pomocou
x(ϵ), y(ϵ), x(0), y(0) a naznaèi» v òom korektne èo sa vyjadruje pomocou èoho - a je jasnej¹ie, naèo sú dobré viaceré
typy znaèenia.
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Nájdime transformáciu implicitne zadanej krivky F (x, y) = y − ax − b = 0, resp. transformáciu
grafu funkcie y = f(x) = ax+ b:

0 = F̃ (x̃, ỹ) = F (x(x̃, ỹ), y(x̃, ỹ))

= y(x̃, ỹ)− a x(x̃, ỹ) − b

= ỹ cosϵ + x̃ sinϵ− a(x̃ cosϵ − ỹ sinϵ) − b

= ỹ(cosϵ + asinϵ) − x̃(acosϵ − sinϵ) − b

Explicitný tvar získame jednoduchým vyjadrením ỹ z implicitnej rovnice, èo v tomto prípade ide
jednoznaène pre uhly ktoré spåòajú (cosϵ + asinϵ) ̸= 0. (To by zodpovedalo zvislým krivkám ktoré
nepredstavujú graf funkcie y(x).)

ỹ = f̃(x̃) =
acosϵ − sinϵ
cosϵ + asinϵ

x̃ +
b

cosϵ + asinϵ

= ãx̃+ b̃

Ako sa dalo èaka», zrotovaná priamka je znova priamka. Ale pozor, "priamos»"síce ostala inva-
riantom (nezmenenou vecou), ale dostali sme inú funkciu (a ako jej graf inú priamku) ako predtým
-parametre sú príslu¹ne pozmenené

5.2.2 Rotácia kru¾nice

Skúsme e¹te pretransformova» rotáciou, konkrétne takou ktorá zodpovedá toku poµa V⃗ = y∂x−x∂y
(teda tok z predo¹lého príkladu), krivku danú kru¾nicou s polomerom 1 centrovanou v strede
F (x, y) = x2 + y2 − 1 = 0.

0 = F̃ (x̃, ỹ) = F (x(x̃, ỹ), y(x̃, ỹ))

= x2(x̃, ỹ) + y2(x̃, ỹ)− 1

= (x̃ cosϵ − ỹ sinϵ)2 + (ỹ cosϵ + x̃ sinϵ)2 − 1

= x̃2 + ỹ2 − 1

Tu na rozdiel od rotovania priamok vidíme, ¾e nielen¾e tok ná¹ho poµa prevedie kru¾nicu na
kru¾nicu (teda ¾e "kruhovos»"je invariantom tejto transformácie), ale ¾e sa nezmenili ani len para-
metre kru¾nice - samotná implicitná funkcia a jej graf sú invariantmi! Dôvodom je, ¾e koncentrické
kru¾nice centrované v strede súradnej sústavy sú práve integrálnymi krivkami ná¹ho poµa, ktoré
generuje rotácie okolo poèiatku. Pole z de�nície zachováva svoje integrálne krivky, svoj
vlastný tok.

Rotácie a translácie v euklidovskej rovine majú svoju význaènú èrtu - zachovanie tvaru objek-
tov ako ho chápeme v euklidovskom zmysle - preto¾e zachovávajú vzájomné vzdialenosti bodov
v rovine. Èitateµ si mô¾e explicitne vyskú¹a», ¾e vzdialenos» dvoch bodov sa nezmení, keï ju
vyèíslime pred transformáciou (ϵ = 0) a po ich odplavení o ten istý nenulový ϵ.

5.2.3 Neizotropné ¹kálovanie a jeho vplyv na kru¾nicu

Pozrime sa, èo robí ¹kálovacia transformácia s kru¾nicou centrovanou v strede s polomerom 1.(Pre
v¹eobecnej¹ie kru¾nice je akurát trochu dlh¹í výpoèet, ale pre èitateµa by nemal by» principiálny
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problém spoèíta» transformáciu aj pre také prípady v rámci cvièenia.) Neizotropné ¹kálovanie je
generované poµom V⃗ = αx∂x+βy∂y, prièom α, β sú kon¹tanty. Zodpovedajúcu transformáciu (pa-
rametrické vyjadrenie integrálnych kriviek, po ktorých nám odtekajú body) získame integrovaním
komponent ako obvykle:

dx

dϵ
= αx

dy

dϵ
= βy

x(0) = x y(0) = y

Máme teda
(x̃, ỹ) = (eαϵx, eβϵy)

Pozrime èo takýto tok urobí s krivkou F (x, y) = x2+ y2−1 = 0. Potrebná inverzná transformácia
je tu veµmi jednoduchá

(x, y) = (e−αϵx̃, e−βϵỹ)

a mô¾eme dosádza» do rovnice pre kru¾nicu:

0 = F̃ (x̃, ỹ) = F (x(x̃, ỹ), y(x̃, ỹ))

= x2(x̃, ỹ) + y2(x̃, ỹ)− 1

=
x̃2

e2αϵ
+

ỹ2

e2βϵ
− 1

Kru¾nica sa tokom neizotropne ¹kálovacieho poµa deformovala na elipsu.

5.3 Invarianty transformácie

Spomeòme si na krivky, ktoré sú poµom zachovávané priam z de�nície - integrálne krivky tohto
poµa. Príkladom boli kru¾nice so stredom v poèiatku F (x, y) = x2+y2− c = 0 a dotyènicové pole,
ktoré ich nemenilo V⃗ = y∂x − x∂y. Ako sformulova» matematicky túto zásadu (pole nedefor-
muje svoje vlastné prúdnice) a ako do nej zakomponova», èo pole robí s inými krivkami, bez
podrobného rozpisovania parametrizovaného toku?
Najprv pozrime ako sa vo v¹eobecnosti funkcia dvoch premenných f(x, y) mení pozdå¾ toku poµa
V⃗ = V x(x, y)∂x+V y(x, y)∂y. Skúmajme in�nitezimálne zmeny. My¹lienka je jednoduchá - porov-
na» hodnoty funkcie v poèiatoènom bode (x, y) a v bode (x(ϵ), y(ϵ)), in�nitezimálne odplavenom
pozdå¾ prúdnice. Pre takéto blízke body v¹ak mo¾no pou¾i» Taylorov rozvoj, podµa ktorého, spolu
s na¹ou de�níciou zlo¾iek poµa V x, V y, platí

x(ϵ) ≈ x(0) + dx

dϵ

∣∣∣∣
ϵ=0

ϵ = x+ ϵV x

y(ϵ)) ≈ y(0) + dy

dϵ

∣∣∣∣
ϵ=0

ϵ = y + ϵV y

Hodnoty na¹ej funkcie f(x, y) sa na dvoch miestach o ϵ vzdialených pozdå¾ integrálnej krivky poµa
V⃗ lí¹ia nasledovne:

65



f(x(ϵ), y(ϵ))− f(x, y) ≈ f(x+ ϵV x, y + ϵV y)− f(x, y)

≈ f(x, y) + ϵV x∂xf + ϵV y∂yf − f(x, y)

≈ ϵ (V x∂x + V y∂y) f

≈ ϵ V⃗ .∇⃗f

Skalárny súèin medzi komponentami poµa a gradientom funcie má názorný význam:
Funkcia (jej hodnoty) sa najviac mení v smere svojho gradientu (z de�nície). Miera
zmeny funkcie pozdå¾ toku poµa je daná tým, do akej miery le¾í jej gradient v smere
tohto toku, èo meria práve uvedený skalárny súèin. Ak je nulový, pole teèie pozdå¾
"vrstevníc"na¹ej funkcie, teda jeho integrálne krivky sú zaroveò krivkami kon¹tant-
ného f .

Súèin V⃗ .∇⃗f sa v literatúre èasto skrátene oznaèuje ako V⃗ f alebo V⃗ (f) a prezentuje sa ako "pole
pôsobiace na funkciu".

5.3.1 Kritérium in�nitezimálnej invariantnosti

Invariantnos» funkcie f(x, y) voèi toku poµa V⃗ vy¾aduje, aby prúdnice poµa tiekli pozdå¾ vrstevníc
funkcie, teda aby gradient funkcie bol kolmý na pole.

V⃗ .∇⃗f = V⃗ (f) = 0 (54)

Ak toto platí pre v¹etky (x, y) z de�nièného oboru funkcie f , potom pole zachováva v¹etky vrs-
tevnice tejto funkcie, teda v¹etky krivky dané predpisom f(x, y) = c.

Podmienka zachova» ka¾dú vrstevnicu je silnej¹ia ako po¾iadavka zachova» len niektorú. Èasto
sa stretáme s po¾iadavkou trebárs zachova» nejakú mno¾inu bodov danú predpisom F = 0, èo
predstavuje zachovanie jednej konkrétnej ("nulovej") vrstevnice funkcie F . Ak nájdeme pole, ktoré
spåòa V⃗ F = 0 len na mno¾ine bodov spåòajúcich F = 0, potom e¹te treba skontrolova», èi na tejto
mno¾ine platí, ¾e ∇⃗F ̸= 0. Ak hej, na¹li sme pole zachovávajúce nulovú vrstevnicu funkcie F ; ak
je v¹ak na tejto vrstevnici gradient nulový, hocijaké pole bude spåòa» V⃗ F = 0, nielen tie, ktoré
túto vsrtevnicu zachovávajú. Ako v¹ak bolo uvedené vy¹¹ie, ak pole spåòa silnej¹iu podmienku
V⃗ (F ) = 0 v¹ade, netreba gradient kontrolova».

5.3.2 Rotácie v rovine okolo poèiatku a ich integrálne krivky

E¹te raz, dopodrobna kritérium invariantnosti preskúmajme na príklade poµa V⃗ = y∂x − x∂y a
kru¾níc centrovaných v poèiatku. F (x, y) = x2 + y2 − C = 0 (tu x, y berieme ako premenné, C je
pre danú kru¾nicu kon¹tanta). Ka¾dá z týchto kru¾níc sa dá zapísa» parametricky ako

(x(ϵ), y(ϵ) ) = ( (x cosϵ + y sinϵ), (ycosϵ − x sinϵ) )

kde x, y sú pre danú kru¾nicu ¹tartovacími bodmi. Pre malé ϵ mô¾eme písa» cosϵ ≈ 1 a sinϵ ≈ ϵ,
teda
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(x(ϵ), y(ϵ) ) = ( x+ yϵ, y − xϵ )

Funkcie sa pozdå¾ toku takéhoto poµa menia nasledovne:

f(x(ϵ), y(ϵ))− f(x, y) ≈ f(x+ yϵ , y − xϵ)− f(x, y)
≈ f(x, y) + ϵy∂xf − ϵx∂yf − f(x, y)

≈ ϵ (y∂xf − x∂yf)

Teda funkcia spåòajúca (y∂xf −x∂yf = 0) je invariantná voèi toku ná¹ho poµa. Príkladom takejto
funkcie je napríklad f(x, y) = x2 + y2. Naozaj,

V⃗ f = V⃗ (x2 + y2) = (y∂x − x∂y)(x2 + y2) = 2yx− 2xy = 0

Túto konkrétnu funkciu si v¹imnime podrobnej¹ie - jej "vrstevnice", teda krivky na ktorých je
kon¹tantná, f(x, y) = x2 + y2 = c, sú práve integrálne krivky ná¹ho poµa, dané v neparametrickej
forme ako F (x, y) = x2 + y2 − c = 0.

5.3.3 Invariantnos» funkcie vs vrstevnice

Keï hµadáme transformácie, treba ma» ujasnené, èoho transformácie vlastne hµadáme, èo má osta»
ako celok nezmenené a èo sa mô¾e meni». To samozrejme závisí od toho, èo na¹e premenné a
výrazy z nich poskladané predstavujú.

Mô¾eme hµada» transformácie v rovine x, y, ktoré zachovávajú hodnoty funkcie
z = f(x, y) = x2 + y2. V takom prípade samozrejme generátor transformácie navrhneme v tvare
V x(x, y)∂x + V y(x, y)∂y a hµadáme funcie V x, V y premenných x, y tak, aby platilo
(V x∂x + V y∂y)f = 0.
Ak ich triviálne roz¹írime do 3D ako V x(x, y)∂x + V y(x, y)∂y + 0∂z, mô¾eme poveda», ¾e zacho-
vávajú celý graf funkcie dvoch premenných z = f(x, y) = x2 + y2 alebo prinajmen¹om nulovú
vrstevnicu funkcie troch premenných F (x, y, z), teda plochu F (x, y, z) = x2 + y2 − z = 0.

Alebo nás mo¾no zaujímajú transformácie v priestore x, y, z, voèi ktorým je funkcia troch pre-
menných F (x, y, z) = x2 + y2 − z invariantná (teda by zachovávali jej graf v 4D, aj keï tam u¾
»a¾ko vizualizova»), v takom prípade navrhneme generátor transformácie v tvare
V x(x, y, z)∂x+V

y(x, y, z)∂y,+V
z(x, y, z)∂z a hµadáme funkcie V x, V y, V z premenných x, y, z, tak,

aby platilo (V x∂x + V y∂y + V z∂z)F = 0. Príslu¹ná transformácia bude ma» integrálne krivky (v
3D priestore) pozdå¾ "vrstevníc"funkcie F (x, y, z), teda na nich bude ma» F kon¹tantnú hodnotu.

Ak nám staèí nájs» transformácie v priestore x, y, z, ktoré zachovávajú jednu konkrétnu vrstevnicu
funkcie F , napríklad F = 0 (túto vrstevnicu si vieme vizualizova», ale nezabúdajme, ¾e nepredsta-
vuje hodnoty funkcie F , ale len body z jej de�nièného oboru, na ktorých má F nulovú hodnotu.),
dostávame vo v¹eobecnosti ¹ir¹iu triedu mo¾ností ako keï po¾adujeme zachovanie v¹etkých vrs-
teníc funkcie F . V takom to prípade (ak pou¾ijeme vo výpoète podmienku F = 0), treba e¹te
skontrolova», èi na mno¾ine bodov, kde platí, je splnené ∇⃗F ̸= 0. Ak je gradient nulový, potom

"kritérium invariantnosti"(V x∂x+V
y∂y +V

z∂z)F

∣∣∣∣
F=0

= 0 spåòajú v¹etky vektorové polia, nielen

generátory symetrií, a teda toto kritérium nie je pou¾iteµné.
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5.4 Transformácie v 3D a symetrie algebraických rovníc

V 3D priestore je transformácií samozrejme viac ako v 2D a dajú sa uva¾ova» bohat¹ie ¹truktúry, o
ktorých v 2D nemohla by» reè. Parametrizované krivky/ prúdnice majú tri zlo¾ky a ich generátory
tie¾. Poïme si ukáza» na jednoduchom príklade, ako mo¾no vyu¾i» na¹e in�nitezimálne kritérium
invariantnosti. Majme mno¾inu bodov v trojrozmernom priestore viazanú po¾iadavkou

F (x, y, z) = x2 + y2 − z = 0 (55)

Z algebraického hµadiska ide v (55) o rovnicu pre tri premenné, z geometrického o dvojrozmernú

Obr. 37: graf funkcie z = f(x, y) = x2 + y2, alebo súbor bodov,na ktorých je funkcia F (x, y, z) =
x2 + y2 − z nulová

plochu v trojrozmernom priestore. Ak nájdeme vektorové polia, ktoré teèú "pozdå¾"plochy (55), z
algebraického hµadiska získame generátory transformácií, ktoré nám z jedného rie¹enia urobia (vo
v¹eobecnosti) iné. Pod "rie¹ením"tu mo¾no rozumie» viac vecí. Jednak body, ktorých súradnice
spåòajú podmienku (55). Ale trebárs aj krivky, ktoré le¾ia v ploche danej podmienkou (55). Druhá
varianta je osobitne vhodná ako príprava na neskor¹í podnik, toti¾ hµadanie rie¹ení diferenciálnych
rovníc (rie¹ením takých býva vo v¹eobecnosti funkcia (teda z geometrického hµadiska napríklad
krivka), nie len èíslo).
Nájdime polia, ktoré teèú pozdå¾ povrchu daného rovnicou (55). Získame tým generátory trans-
formácií, ktoré zachovávajú plochu ako takú, aj keï body v rámci nej mô¾u "presúva»". (Ak u¾
máme generátor, jeho integráciou mô¾eme získa» príslu¹ný tok/transformáciu.) Vo v¹eobecnosti
pole v 3D má tvar

V⃗ = V x(x, y, z)∂x + V y(x, y, z)∂y + V z(x, y, z)∂z

Hµadáme jeho komponenty V x, V y, V z ktoré vo v¹eobecnosti mô¾u závisie» od v¹etkých dostupných
premenných x, y, z. Podµa in�nitezimálneho kritéria invariantnosti máme po¾iadavky

0 = V⃗ .∇⃗F
∣∣∣∣
F=0

(56)

0 ̸= ∇⃗F
∣∣∣∣
F=0
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Platí ∇⃗F = (2x, 2y,−1), teda gradient funkcie F nie je nulový nikde, ani na jej nulovej vrstevnici.
Teda na to, aby pole V⃗ bolo symetriou plochy (55), staèí aby jeho komponenty V x, V y, V z (vo
v¹eobecnosti funkcie x, y, z) spåòali

(V x∂x + V y∂y + V z∂z)(x
2 + y2 − z)

∣∣∣∣
F=0

= (2xV x + 2y V y∂y − V z)

∣∣∣∣
x2+y2−z=0

= 0

Takýchto polí je viac.

Jednou z mo¾ností je V x = y, V y = −x, V z = 0, teda na¹e staré známe pole generujúce rotácie
v okolo osi z, y∂x − x∂y. Tok tohto poµa (transformáciu ním generovanú) sme u¾ videli veµakrát,
teraz akurát pribudla úpremenná z, ktorú si pole nev¹íma a nemení.

x̃ = x cosϵ + y sinϵ

ỹ = y cosϵ − x sinϵ

z̃ = z

Inverzná transformácia (ktorú potrebujeme pri transformovaní kriviek) je

x = x̃ cosϵ − ỹ sinϵ

y = ỹ cosϵ + x̃ sinϵ

z = z̃

Nie je »a¾ké sa presvedèi», ¾e toto pole nám z rie¹ení vytvára rie¹enia v zmysle, ¾e ak bod (x, y, z)
patrí do plochy (55) (teda spåòa rovnicu ktorou je daná), potom aj (x̃, ỹ, z̃) do nej patrí.

Skúsme teraz transformáciu "rovnobe¾ky "na paraboloide, teda krivky

x2 + y2 = c, z = c

ktorá patrí do na¹ej plochy (v¹etky body v nej spåòajú príslu¹nú rovnicu). Toto je práve prípad,
keï na¹e pole z tejto krivky nevyrobí niè nové, keï¾e je to práve jeho integrálna krivka ktorú
necháva invariantnú.

Obr. 38: Voèi toku poµa y∂x − x∂y + 0∂z sú krivky x2 + y2 = c, z = c invariantné
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Av¹ak aj "poludník"na paraboloide, napr. krivka daná ako

x = 0, z = y2

le¾í v ploche (55). Pozrime sa ako sa pretransformuje táto, a èi pretransformovaná krivka ostane v
ploche (55) tie¾. Novú krivku dostaneme ako obvykle: Vezmeme predpis starej, teda x = 0, z = y2,
a za premenné dosadíme ich vlnovkové vyjadrenia z inverznej transformácie. Nová krivka bude ma»
vyjadrenie

x̃ = ỹtan(ϵ) z̃ =
ỹ2

cos2ϵ

Spåòajú jej body predpis x̃2 + ỹ2 − z̃ = 0? Hej, preto¾e na krivke platí

x̃2 + ỹ2 − z̃ = (ỹtanϵ)2 + ỹ2 − ỹ2

cos2ϵ
= 0

Obr. 39: Transformácia krivky z = y2, x = 0 tokom poµa y∂x − x∂y + 0∂z.

Samozrejme tu vyberáme veµmi názorné krivky aj polia, ale treba si uvedomi», ¾e takýto model
nachádzania nových rie¹ení pomocou známych by mal fungova» aj vo viacerých rozmeroch (pre
funkcie viac premenných), kde metóda "pozriem a vidím"nefunguje, a takýto algoritmický postup
(nájdi pole ktoré re¹pektuje zadanú podmienku, nechaj jeho tokom odtiec» nejaké jednoduché
rie¹enie, pozri sa èi nedostáva¹ nejaké nové) sa mô¾e veµmi zís». Nehovoriac o situácii s diferenciál-
nymi rovnicami.

Vyskú¹ajme e¹te aspoò jedno vektorové pole zachovávajúce tvar (55), teda spåòajúce (56). Na-
príklad pole 0∂x + ∂y + 2y∂z patrí do takej kategórie. Nájdime jeho integrálne krivky a pozrime
sa, èo robí trebárs s koncentrickými kru¾nicami po obvode paraboloidu, s ktorými rotácie okolo
osi z nerobili niè badateµné (prísne vzaté presúvali ich body, ale v rámci tej istej krivky). Hµadáme
funkcie x(ϵ), y(ϵ), z(ϵ), pre ktoré platí

dx

dϵ
= 0

dy

dϵ
= 1

dz

dϵ
= 2y

x(0) = x y(0) = y z(0) = z
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Rie¹ením sú integrálne krivky

x̃ = x(ϵ) = x ỹ = y(ϵ) = y + ϵ z̃ = z(ϵ) = z + 2yϵ+ ϵ2

Pozrime sa, èo robí takýto tok s "rovnobe¾kami", teda krivkami x2 + y2 = c, z = c,kde c je
kon¹tanta pre danú krivku. Ako obvykle, potrebujeme v zadaní krivky, ktorej transformáciu skú-
mame, vyjadri» staré premenné x, y, z pomocou nových x̃, ỹ, z̃. Preto je potrebná inverzná trans-
formácia, teda

x = x̃ y = ỹ − ϵ z = z̃ − 2ỹϵ+ ϵ2

Krivka daná rovnicami

x2 + y2 = c z = c

sa transformuje, odplaví na tvar

x̃2 + (ỹ − ϵ)2 = c z̃ − 2ỹϵ+ ϵ2 = c

Nie je »a¾ké overi», ¾e body takejto krivky spåòajú rovnicu x̃2 + ỹ2 − z̃ = 0, teda ¾e patria do
paraboloidu.

Obr. 40: Transformácia krivky x2 + y2 = 1, z = 1 tokom poµa 0∂x + ∂y + 2y∂z.

Dá sa nájs» e¹te mno¾stvo vecí ktoré si èitateµ mô¾e na tomto príklade vyskú¹a». Napríklad po-
hµada» ïal¹ie symetrie, ich generátory a toky, vyskú¹a» transformáciu ïal¹ích kriviek na na¹om
paraboloide atï.

5.5 Transformácie v jetovom prietore

Doteraz sme si ilustrovali symetrie objektov popísaných algebraickými rovnicami, a ukázali sme
si, ako sa pomocou symetrických transformácií (tých, ktoré daný objekt nechajú ako celok nezme-
nený, aj keï azda premie¹ajú jeho body) dajú z rie¹ení rovnice nájs» ïal¹ie rie¹enia. Keï¾e sme
pou¾ívali najmä príklady, kde sa jednalo o jednoduché algebraické rovnice a malý poèet rozmerov,
sila metódy bola ilustrovaná tam, kde ju vyrie¹enie úlohy a¾ tak nepotrebovalo. Z didaktického
hµadiska je v¹ak azda lep¹ie zoznámi» sa s novou metódou tam, kde jej s predstavenie mô¾u do-
prevádza» staré známe pojmy a predstavy. V tomto duchu budeme e¹te chvíµu pokraèova» - aby
v èase, keï sa dostaneme k trochu abstraktnej¹ím problémom, u¾ bolo aj ovládanie symetrických
generátorov, ich tokov a vplyvu na rozlièné objekty vecou rutiny.
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5.5.1 Transformácia bodov vs transformácia grafu funkcie

U¾ sme sa zaoberali transformáciou bodov roviny a tým indukovanou transformáciou kri-
viek le¾iacich v tejto rovine. Tieto krivky èasto mohli zodpoveda» grafom funkcií24. Onedlho
sa budeme zaobera» otázkou, aká transformácia sa indukuje na deriváciách týchto funkcií.
Roz¹írenie transformácií na derivácie funkcií nám pomáha roz¹íri» geometrické metódy z al-
gebraických rovníc aj na diferenciálne. Aby sme to mohli urobi» hladkým nadviazaním na
algebraickú èas», zhròme si e¹te raz základy z transformácií funkcií indukovaných transformáciami
na priestore závislej a nezávislej premennej.

Spomeòme si, ako postupujeme, ak máme zadanú transformáciu bodov v rovine

(x, y) −→ (x(ϵ), y(ϵ)) = (x̃, ỹ) (57)

a chceme nájs» generátor tejto transformácie. Najprv si ujasníme, kde pôsobí: na premenných
x, y. Teda èakáme nieèo v tvare 25

V⃗ = ξ(x, y)∂x + ϕ(x, y)∂y (58)

Jeho komponenty ξ, ϕ mô¾u vo v¹eobecnosti závisie» od v¹etkých dostupných premenných (x, y) a
získame ich deriváciou zlo¾iek krivky (x(ϵ), y(ϵ)) podµa parametra a vyèíslení v ϵ = 0:

(ξ, ϕ) =

(
dx(ϵ)

dϵ
,
dy(ϵ)

dϵ

) ∣∣∣∣
ϵ=0

(59)

Spomeòme si e¹te ako postupujeme, ak máme zadanú transformáciu funkcie

(x, y) −→ (x̃, ỹ(x̃)) (60)

a chceme nájs» generátor tejto transformácie. Vieme spätne zrekon¹truova» generátor
transformácie bodov na priestore nezávislej a závislej premennej, ktorá urobila uve-
denú premenu grafu funkcie (60)? Stále sa jedná o transformáciu premenných x, y, teda èakáme
nieèo v tvare V⃗ = ξ(x, y)∂x + ϕ(x, y)∂y, kde komponenty ξ, ϕ získame deriváciou zlo¾iek krivky
(x(ϵ), y(ϵ)) podµa parametra a vyèíslení v ϵ = 0.

Teraz v¹ak y na transformovanom grafe funkcie (z ktorého ideme získa» informácie o komponen-
tách generátora) nie je nezávislá premenná! Teda oèakávame, ¾e komponenta ϕ bude vyjadrená
cez kombináciu komponenty ξ a miery toho, ako závislá premenná y súvisí s nezávislou x. Neza-
budnime teda, èo tu vy¾aduje úplná derivácia podµa ϵ, toti¾ ¾e ỹ závisí od ϵ jednak "priamo"(túto
závislos» budeme v ïal¹om skrátene oznaèova» Q) a jednak cez x̃ (deriváciu y podµa x budeme
oznaèova» skrátene yx)26. Potom y-ová zlo¾ka hµadaného vektorového poµa, teda úplná derivácia
závislej premennej podµa parametra transformácie, vyèíslená v jeho nulovej hodnote ϵ = 0, bude

ϕ =

(
dy

dϵ

) ∣∣∣∣
ϵ=0

=

(
∂y

∂ϵ
+
∂y

∂x

dx

dϵ

) ∣∣∣∣
ϵ=0

= Q+ yxξ

24Nie ka¾dá krivka je grafom explicitnej funkcie, ale mô¾eme ma» implicitné zadanie, alebo natoèi» osi tak, aby
daná èas» krivky mohla zodpoveda» grafu jednoznaènej funkcie.

25Zriekli sme sa tu oznaèenia komponent ako V x, V y . To síce malo veµkú výhodu v tom, ¾e jasne naznaèovalo, o
ktorú komponentu sa jedná, ale s ohµadom na to, èo bude èasom nasledova» (derivovanie podµa viacerých premenných
s ïal¹ími indexmi. . .) je hádam ospravedlniteµná snaha zbavi» sa aspoò tých indexov, pri ktorých sa to dá urobi»
takto lacno

26Aby sme potom nehµadali vlnovky kde ich u¾ netreba, nezabudnime, ¾e (popri tom, ¾e sú to len oznaèenia tam,
kde potrebujeme rozlí¹i» veci pred a po transformácii) pre ϵ → 0 máme x̃ → x, ỹ → y.
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S týmto ujasnením, generátor transformácie (60) má komponenty

( ξ, ϕ ) =

(
dx(ϵ)

dϵ
,
dy(ϵ)

dϵ

) ∣∣∣∣
ϵ=0

= ( ξ, Q+ yxξ ) (61)

Upozornime tu e¹te na velièinu, ktorú sme skrátene nazvali Q a ktorá bude hra» veµkú rolu aj v
ïal¹om

Q(x, y) =

(
∂y

∂ϵ

) ∣∣∣∣
ϵ=0

= ϕ(x, y)− yxξ(x, y) (62)

Budeme ju vola» charakteristikou poµa V⃗ . Kóduje priame pôsobenie poµa na zlo¾ky zodpove-
dajúce závislým premenným (tu: priama transformácia y tokom poµa, teda odplavenie o ϵ). Pole s
nulovou charakteristikou neteèie v smere závislých premenných (tu y), teda nepôsobí na ne expli-
citne. Samozrejme to neznamená, ¾e grafy funkcií nijako nezdeformuje, keï¾e aj závislé premenné
závisia od transformácie cez svoje argumenty.

5.5.2 Diferenciálne rovnice - geometrický pohµad

Geometrický pohµad sa dá uplatni» aj pri diferenciálnych rovniciach, ktoré sa dajú
predstavi» ako (nad)plochy v priestore nezávislých premenných, závislých premen-
ných, a derivácií závislých premenných. Rozmer zodpovedajúci "deriváciám závislých pre-
menných"je trochu menej za¾itý, ale zas taký veµký skok v abstrakcii to nie je. Takýto priestor
roz¹írený o polo¾ky zodpovedajúce v¹etkým potrebným deriváciám podµa v¹etkých relevantných
nezávislých premenných, a¾ po najvy¹¹í relevantný n-tý rád budeme vola» n-tý jetový priestor
a oznaèova» J (n). Matematici k nemu majú veµa èo poveda» korektnej¹ie ako je uvedené tu. Pô-
vodný priestor závislých a nezávislých premenných sa dá chápa» ako nultý jetový priestor J (0),
keï¾e najvy¹¹ia derivácia je tu nultá. Platí prirodzene

J (n) ⊃ J (n−1) ⊃ ... ⊃ J (0)

V prípade obyèajnej diferenciálnej rovnice prvého rádu, kde x je nezávislá premenná, y je funkcia a
yx jej derivácia, máme touto rovnicou zadanú plochu v trojrozmernom priestore s osami x, y, yx. Je
to zároveò jediný typ rovnice, kde máme k dispozícii plnú vizualizáciu. Toti¾ u¾ obyèajná diferen-
ciálna rovnica druhého rádu v spomenutých premenných bude vy¾adova» ¹tvorrozmerný priestor
s osami x, y, yx, yxx. Parciálne diferenciálne rovnice sú na tom èo sa poètu rozmerov týka e¹te
zlo¾itej¹ie. To nás v¹ak nemá preèo odradi». Nakresli» ¹tvrtú nezávislú os nevieme, ale prida» k
trom zlo¾kám nejakého objektu (krivky, vektorového poµa. . .) ïal¹ie a ïal¹ie je len otázka väè¹ej
spotreby èasu a papiera.

E¹te sa opýtajme, naèo by to mohlo by» dobré. Preèo takto otvára» nový rozmer, uva¾ova» "vy-
¹¹ie"priestory J (n), keï nakoniec aj tak chceme rie¹enia diferenciálnych rovníc v prozaickom svete
"dole", v priestore závislých a nezávislých premenných J (0)? Lebo aj niektoré veci èo sú "dole"je
µah¹ie nájs» z nadhµadu. Diferenciálna rovnica sama o sebe nepredstavuje nejaký geometrický útvar
v priestore J (0). Ale predstavuje ho vo "vy¹¹om"priestore J (n). A akonáhle máme nejaký mate-
matický objekt (v tomto prípade diferenciálnu rovnicu), reprezentovaný ako hladký geometrický
objekt (v tomto prípade ako nejakú (nad)plochu v J (n)), mô¾eme sa pýta» na jej symetrie - na
transformácie, ktoré ju ako celok zachovávajú - a nasadi» celú ma¹inériu, ktorá je tak k dispozícii.
Rie¹eniam rovnice (resp. grafom rie¹ení) zodpovedajú nejaké útvary v priestore závislých a nezá-
vislých premenných J (0) (pre obyèajnú diferenciálnu rovnicu prvého rádu sú to krivky), a týmto
zodpovedajú nejaké objekty premietnuté do vy¹¹ieho jetového priestoru J (n). Je tu nádej, ¾e vek-
torové polia zachovávajúce plochu zodpovedajúcu diferenciálnej rovnici potom budú mapova» taký
objekt (vo svete "hore") zodpovedajúci rie¹eniu na objekt zodpovedajúci (vo v¹eobecnosti inému)
rie¹eniu. Èo by e¹te neznamenalo priveµa, keby nebola aj nádej, ¾e aspoò niektoré vektorové polia
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z jetového priestoru majú svoje projekcie do vektorových polí v priestore závislých a nezávislých
premenných. Nájs» vektorové polia, ktoré zachovávajú nadplochu v jetovom priestore, a vedie» ich
spusti» na "dolný svet"znamená nájs» generátory transformácií mapujúcich rie¹enia na rie¹enia.
To sa len tak nezahadzuje.

Èo treba urobi»:

� reprezentova» diferenciálnu rovnicu pomocou zodpovedajúcej algebraickej ako (nad)plochu
v jetovom priestore J (n)

� predå¾i» grafy funkcií z J (0) na vhodné grafy na J (n)

� predå¾i» vektorové polia na J (0) na vhodné vektorové polia J (n)

� vyu¾i» na J (n) celú geometrickú ma¹inériu, po akej situácia volá

� "spusti»"celú získanú koris» do J (0)

5.5.3 Diferenciálna rovnica ako (nad)plocha v jetovom priestore J (n)

Reprezentova» diferenciálnu rovnicu ako (nad)plochu v jetovom priestore J (n) jednoducho zna-
mená, ¾e derivácie závislej premennej si predstavíme ako ïal¹ie premenné v priestore s príslu¹ným
roz¹írením. Ako bolo povedané, vizualizácia sa dá urobi» len pre obyèajné diferenciálne rovnice
(jedna závislá a jedna nezávislá premenná) prvého rádu (len jeden typ derivácie), výpoètová me-
tóda funguje aj pre parciálne diferenciálne rovnice mnohých rádov, dokoncy pre ich systémy.

Obr. 41: Rovnica yx = 2x ako geometrický objekt v jetovom priestore.

5.5.4 Predå¾enie grafu funkcie v J (0) do jetového priestoru J (n)

Roz¹íri» graf funkcie (útvar v priestore závislých a nezávislých premenných) do jetového priestoru
J (n) znamená jednoducho prida» zlo¾ky zodpovedajúce príslu¹ným deriváciám - v¹etkých rádov
a¾ po n-tý. Tomuto roz¹íreniu funkcie f sa niekedy hovorí n-té predå¾enie. Budeme ho oznaèova»
prnf . V tomto zmysle nulté predå¾enie je pôvodná funkcia pr0f = f .

Rozmer n-tého jetového priestoru závisí od poètu mo¾ných derivácií rádu n a menej, teda je zá-
vislý od poètu nezávislých premenných. Napríklad graf funkcie y = f(x) má vo svete "dole"zlo¾ky
(x, f(x)), a v 3 rozmernom jetovom priestore J (1) bude ma» zlo¾ky (x, f(x), fx(x)). Ak je priestor
nezávislých premenných rovina x, y, závislá premenná je z = h(x, y), a máme doèinenia s parciál-
nou diferenciálnou rovnicou prvého rádu, potom potrebujeme roz¹írenie do 5 rozmerného priestoru
J (1). Graf predå¾enej funkcie pr1h tam má zlo¾ky (x, y, h(x, y), hx(x, y), hy(x, y)). Ak máme do-
èinenia s funkciou jednej premennej, ale vy¹¹ími deriváciami, napríklad s druhou, bude potrebné
roz¹írenie (x, f(x), fx(x), fxx(x)), teda druhé predå¾enie do 4 rozmerného J (2) .
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Obr. 42: Roz¹írenie ("zdvihnutie") grafu funkcie y = x2 do jetového priestoru.

5.5.5 Predå¾enie vektorového poµa do jetového priestoru

Poznáme u¾ vektorové polia V⃗ = ξ∂x + ϕ∂y a ich toky teèúce na J (0) , kde transformujú body
(a teda aj grafy funkcií) v rovine x, y. Ako vyzerajú polia predå¾ené do jetového priestoru
J (1), nazvime ich pr1V⃗ , ktorých toky transformujú body v priestore J (1) so súradni-
cami x, y, yx?

Na to, aby sme nieèo na¹li, je èasto dobre ujasni» si, aké máme na to po¾iadavky. Vektorové
polia, ako ich máme de�nované, sa dajú chápa» ako operátory na funkciách (parciálne derivácie
stojace na mieste bázových vektorov veµmi pomáhajú takémuto náhµadu). Na na¹om J (1) zrejme
teèú toky vektorových polí typu W x∂x + W y∂y + W yx∂yx

, kde zlo¾ky W x,W y,W yx mô¾u vo
v¹eobecnosti závisie» od v¹etkých dostupných premenných x, y, yx a pôsobia na funkcie na jeto-
vom priestore závisiace od týchto premenných. Predå¾ené polia pr1V⃗ majúce svoj pôvod v J (0),
budú tvori» podmno¾inu týchto. Ich zlo¾ky budú závisie» len od x, y. Dôle¾ité je, aby konzistentne
pôsobili na podmno¾inu funkcií na jetovom priestore tvorenú predå¾eniami funkcií zdola, pr1f .

Predå¾ené vektorové pole pr1V⃗ by malo na predå¾enú funkciu pr1f pôsobi» konzistentne v tomto
zmysle: Ak na priestore J (0) transformujeme tokom poµa V⃗ funkciu f a potom ju takto trans-
formovanú predå¾ime do jetového priestoru J (1), malo by to by» to dopadnú» rovnako, ako keï
funkciu f najprv predå¾ime do J (1) a tam transformujeme tokom predå¾neného poµa pr1V⃗ .
Teda stratégia pri hµadaní algoritmu na nájdenie predå¾enia poµa by mohla by» takáto:
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� Vezmime na J (0) nejaké pole V⃗ = ξ∂x + ϕ∂y. Jeho hµadané predå¾enie oznaème pr1V⃗ .
Keï¾e jeho tok bude pôsobi» na J (1) so súradnicami x, y, yx, èakáme ho v tvare pr1V⃗ =
ξ∂x + ϕ∂y +Φx∂yx

. Dôle¾ité bude nájs» komponentu Φx(x, y) èo pribudla.

� Skúmajme, ako sa pri transformáciách funkcie y = f(x) v priestore x, y tokom poµa V⃗ trans-
formujú predå¾enia funkcie pr1f v priestore x, y, yx, teda skúmajme x(ϵ), y(ϵ), yx(ϵ), kde y a
yx nie sú nezávislé, ale sú funkciami premennej x, a to vzájomne konzistentne ako aj znaèenie
napovedá, teda y = f(x), yx = fx(x).

� Nájdime generátor tejto transformácie, teda poderivujme (úplnou, totálnou deriváciou) po-
dµa parametra a vyèíslime v ϵ = 0. Toto by mali by» komponenty ná¹ho hµadaného poµa
pr1V⃗ . Prvé dve komponenty budú zrejme toto¾né s tými ktoré malo pole V⃗ , práve tak ako
prvé dve komponenty predå¾eného grafu pr1f boli len kópiou komponent grafu f . Novinkou
je komponenta Φx(x, y) èo pribudla.

Poïme teda podµa naèrtnutej stratégie predl¾ova» pole V⃗ = ξ(x, y)∂x + ϕ(x, y)∂y. Jeho tok trans-
formuje body na nultom jetovom priestore J0, v rovine (x, y)→ (x̃, ỹ) = (x(ϵ), y(ϵ))
a teda aj grafy, krivky

(x, y(x))→ (x̃, ỹ(x̃)) (63)

Transformácia (63) indukuje aj transformáciu na prvom predå¾enom jetovom priestore J1:

(x, y(x), yx(x))→ (x̃, ỹ(x̃), ỹx̃(x̃)) (64)

Derivovaním podµa ϵ a vyèíslením v ϵ = 0 dostávame komponenty zodpovedajúceho generátora
transformácie na prvom jetovom priestore J1

pr1V⃗ = ξ(x, y)∂x + ϕ(x, y)∂y +Φx(x, y)∂yx (65)

ktorého komponenty ξ(x, y), ϕ(x, y), Φx(x, y) nájdeme ako

(ξ, ϕ,Φx) =

(
dx̃(ϵ)

dϵ
,
dỹ(ϵ)

dϵ
,
dỹx̃(ϵ)

dϵ

) ∣∣∣∣
ϵ=0

(66)

=

(
dx̃

dϵ
,
∂ỹ

∂ϵ
+
∂ỹ

∂x̃

dx̃

dϵ
,
∂ỹx̃
∂ϵ

+
∂ỹx̃
∂x̃

dx̃

dϵ

) ∣∣∣∣
ϵ=0

= (ξ, Q+ ξyx, DxQ+ ξyxx)

= (ξ, ϕ, Dx(ϕ− ξyx, ) + ξyxx)

Prvé dve komponenty sú tie, ktoré malo pole V⃗ . Komponentu, èo pribudla predå¾ením do jetového
priestoru, sme nazvali Φx, aby ladila s bázovým ∂yx

. 27

DxQ je totálna derivácia charakteristiky podµa nezávislej premennej.

27U¾ azda zaèína by» jasné, preèo sme pred èasom premenovali V y na ϕ. Symboly typu V y,x, prípadne s neskôr
potrebnými oznaèeniami derivácií, napríklad V y,x

x , V y,x
y , ... atï sú trochu nepohodlné.
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DxQ =

(
∂ỹx̃
∂ϵ

) ∣∣∣∣
ϵ=0

=
d

dx̃

(
∂y

∂ϵ

) ∣∣∣∣
ϵ=0

=
d

dx
(ϕ(x, y)− ξ(x, y)yx)

Na konci (66) sme v¹etko prepísali cez komponenty pôvodného poµa ξ, ϕ, aby sa ukázala súvislos»
medzi komponentami V⃗ a pr1V⃗ . Je v¹ak veµmi výhodné pou¾íva» aj charakteristiku Q, osobitne
ak budeme predl¾ova» do e¹te vy¹¹ích jetových priestorov.

Zov¹eobecni» postup do vy¹¹ích jetových prietorov J (n), kde n znaèí najvy¹¹í rád derivácie u¾
nie je principiálne »a¾ké, len výpoètov pribúda. Predå¾enia grafov funkcií budú ma» oproti pôvod-
ným grafom príslu¹né zlo¾ky naviac (x, y(x), yx(x), yxx(x), ...). Transformáciou na priestore J (0)

závislých a nezávislých premenných sa indukuje transformácia aj na J (n)

(x, y(x), yx(x), yxx(x), ...)→ (x̃, ỹ(x̃), ỹx̃(x̃), ỹx̃x̃(x̃), ...) (67)

Predå¾enie poµa V⃗ do jetového priestoru J (n), teda pole

prnV⃗ = ξ∂x + ϕ∂y +Φx∂yx
+Φxx∂yxx

+ ...

s komponentami ξ(x, y), ϕ(x, y),Φx(x, y),Φxx(x, y), je kon¹truované ako generátor transformácie
(67), teda jeho komponenty dostaneme tak, ¾e derivujeme ka¾dú zlo¾ku predå¾eného grafu podµa
ϵ a vyèíslime v ϵ = 0.

(ξ, ϕ, Φx, Φxx, ...) =

(
dx̃(ϵ)

dϵ
,
dỹ(ϵ)

dϵ
,
dỹx̃(ϵ)

dϵ
,
d2ỹx̃x̃(ϵ)

dϵ
, ...

) ∣∣∣∣
ϵ=0

(68)

= (ξ, Q+ ξyx, DxQ+ ξyxx, DxxQ+ ξyxxx, ...)

5.5.6 Prípad viacerých závislých a nezávislých premenných

Uveïme si tu e¹te zov¹eobecnenie na prípad viacerých nezávislých a závislých premenných a prí-
slu¹ných jetových priestorov28. Viacero nezávislých premenných sa vyskytuje v parciálnych dife-
renciálnych rovniciach, viacero závislých premenných v previazaných systémoch diferenciálnych
rovníc. V princípe ide len o pridanie príslu¹ných osí do priestoru J (0) (priestor nezávislých a závis-
lých premenných) a samozrejme tie¾ obohatenie priestoru J (n) o rozmery zodpovedajúce v¹etkým
mo¾ným deriváciám rádu men¹ieho a¾ rovného n. S tým ide pridanie príslu¹ných zlo¾iek vekto-
rových polí a ich predå¾ení. V podstate sa v¹ak len v algoritme na predå¾enie poµa (68) objaví
sumovanie cez v¹etky mo¾nosti, teda principiálne niè nové.

Nech nezávislé premenné sú xi, i = 1, ..., p, závislé premenné yα, α = 1, ..., q. Teda priestor
J (0) je p+ q rozmerný. Priestor J (1) je p+ q + pq rozmerný (p+ q rozmerov je samozrejme kvôli
J (0) ktoré zahàòa, a pq kvôli poètu prvých derivácií ktoré sa dajú uva¾ova». A tak ïalej.
Polia na priestore J (0) budú ma» p+ q komponent

V⃗ =

p∑
i=1

ξi∂i +

q∑
α=1

ϕα∂yα = ξi∂i + ϕα∂yα (69)

28V týchto situáciách u¾ plná vizualizácia nie je k dispozícii, ale èitateµov s averziou k troche abstrakcie sme u¾
stratili dávno.

77



Na¹e pole má teraz toµko charakteristík koµko je závislých premenných:

Qα = ϕα −
p∑

i=1

ξiyαi = ϕα − ξiyαi (70)

Skratka yαi znaèí deriváciu yα podµa xi. Predå¾enie poµa do n-tého jetového priestoru J (n) teraz
bude ma» príslu¹ne veµa komponent:

prnV⃗ =

p∑
i=1

ξi∂i +

q∑
α=1

ϕα∂α +

q∑
α=1

∑
I

Φα,I∂yα
I
= ξi∂i + ϕα∂α +Φα,I∂yα

I
(71)

Sumuje sa cez v¹etky nezávislé a závislé premenné (sumy cez i a α), a cez v¹etky mo¾né derivácie
podµa nezávislých premenných (suma cez multiindex I). Znamienok sumovania je v¹ak priveµa, v
súlade s konvenciou ich budeme vynecháva» s tým, ¾e implicitne sa oèakáva sumovanie cez opako-
vané indexy.

Konkrétne komponenty predå¾eného poµa Φα,I dostávame podobne ako v prípade jednej závis-
lej a jednej nezávislej premennej, len nezabúdajme ¾e teraz existuje charakteristika Qα pre ka¾dú
závislú premennú yα a na presumovanie cez nezávislé premenné kde je potrebné:

Φα,I = DIQ
α + ξiyαi,I = DI(ϕ

α − ξiyi) + ξiyαi,I (72)

5.5.7 Kritérium in�nitezimálnej invariantnosti pre diferenciálnu rovnicu

Vrá»me sa k dôvodom, preèo veci ako funkcie s grafmi na J (0), vektorové polia s tokmi na J (0)

predl¾ujeme do jetových priestorov J (n). Dôvodom je, ¾e diferenciálna rovnica n-tého rádu má
v takom priestore prirodzenú reprezentáciu, tvorí tam akúsi (nad)plochu. Rie¹enia diferenciálnej
rovnice zrejme budú ma» predå¾enia le¾iace v tejto nadploche a predå¾enia vektorových polí budú
túto nadplochu zachováva», len budú azda presúva» jedno predå¾ené rie¹enie na iné. Máme nádej,
¾e v jetovom priestore bude pomerne µahké nájs» takéto polia. Ak sa nám z nich potom podarí
spätne zrekon¹truova» ich nepredå¾ená verzia, máme pole na J (0) mapujúce rie¹enia na rie¹enia -
spôsob, ako z jedného urobi» (mo¾no) iné.

Pracujme najprv znova s jednou závislou a jednou nezávislou premennou. Chceme nájs» vekto-
rové pole V⃗ = ξ∂x + ϕ∂y na priestore J (0), priestore nezávislých a závislých premenných, ktorého
n-té predå¾enie prnV⃗ bude na priestore J (n) generova» taký tok, ktorý nechá invariantnú plochu
zodpovedajúcu diferenciálnej rovnici n-tého rádu. Komponenty ξ(x, y), ϕ(x, y) takého poµa sú pre
nás neznáme. Po¾iadavka, aby jeho predå¾ená verzia (ktorá, ako sme videli, súvisí s týmito hµa-
danými komponentami) zachovávala nadplochu zodpovedajúcu diferenciálnej rovnici, nám dodá
podmienky, ktoré majú hµadané komponenty spåòa».

Nech F (x, y, yx, yxx...) = 0 je na¹a diferenciálna rovnica n-tého rádu. Je geometrickým útva-
rom v priestore J (n) so súradnicami x, y, yx, yxx..., kam patrí de�nièný obor funkcie F. Rovnica
predstavuje nulovú vrstevnicu tejto funkcie.

Skontrolujme po¾iadavku

∇⃗F = (∂xF, ∂yF, ∂yxF, ∂yxxF, ...)

∣∣∣∣
F=0

̸= (0, 0, 0, 0, ...)

Ak nie je splnená, na¹a metóda nie je spoµahlivá. Ak je, pokraèujeme.
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Nasadením kritéria in�nitezimálnej invariantnosti nájdime polia na J (n), ktoré zachovávajú nad-
plochu F (x, y, yx, yxx...) = 0. Zo v¹etkých polí, ktoré teèú na J (n), chceme len tie, ktoré sú pre-
då¾eniami polí z J (0). To dáva obmedzenie na ich komponenty - mô¾u závisie» len od premenných
z J (0).

0 = prnV⃗ F

∣∣∣∣
F=0

(73)

= ( ξ∂x + ϕ∂y + Φx∂yx + Φxx∂yxx + ...)F

∣∣∣∣
F=0

Nezabudnime, ¾e komponenty Φx,Φxx, ... sú poskladané z komponent ξ, ϕ a ich derivácií. Máme
teda podmienky, ktoré majú komponenty hµadaného poµa V⃗ na J (0) splni». Je pravda ¾e sú to vo
v¹eobecnosti samy osebe diferenciálne podmienky. Ale èasto jednoduch¹ie ne¾ pôvodná diferen-
ciálna rovnica.

Keï máme hµadané pole ξ∂x + ϕ∂y, nájdime tok ktorý indukuje na priestore J (0). Ak máme
nejaké rie¹enie na¹ej diferenciálnej rovnice, tento tok nám ho odplaví na (vo v¹eobecnosti) iné.
Aj ak rie¹enie nemáme ¾iadne, ma» generátor symetrie rovnice sa oplatí - lebo nájdením jeho
integrálnych kriviek vieme niekedy odhadnú» nové súradnice, v ktorých by rovnica mohla by»
µah¹ia.

5.5.8 Príklad: Diferenciálna rovnica v jetovom priestore

Celé to azda znie abstraktnej¹ie ne¾ sa patrí, uká¾me si to na konkrétnej situácii. Opä» volíme
jednoduchý príklad, ktorý by sme vyrie¹ili aj bez ma¹inérie s ktorou sa zoznamujeme - ale práve
zoznamovací proces predsa volá po príkladoch, kde nám dávna skúsenos» mô¾e robi» garde.

Vezmime rovnicu yx = 2x. Ako obvykle, yx je skrátené oznaèenie derivácie podµa x. Teda x je
nezávislá a y závislá premenná, a jediná relevantná derivácia pre úèely súvisiace s na¹ou rovnicou
je yx. Jetový priestor J (1) teda bude pozostáva» z 2D priestoru ("svet dole", J (0)) so súradnicami
x, y a 1D roz¹írenia, ktorému zodpovedá rozmer osúradnicovaný cez yx.

Na¹a diferenciálna rovnica je v tomto roz¹írenom 3D svete reprezentovaná plochou

F (x, y, yx) = yx − 2x = 0

èo je jednoduchá naklonená rovina. Rie¹enia na¹ej diferenciálnej rovnice sú nejaké krivky v J (0),
ktoré majú svoje zodpovedajúce predå¾enia na ploche zodpovedajúcej rovnici. Samozrejme tvárime
sa, ¾e zatiaµ nepoznáme v¹etky rie¹enia, aj keï, ako u¾ bolo spomínané, ukazujeme si metódu na
príklade, ktorý po nej a¾ tak nevolá. To, ¾e ich v skutoènosti vieme v tomto prípade uhádnu», nech
nám len na konci pomô¾e overi», èo sa deje. A tie¾ ujasni» si zopár veci e¹te aj o tomto notoricky
známom prípade rovníc.

Gradient (v jetovom priestore) funkcie F nie je nikde nulový:

( ∂x, ∂y, ∂yx )F = ( ∂x, ∂y, ∂yx )(yx − 2x) = (−2, 0, 1) ̸= (0, 0, 0) (74)

tak¾e in�nitezimálna podmienka invariantnosti pr1V⃗ F |F=0 = 0 bude postaèujúcou pri hµadaní
symetrie. Nájdime polia, ktoré zachovávajú rovinu yx−2x = 0. Vlastne hµadáme symetrie "nulovej
vrstevnice"funkcie F (x, y.yx) = yx − 2x. Samozrejme hµadáme len také polia

pr1V⃗ = ξ∂x + ϕ∂y + Φx∂yx

v jetovom priestore J (1), ktoré vznikli predå¾ením vektorových polí z J (0) kde pôsobia polia typu

V⃗ = ξ(x, y)∂x + ϕ(x, y)∂y
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lebo len tie budeme vedie» (za predpokladu ¾e ich nájdeme) spusti» naspä» na J (0) a tam prípadne
pou¾i» na hµadanie nových rie¹ení a pod.
Teda komponenta Φx predå¾eného poµa bude Dx(ϕ− ξyx) + ξyxx, prièom ξ, ϕ závisia od (x, y) a y
je na rie¹eniach funkciou x.

Nezabudnime teda pri derivovaní na funkèné závislosti ξ(x, y), ϕ(x, y), y(x). Derivácie budeme
oznaèova» spodným indexom.

0 = pr1V⃗ F

∣∣∣∣
F=0

= ( ξ∂x + ϕ∂y + Φx∂yx
) (yx − 2x)

∣∣∣∣
yx−2x=0

= −2ξ +Φx

= −2ξ +Dx(ϕ− ξyx) + ξyxx

= −2ξ + ϕx + ϕyyx − ξxyx − ξy(yx)2 − ξyxx + ξyxx

0 = (−2ξ + ϕx) + (ϕy − ξx)yx − ξy(yx)2

V priestore J (1) sa jedná vlastne o polynóm (vo v¹eobecnosti vo viacerých premenných) rovný
nule. Teda ka¾dý monóm musí by» nulový zvlá¹», a tak získavame tri po¾iadavky na komponenty
ξ(x, y), ϕ(x, y):

(i) 0 = −2ξ + ϕx

(ii) 0 = ϕy − ξx

(iii) 0 = −ξy

Posledná (iii) nám hovorí, ¾e ξ nezávisí od y, teda ξ = ξ(x). Ak (i) poderivujeme e¹te raz podµa y
a (ii) poderivujeme podµa x a zvá¾ime nezávislos» ξ od y prichádzame k podmienkam

ϕxy = 2ξy = 0

ϕyx = 0 = ξxx

Vidno, ¾e ξ je nanajvý¹ lineárnou funciou x, a koe�cienty nemô¾u závisie» ani od y

ξ = ax+ b

E¹te poderivujme (ii) podµa y

ϕyy = ξxy = 0
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Odtiaµ je jasné, ¾e ϕ je nanajvý¹ lineárnou funkciou y, ale koe�cienty e¹te mô¾u by» funkciami x

ϕ = α(x)y + β(x)

. Spätným dosadením do (i), (ii) prídeme postupne k nasledujúcemu v¹eobecnému tvaru pre kom-
ponenty hµadaného poµa:

ξ = ax+ b

ϕ = ay + ax2 + 2bx+ c

Teda pole, ktorého predå¾enie zachováva diferenciálnu rovnicu yx − 2x = 0 má tvar

V⃗ = (ax+ b)∂x + (ay + ax2 + 2bx+ c)∂y

kde a, b, c sú µubovoµné kon¹tanty. Inak povedané, je lineárnou kombináciou (so spomenutými
koe�cientami) troch symetrie generujúcich polí

V⃗ = a(x∂x + (y + x2)∂y) + b(∂x + 2x∂y) + c∂y

Oznaème si tieto polia V⃗ I , V⃗ II , V⃗ III , a pozrime sa na ne bli¾¹ie. Osobitne na to, èo robia s
rie¹ením rovnice.

V⃗ I = x∂x + (y + x2)∂y

V⃗ II = ∂x + 2x∂y

V⃗ III = ∂y

V rámci skú¹ky správnosti skontrolujme, èi predå¾enie ka¾dého z polí naozaj zachováva plochu
zodpovedajúcu diferenciálnej rovnici yx − 2x = 0, teda èi ka¾dé spå�na kritérium in�nitezimálnej
invariantnosti. Upozornime tu na fakt, ¾e nájs» predå¾enie ¾iada len aplikova» algoritmus (66), èo
je pri teraz u¾ známych komponentách poµa len vec mechanického derivovania.

pr1V⃗ I = x∂x + (y + x2)∂y + (Dx(y + x2 − xyx) + xyxx)∂yx

= x∂x + (y + x2)∂y + (yx + 2x− yx − xyxx + xyxx)∂yx

= x∂x + (y + x2)∂y + 2x∂yx

pr1V⃗ II = ∂x + 2x∂y + (Dx(2x− 1yx) + 1yxx)∂yx
= ∂x + 2x∂y + 2∂yx

pr1V⃗ III = ∂y +Dx(1)∂yx
= ∂y
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pr1V⃗ I(yx − 2x)

∣∣∣∣
yx−2x=0

= [x∂x + (y + x2)∂y + 2x∂yx
](yx − 2x)

∣∣∣∣
yx−2x=0

= [−2x+ 2x]

∣∣∣∣
yx−2x=0

= 0

pr1V⃗ II(yx − 2x)

∣∣∣∣
yx−2x=0

= [∂x + 2x∂y + 2∂yx
](yx − 2x)

∣∣∣∣
yx−2x=0

= [−2 + 2]

∣∣∣∣
yx−2x=0

= 0

pr1V⃗ III(yx − 2x)

∣∣∣∣
yx−2x=0

= [∂y](yx − 2x)

∣∣∣∣
yx−2x=0

= [0]

∣∣∣∣
yx−2x=0

= 0

Skú¹ka správnosti teda prebehla dobre pre v¹etky tri polia. Teraz sa pozrime, akú transformáciu
(tok) budú robi» na rovine x, y, a konkrétne èo budú ich toky robi» s jedným rie¹ením diferenciálnej
rovnice, y = x2.

Poïme sa teraz pozrie» na toky(x, y)→ (x̃, ỹ)) indukované poµami V⃗ I , V⃗ II , V⃗ III .

Tok indukovaný poµom V⃗ I = x∂x + (y + x2)∂y nájdeme inetgráciou jeho komponent

dx

dϵ
= x

dy

dϵ
= y + x2

x(0) = x y(0) = y

Rie¹ením je

x(ϵ) = x̃ = xeϵ y(ϵ) = ỹ = x2e2ϵ

Aby sme splnili y(0) = y, polo¾íme y(0) = x2(0). Zrejme funkcia y = x2 bude nejako význaèná pre
toto pole. Jej graf je integrálnou krivkou, a transformácia indukovaná poµom V⃗ I ju zrejme nechá
v pôvodnom tvare, ale skontrolujem si to aspoò pre precvièenie:
Inverzná transformácia potrebná pre dosadenie do transformovanej funkcie je x(x̃, ỹ) = x̃e−ϵ.
Dosaïme do

ỹ(x̃) = [x(x̃, ỹ)]2e2ϵ

= (x̃e−ϵ)2e2ϵ = x̃2

Funkcia y = x2 je naozaj invariantná pri toku poµa V⃗ I . Pole V⃗ I nám neporu¹í takéto rie¹enie
diferenciálnej rovnice, ale ani z neho nenájde niè ïal¹ie.

Tok indukovaný poµom V⃗ II = ∂x + 2x∂y nájdeme inetgráciou jeho komponent

dx

dϵ
= 1

dy

dϵ
= 2x

x(0) = x y(0) = y

Rie¹ením je

x(ϵ) = x̃ = x+ ϵ y(ϵ) = ỹ = y + 2xϵ+ ϵ2

Pozrime ako transformuje graf funkcie y = x2:
Inverzná trnasformácia potrebná pre dosadenie do transformovanej funkcie je x(x̃, ỹ) = x̃ − ϵ.
Dosaïme do

ỹ(x̃) = y(x(x̃, ỹ)) + 2x(x̃, ỹ)ϵ+ ϵ2

= (x̃− ϵ)2 + 2(x̃− ϵ) + ϵ2 = x̃2
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Funkcia y = x2 je invariantná aj pri toku poµa V⃗ II . Ani toto pole V⃗ II nám neporu¹í takéto rie¹enie
diferenciálnej rovnice, ale ani z neho nenájde niè ïal¹ie.

Tok indukovaný poµom V⃗ III = ∂y nájdeme integráciou jeho komponent

dx

dϵ
= 0

dy

dϵ
= 1

x(0) = x y(0) = y

Rie¹ením je

x(ϵ) = x̃ = x y(ϵ) = ỹ = y + ϵ

Pozrime ako transformuje graf funkcie y = x2:
Inverzná trnasformácia potrebná pre dosadenie do transformovanej funkcie je mimoriadne jedno-
duchá x(x̃, ỹ) = x̃. Dosaïme do

ỹ(x̃) = y(x(x̃, ỹ)) + ϵ

= x̃+ ϵ

Funkcia y = x2 sa pri toku poµa V⃗ III transformuje nasledovne:

y(x) = x2 ←→ ỹ(x̃) = x̃+ ϵ

Teda ak y(x) = x2 rie¹i diferenciálnu rovnicu yx − 2x = 0, rie¹i ju aj y(x) = x2 + c, kde c je ko-
n¹tanta! Stará známa integraèná kon¹tanta je teda prejavom istej symetrie. Generátorom je pole
∂y generujúce posunutia v smere osi y, èo tu dáva naozaj názorný zmysel, keï¾e na¹e nové rie¹enia
y(x) = x2 + c sú oproti pôvodnému rie¹eniu y(x) = x2 len posunuté v smere osi y.

Obr. 43: Rovnica yx − 2x = 0 ako geometrický objekt v jetovom priestore.
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Pozorovanie, ¾e za integraènými kon¹tantami je nieèo hlboké, umo¾òuje precvièi» si na tomto
triviálnom príklade metódy, ktoré nadobúdajú omnoho väè¹iu u¾itoènos» tam, kde u¾ vizualizácia
a skúsenos» nie sú k dispozícii ako sprievodcovia. Tu celá ma¹inéria vyznievala ako lov pstruhov
harpúnou - ale nakoniec harpúnu treba vzia» prvýkrát do ruky dávno predtým, ako sa pustíme za
¾ralokmi.

84



Pou¾ité alebo doporuèené zdroje

Peter Olver: Application of Lie groups to di�erential equations, Springer-Verlag New York, 1993

R.F.Riley, M.P.Hobson, S.J.Bence: Mathematical Methods for Physics and Engineering, Cam-
bridge University Press, 2018

R.P. Feynmann, R.B. Leighton, M. Sands: The Feynmann lectures on physics, Addison-Wesley
Publishing Company, 1966.
dostupné aj online https://www.feynmanlectures.caltech.edu

David Tong: Lecture notes on theoretical physics
https://www.damtp.cam.ac.uk/user/tong/teaching.html

Marián Fecko: Diferenciálna geometria a Lieove grupy pre fyzikov, Iris, 2019

85


