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1 Klasicka mechanika s vyhladom k zovSeobecneniam

1.1 Popis javov v prirode

Vo fyzike sledujeme javy okolo nds, snazime sa najst v nich nejaky princip, odhalit pravidla
hry, korektne ich sformulovat a potom ich konfrontovat s dal3imi pozorovaniami .

Aky proces sa vSak skryva za tak kratkym popisom prace! Ako sledujeme? Ako reprezentujeme
pozorované javy v naSej mysli ¢i rec¢i? V akom jazyku a ako sformulujeme principy, ktoré sa za
spomenutymi javmi? Co je mierou korektnosti danej formulacie?

Toto nemé byt filozoficky traktat, ale neZ sa ¢lovek ponori kdesi do mora vzorcov a vypoctov, je
dobré sa poobzerat, o ¢o sa vlastne jedna.

1.1.1 Cez filter vnimania a predpokladov

Nage sledovanie javov okolo nas je poznacené nasim spdsobom vnimania, spracovania signélov
sprostredkovanych naSimi zmyslami. Dosah tychto méZzeme vylepsit pouzitim vhodnych pristro-
jov. AvSak vyber a spracovanie informécii je nevyhnutne poznacené spésobom, akym funguje nas
mozog a k dosledkom tohto faktora nemédme nadhlad z ktorého by sme ich nezévisle posudili.
MozZeme sa snazit odfiltrovat rozliéné subjektivne prvky v pozorovaniach, ale tento faktor do istej
miery ostava. NaSa schopnost objektivneho skimania prirody je relativna. Treba robit ¢o sa da.
A iste nevyvodzovat z naSej subjektivity Ze ni¢ nie je objektivne.

Co sa tyka reprezentdcie javov v prirode v nasej mysli, problémom pri snahe o pozorné uva-
zovanie moze byt prave zdanlivd situdcie, mnozstvo implicitnych predpokladov, ktoré uz ani ako
také nerozoznavame. Nie Ze by na tom, ze mame predpoklady, bolo samo osebe nie¢o zlé; napriek
pseudovedeckym sloganom o tom ako treba nikdy ni¢ nepredpokladat, faktom ostéava, Ze s nulo-
vymi predpokladmi st nulové vysledky. Ale je dobré sa zamysliet, ¢o mame v naSej tedrii v roli
samozrejmych pojmov (napriklad v euklidovskej geometrii to boli priamky, body, uhly, kruznice)
a ¢o ako axiémy o nich (prikladom st opitf Euklidovské axiémy, napriklad ze kazdé dva body sa
jednoznacne prepojitelné priamkou atd). Potom mdzeme robit rozliéné odvodené zévery, konfron-
tovat ich s pozorovanim sveta okolo a pripadne prehodnotit svoje volby axiémov. A cely proces
opakovat.

1.1.2 Zdakladné/referen¢éné pojmy a ich matematicka reprezentdcia.

Zbierame teda pozorovania z redlneho sveta, a pri ich spracovani v nasej mysli si zavadzame za-
kladné popisné pojmy ako ¢as, teleso, poloha. PouZivame ich ¢asto, a pritom mame velké tazkosti
ich vysvetlif pri tych vzacnych chvilkach hlbgieho uvazovania alebo rozhovoru s malymi detmi. Co
myslime pod telesom? Kde je jeho hranica? Patri k nemu tato hranica? Poloha znamend c¢o? Je
prazdny priestor prazdny pojem? Co je ¢as?

Cokolvek ten ¢as je, ked z neho aj vlastnej mentdlnej kapacity minieme isté kritické mnozstvo,
azda sa pokusime postupovat ako Euklides a dalsi matematici a uvedomit si, Ze nejaké pojmy budia
musiet byt v tlohe zakladnych, ktoré sa buda vyskytovat ako dané, referen¢né, a ktoré nevieme
vysvetlit ¢i popisat, kedze s najzdkladnejSie pomocou ktorych vysvetlujeme alebo popisujeme
ostatné. Opravnenost takého postupu (osobitne volbu zékladného siboru pojmov) potom treba
spitne skiimat podla toho k akym zmysluplnym vysledkom povedie.

Nase popisné pojmy vo fyzike reprezentujeme matematickymi objektmi ako sibory ¢isel,
funkcii, tenzorov, geometrickych obrazcov atd. (Napriklad stibor v8etkych, hoci aj hypotetickych
konfiguracii v priestore niekedy modelujeme ako euklidovsky priestor; posunutia v tomto priestore
ako vektory; trajektorie telies ako krivky v tomto priestore, ¢as ¢asto reprezentujeme ako parame-
ter ¢islujuci jednotlivé polohy na krivke atd.)



Potom pouZzivame velmi volny Zargdn, zamienajic reprezentovany jav s matematickou reprezen-
taciou. Je to pomerne neskodny folklér - pokial ¢lovek nestrati rozliSenie Ze jedno je skutocénost,
aj ked poznacena filtrom nasho vnimania, a druhé len akysi matematicky avatar, ktorého sme
tej skuto¢nosti priradili aby sme nad hou mohli rozmyslat pomocou matematickych nastrojov.
Pouzitemost zaverov urobenych pomocou takychto avatarov je obmedzend predpokladmi, za kto-
rych sme priradenie jav - matematicky avatar urobili, mierou analdgie medzi javom a avatarom
atd. Ak sa nejaky avatar dobre osvedéil, mame tendenciu doverovat mu viac a viac, a ak nakoniec
zabudneme, Ze je len obmedzenym analégom niektorych aspektov redlnej veci, méZeme narazit na
kdejaké paradoxy, ktoré si prejavom toho, Ze reprezentovany jav sa nemusi podobat na avatara vo
vSetkom len preto, Ze sa nam podarilo njst takého, ktory vystihuje dany jav v nietom. Reprezen-
tovany jav je skuto¢nost nezavisla od nasho tspechu s hfadanim jeho reprezentécii. Aj obmedzené
avatary su vSak velmi uzitocné. Treba priznat ich limity, ale aj naSe obmedzené moznosti spravit
nieco vo fyzike bez nich.

1.1.3 Pravidla hry ako axiéomy pre matematické objekty. Kritérium spravnosti.

Ked si uz nazbierame nejaky stbor zékladnych pojmov (s vedomim Ze ich zdkladnost mozno bude
treba neskor prehodnotit a nahraditf ich inymi), snazime sa prist na pravidld hry prirody. Ke-
dZe nase popisné pojmy su reprezentované ako matematické objekty, treba vztahy medzi nimi a
pravidla ich hry vyjadrovat tiez matematickymi formulami a rovnicami viaZzucimi dané objekty
dohromady. Niektoré z tychto vztahov bude potrebné postulovat, brat ako zakladné (ako axiémy
v matematickych modeloch), a typicky sa z nich potom mnohé budu dat odvodit.

Potom ¢o urobime tento preklad do matematického sveta, je ndm k dispozicii tamojsia masi-
néria algebry, geometrie, analyzy, diferencidlneho a tenzorového pocétu atd, pomocou ktorej pri-
chidzame k rozlitnym tvrdeniam (stile eSte v matematickom prevedeni.) Tieto tvrdenia sa po
spitnom preklade do popisnych pojmov zavedenych pre redlny svet stavaju predpovedami, ktoré
je mozno (ak nie, mame problém o ktorom treba niekedy pohovorit) konfrontovat so skuto¢nostou.

Priklad: Na zafiatku pozorovania (poéiatoény cas reprezentovany ako konkrétna hodnota pre-
mennej tg) bol meteorit (jeho miera zotrvacnosti reprezentovand ako konstanta m) tam a tam
(4daj rerezentovany ako nejaky polohovy vektor 7(tg)) - posobili nan také a také vplyvy (repre-
zentované ako stcet silovych vektorov reprezentujtcich spomenuté vplyvy ZF‘Z) Podla naSich
rovnic (m7 = 3. F}) teraz (v ase t) by mal byt tu a tu (v polohe zodpovedajicej 7#(t)) ... Je to
pravda? Teda ak teraz spravime spétny preklad od avatarov k skutoénym objektom, a pozrieme na
miesto zodpovedajuce 7(t) , v ¢ase zodpovedajicom ¢ , ndjdeme tam meteorit? Ak dno, nas model
moze byt dobry. Ak nie, treba iny. Samozrejme s tu praktické nuansy - niekedy sme spokojni s
pribliZznou presnostou predpovedi a teda s pribliZznym modelom - to je v poriadku, ale nepovazujme
ho za fundamentalne korektny.

Tato konfronticia s pozorovanim/experimentom poskytuje fyzike velmi silné kritérium na po-
sudenie tedrii, modelov, siborov axiémov... rozhodne silnejSie ako v matematike, kde je tazko
néjst objektivny dovod na zahodenie tedrie okrem pripadu, Ze je nekonzistentnd sama so sebou
alebo je prili§ prazdna na to, aby sa s fiou dalo nieco robit. Ak nas model dava predpovede, ktoré
protirecia korektne prevedenému a interpretovanému pozorovaniu, je model nespravny. Ak nedava
predpovede konfrontovatelné so skuto¢nostou, ako fyzikalny nastroj je zbytoc¢ny.

1.2 Casopriestor a predpoklady na priradenie matematickych avatarov
pre jeho reprezentaciu,

Pozrime sa teraz na niektoré z nasich zdkladnych pojmov, ktorymi popisujeme deje okolo nés.

Jeden z kltfovych je udalost. Niefo sa udeje niekde a niekedy. Stbor vietkych, hoci aj hy-
potetickych udalosti tvori aktsi scendrova siet, obvykle ju oznacujeme ako Easopriestor. Jeho



elementy mozno reprezentovat ako adresy udalosti. Na identifikiciu takej adresy typicky potrebu-
jeme 3 priestorové a 1 ¢asovy udaj, preto ¢asto pocujeme hovorit o 4 rozmernom Casopriestore.
Netreba vsak v tomto pojme vidiet nieco exotického vyzadujiceho genidlnu predstavivost. Zaviest
takyto 4D model m4 za 0cel len ulah¢it nardbanie s idajmi, no a ak ku kazdej udalosti potrebu-
jeme 4, pouzivame matematicky nastroj, aky sa k tomu hodi.

Teraz sa venujeme newtonovskej mechanike, kde je c¢itatel pravdepodobne zvyknuty uvazovat
polohy telies v trojrozmernom konfiguraénom priestore, a zmeny tychto poloh v cCase,
a teda vidief ¢as ako univerzalny parameter, zoradujici udalosti pozdlz trajektérie (krivky v
konf. priestore). Ni¢ ndm vSak nebrdni uz tu, na Grovni newtonovskej mechaniky, uvazovat ako
scénu Casopriestor, teda (ked si zavedieme vztazni sistavu) parameter povysit na dalSiu stiradnicu.
Casto totiz moze mat zmysel uvazovat nielen trajektériu telesa, (mnozinu poloh kde sa vyskytlo),
ale celt jeho histériu (svetoéiaru), teda mnoZinu udalosti ktorych sa zGcastnilo.

Vyraz Casopriestor maju l[udia ¢asto spojeny s einsteinovskou relativitou, ale ako mnozinu (aspon
hypotetickych) udalosti ma zmysel aj v newtonovskej fyzike. Je to nastroj na kompaktné uchopenie
dat. Avsak kazdy pozorovatel vnima priestor okolo seba trojrozmerny, s ¢asom ako parametrom
zoradujiicom tieto trojrozmerné momentky do celkovej histérie. ! Trojrozmernost konfigura¢ného
priestoru je hlboky empiricky fakt, ktory je do modelu mechaniky zabudovany ako predpoklad.
Na otazku preco je trojrozmerny sucasna fyzika odpovedat nevie.

Podme sa teda pozriet najprv na nejaky vhodny model pre na$ konfiguraény priestor. Nemusime
nasilu znova vynachadzat koleso - vieme, 7e na reprezenticiu poldh telies a ich trajektdrii sa
ako velmi efektivny nastroj ukazuji geometrické ttvary ako body, priamky, krivky... Vezmime
teda geometricky model, alebo aspon prvky z neho, a pozrime kam vedie. Premyslime vSak prira-
denie zdkladnych pojmov v mechanike velmi pozorne - akokolvek samozrejmé sa vSetko zda. Mdme
totiz tendenciu zamiehat si zvyk a pochopenie, ¢o je problém, pretoZe priroda sa lepSie Studuje
s postojom malého dietata ktoré je sice viac ako ochotné nardbat s pojmami ktoré momentédlne
nevie uchopit inak ako dané, ale zvyk ho eS§te nenaucil predstierat ich samozrejmost.

Fyzika je tanec medzi tedriou a praxou, a na pojmy ktoré nemaji miesto v oboch sa pozerame
ako na mélo preskimané alebo pochybné. Podme skontrolovat ako je to s nasim pouZivanim
geometrickych pojmov ako reprezentantov pre rozli¢né konfiguracné zalezitosti potrebné na popis
mechanickych dejov. Nepredpokladajme automaticky euklidovsk( geometriu, ale neskodi pripome-
nit si ju ako v8eobecne znadmy pripad na ktorom sa mnohi zoznamuji s geometrickymi pojmami.
Tato zndma geometria predpoklada existenciu zdkladnych objektov ako bod a priamka. Méme
v naSom priestore nieto ¢o by mohli reprezentovat? Polohy telies by mohli byt reprezentované
euklidovskymi bodmi, ich spojnice segmentami ktoré sa podla Euklidovych postuldtov daja (jed-
noznacne) predlzit na priamku. Tu je vSak ¢as konfrontovat sa s realitou. Zamyslime sa tu nad
predpokladmi ktoré robi newtonovskd fyzika (jednak aby sme lepSie rozumeli jej, a aby neskorsie
zovSeobecnenia ¢ korekcie novsich tedrii bolo s ¢im porovnat).

Bod mo7eme vnimat v mechanike ako miesto kde sa moze nachadzat dostato¢ne malé teleso. Co
znadi dostatoéne malé? Mamut také kritérium spliia menej ako tiger a tiger menej ako mucha...
Matematik by azda navrhol uvazovat limitne malé teleso. Ale tu treba braf ohlad na overitelnost
experimentom. Teda bod bude reprezentovat polohu malého telesa, ale dost velkého aby sme ho
efte videli 2. Pre terajsie Gcely ndm sta¢i takidto aproximacia bodovosti. Pamitajme si vsak
pre budtcnost, Ze naSe zavery urobené na jej zaklade potom netreba automaticky zovieobecnovat
na situécie ked nie je aktudlna.

1To plati mimochodom aj pre neskordie teérie ako relativita. Nikde sa nendjde pozorovatel z ktorého hladiska,
konfiguraény priestor nie je 3D a kde by ¢as nehral vyrazne int rolu ako priestorové rozmery. Ak v8ak chceme dévat
do stivisu takéto skidsenosti rozliénych pozorovatelov, ukazuje sa ako vcelku efektivny model 4-rozmerny model s
Casom ako jednym z rozmerov - nie viak ”len dal$im rozmerom ako ostatné ”.

2apardtom aky mame k dispozicii, nie nevyhnutne volnym okom - a prisne vzaté nejde nevyhnutne ani o optické
videnie, ale o nejaku detekciu polohy



Podme k spojnici medzi dvomi malymi telesami, ¢o by korespondovala euklidovskému segmentu
predfzitemému na priamku. Ktora spojnicu vybrat? Medzi dvomi telesami ich je mnoho - je nejaky
dovod uprednostnit jednu pred ostatnymi? Mozno sa nam chce povedat, Ze tG najrovnejsiu, tvariac
sa, ze vieme o ¢om hovorime (kym a nepokisime vysvetlit kde sme vzali prvotny Standard, prvé
rovno). Pozor - este len hladdme ¢o bude v naSom priestore zodpovedat Castiam priamok, teda
Standardom rovnych segmentov. Povedat Ze rovni tisetku ndjdeme ako rovni tisecku tilohu neriesi.

Skisime teda vybraf najkratSiu spojnicu. Teraz vSak treba konfrontovat otdzku, ¢o tym mys-
lime, najkrat$iu? Potrebujeme si ujasnif ako meriame dfzky, a aké predpoklady a obmedzenia
s nim vstupujt do hry: Vezmeme nejaké teleso ako Standard jednotkovej dlzky, postupne ho
prikladdme pozdlz spojnice a poc¢itame kolkokrdt sa tam vojde. Na3 §tandard dlzky by mal byt
dostato¢ne maly, aby meranie bolo dostatocne jemné, ale zas nie natolko, zeby sme ho technicky
nevedeli zrealizovat. Takisto tu je potichu urobeny predpoklad, Ze existuje nejaka trieda objektov,
ktorych dizku budeme povazovat za konitantnti a budt pouzitelné ako meracie jednotky.

Povedzme 7e mame vybrant najkratsiu spojnicu. D4 sa této jednoznacne predizit tak, ze objekt
takto vzniknuty bude dobre reprezentovany euklidovskou priamkou? ® Tu si tazko pomdzeme
vyberom najkratSej moznosti, a musime si na zoznam tuloh pridat najdenie nejakého kanonic-
kého standardu prvého rovno.

Dalgim dolezitym pojmom je pohyb, zmena polohy v &ase. Stbor poldh v danom ¢asovom
intervale potom tvori tzv. (Casom) parametrizovani trajektdriu. Ku kazdému ¢asu z daného
intervalu vieme priradit polohu, ktort v fiom teleso malo. Kedze v dejoch okolo nas nevidime
skoky v zmysle Ze teleso by zmenilo polohu z jedného miesta na iné bez toho, aby sa vyskytlo
aj na (niektorej) spojnici medzi nimi, si trajektdrie reprezentované sivislymi krivkami.
Blizkym bodom na trajektorii prislichajia blizke hodnoty parametra - casu. Podiel vzdialenosti
bodov ku prislusnému casovému Useku, za ktory sa teleso presunulo z jedného do druhého, vSak
nemusi byt konStantny. NeZz sa v8ak pustime do pojmov ako rychlost zmeny polohy, uvedomime si
Ze meranie ¢asu nie je o ni¢ samozrejmejSie ako meranie polohy.

Potrebujeme nejaky prototyp hodin - jedno ich tiknutie bude najmensou jednotkou casu, teda
nemé zmysel tvarif sa, Ze vieme bezpe¢ne meraf ¢o a ako sa deje na kratsich intervaloch. Dalej, tik-
nutia prvotnych, Standardnych hodin st z definicie rovnomerné - intervaly medzi nimi st rovnaké.
Rovnomernost ostatnych dejov sa bude posudzovat na ziklade porovnania s nasim kanonickym
Standardom. Na zoznam uloh pribtda najdenie standardu prvého rovnomerna.

Zhrnutie: polohy malych telies si1 reprezentované bodmi, treba si pamiitaf Ze ve-
I'mi malé teleso stale nie je nekoneéne malé teleso. DIzky meriame pomocou nejakych
limitne malych (opit, to nemusi byt vo fyzike to isté ako nekone&ne malych) telies
predstavujicich $tandard dlzky, z definicie kon$tantnej a najmensej moZnej o akej
sa edte dA relevantne hovorit ako o meratelnej. Aby slovo priamoé&iaro malo zmysel,
budeme potrebovat nijst prototyp prvého rovno. Cas meriame pomocou nejakého
objektu, ktory umozZnuje odéitanie cyklov, teda napr. podlieha periodickému deju.
Jeden cyklus predstavuje jedno tiknutie. Doba jedného cyklu je najmensia merate-
Ini, hovorit o kratsich vedie k experimentilne neoveritelnym tvrdeniam. Budeme
potrebovat kanonicky $tandard/ prototyp rovnomerna, teda proces vyznacujici za
sebou nasledujtice rovnaké casové useky.

Poznamka: Dali sme si za tlohu ndajst referencéné Standardy ”rovno, rovnomerne”. Nemozeme
si ich zwolit? Newtonovskyd mechanika to naozaj tak robi, nieco za také Standardy jednoducho

3Ked¥e svet okolo nas berieme ako skutoény a geometricky model ako avatar, formulujeme veci takto krkolomne
- Ze nejakd Cast priestoru je reprezentovand priamkou, a nie Ze reprezentuje priamku. Casom mo#no tiito pozornost
k terminoldgii stratime, ale je dobré maf myslienku za fiou na mysli.



postuluje. Volba je stcastou modelu. Nutnost volby vSak neznadi zmysluplnost hociktorej. Vo fyzike
je korektnost modelu a teda aj spominanej volby posudzovand podla toho, ¢ potom predpovede
takého modelu sthlasia s pozorovanim prirody. Model si volime v zmysle, Ze sa snaZime
uhAdnut taky, ktorého predpovede sa s pozorovanim zhodnii ¢o najlepsie.

1.3 Vztazna ststava - Ako popisat objektivne veci so subjektivnym apa-
ratom

Uz sme si povedali o scéne a jej reprezentdcii kvalitativne. Pozrime sa teraz na sposob, ako veci
skvantitativnit, priradit &isla. Vyhodou takého priradenia je silnd matematickd maSinéria na
manipulaciu s ¢islami, ktord ndm je potom k dispozicii, ak pravda vieme ¢o ktora operacia v ma-
tematickom svete reprezentuje v tom skuto¢nom. Pri tomto priradovani ¢isel si treba uvedomit,
7e modze existovat viac sposobov ako ho urobit. Nakoniec jednd sa o pomenovévanie, vytvaranie
systému adries napr. pre polohy telies.

Samotné oznadenie udalosti v ¢asopriestore je v podstate mozné robit akokolvek, pokial plati
ze meno-udalost je jedno-jednozna¢né priradenie. Podobne ako ked ¢islujeme domy v ulici - staci
ak kazdy dom mé svoje jedine¢né Cislo, a je mozné toto Cislo pouzit ako reprezentanta domu v
katastralnych zdznamoch atd. Ale kto kedy hladal nejaky dom v ulici kde pomenovévanie domov
bolo urobené s len miniméalnou poziadavkou jednoznacnosti, asi pripusti, ze to nie je najpraktic-
kejsi spdsob. Omnoho lahsie sa ndm orientuje ak blizke domy maju blizke ¢isla. Ak vidime ze dom
s ¢islom 17 susedi s domami ¢islo 4 a 56, fazko sa ndm odhaduje o kolko domov dalej je éislo 18.
Podobne mené pre konfigurdcie v priestore a case je vhodné volif tak, aby tie ¢o su si blizsie, mali
podobné mend. Miera blizkosti je samozrejme pojem ktory treba v modeli premysliet (matematik
sa s nami nebude bavit v tomto ohlade, kym nevie akd miera je v modeli), ale minimélne pozia-
davka na nejaky systematicky aparat pri pomenovavani prvkov je azda evidentné.

Obvykle tento apardt budujeme referenénym sposobom. Ak niekomu hovorime, ako sa dostane
trebéars do parku, pouzivame pojmy ako doprava, dolava, sto metrov, atd, a Ziaden z nich sdm
osebe nem4 jasny zmysel, minimdlne implicitne rozumieme %e doprava a dolava sa mysl{ pri konve-
néne orientovanej chédzi tvarou smerom kam ideme, vzdialenost sa urcuje od niecoho... Hladdme
teda ¢o najefektivnejsi referenény systém - dostato¢ne bohaty aby sme popisali veci jednozna-
¢ne, a dost Gsporny na to aby nds nezahltili zavislé data (odvoditelné z ostatnych). Ako sme uz
spominali, v priestore v ktorom Zijeme zistujeme je najaspornejsi referenény systém na urcenie
polohy ndm umozhuje urcit polohu telesa pomocou troch nezavislych tidajov - priestorové adresa
mé tri tdaje. Casové zlozka adresy udalosti jeden. Aj systematické priradenie adries viak roézni
pozorovatelia mozu urobit rozne.

Obr. 1: Vztazné ststavy sa daja vybraf rozli¢ne.

Je mozné, Ze niektoré volby su v nejakom zmysle lepsie ako iné, ale treba si rozmysliet, na zdklade



akého kritéria to budeme posudzovat. Priroda sa nebude prisposobovat ndSmu vkusu, a nase kri-
térid pre efektivnost jej popisu by mali nejako odrazat jej preferencie, nie nase.

Nez sa pustime do diskusie vztaznej/referen¢nej ststavy, venujme este poznamku pojmu prilu-
§ného pozorovatela ktorému je dany referenény systém $ity na mieru. Vo fyzike pod pozorova-
telom nemyslime len nejakého fiktivneho ¢ redlneho jednotlivca, ale obvykle sa mysli centrdlny
pozorovatel spolu s myslenym systémom jeho komplicov-agentov rozostavengch v celom priestore.
Centralny pozorovatel je ten, pre ktorého st dané priestorové stiradnice nasité na mieru v zmysle,
ze udalosti v jeho histérii maji v tychto stiradniciach najjednoduchsie mozné vyjadrenie - vSetky
sa deji v priestorovom podiatku (jeho pozicia definuje pociatok) a st jednoducho zoradené, oci-
slované tikmi jeho hodiniek (jeho vlastny ¢as je zaroven stiradnicovy ¢as pre cely systém).

Obr. 2: Synchronizovani agenti stiradného systému

Agenti prislichajtci k tomuto centralnemu pozorovatelovi st vzhladom na neho v pokoji, maja s
nim zosynchronizované hodiny, pri kazdom sa d& urcit trojica ¢isel oznacujica jeho polohu vzhla-
dom na centralneho jedinca. Cokolvek, kdekolvek a kedykolvek sa stane, je to v bezprostrednej
blizkosti jedného z agentov. Pozicia tohto agenta bude zaroven poziciou udalosti, ¢as na agento-
vych hodinkach jej ¢asom. Centralny pozorovatel ma takymto spdsobom moznost pozbierat data
o kazdej udalosti - priradit jej konzistentnym spdsobom $tvoricu cisel.

Pre neskor$iu referenciu si eSte ujasnime aké predpoklady sme pouZili pri ivahach o vztaznej si-
stave daného pozorovatela. Predpokladdme, Ze agent stojaci jednotkovi vzdialenost od centrdlneho
jedinca ostdva v jednotkovej vzdialenosti, Ze je vzhladom mna centrdlneho stdle v pokoji, Ze hodinky
na roznych miestach je mozné konzistentne zosynchronizovat, Ze zosynchronozovan€ ostant, a Ze
vsetko toto sa v principe da zabezpecit. V newtonovskej mechanike sa toto predpoklada, aj po-
krac¢ujeme s tymito predpokladmi, a nase zavery st urobené pod nimi. (Pozndmka do budicna, k
novs§im modelom vo fyzike: Ak sa niekedy objavi dévod predpoklady spochybnit, aj naSe zévery
bude potrebné prehodnotit.)

Zatial sme eSte nehovorili o tom, ¢i niektori pozorovatelia st nejakym sposobom vyznac¢ni. Ne-
chame kazdého rozostavit si agentov a synchronizovat hodiny, a potom s pomocou Newtonovych
zékonov urobime vyber vyznacnej triedy pozorovatelov.

Pozrime sa, akym spdsobom mdze pozorovatel priradit udalostiam identifika¢né cisla. Pozoro-
vatel vie, Ze priestor je trojrozmerny, pokryje ho teda siefou s tromi triedami stradnicovych
kriviek. Kazda taka krivka je charakteristickd tym, ze body na nej maju spolo¢ni hodnotu jed-
nej so stradnic. Prikladom je kartézska siet, siet sférickych stradnic, atd. Poziadavky na tieto
krivky st zatial dost volné - kazdym bodom priestoru by sa mala prechddzat prave jedna sa-
radnicovéd krivka z kazdej triedy. Bodu teda mozno priradit tri stradnice podla stradnicovych
kriviek ktorych uzol tvori. PredbeZne nazvime tieto siradnice ¢, ¢o, g3. Blizke body by mali mat
blizke hodnoty stradnic. V kazdom uzle kde sa stretaji stradnicové krivky si modzeme v principe



predstavit agenta, ktory na danom mieste zotrvava, s identickymi hodinkami ako mé centralny
pozorovatel. Newtonovskd mechanika prepokladd, Ze hodinky raz synchonizované ostdvaji synch-
ronizované (Gvahy o vybitych baterkich atd mozno odlozit bokom, kedZe tieto veci sa v principe
daju technicky zabezpecit).

Ked7e nase poziadavky na pozorovatela boli velmi volné, existuje velké mnoZstvo velmi rozli-
¢nych volieb stradnych ststav. Rozliéni pozorovatelia dokonca nemusia byt jeden voci druhému
v pokoji, zatial s v hre aj pozorovatelia, ktori sa nezhodnt na pociatku suradnej ststavy, na
suradnicovych krivkach, dokonca na tom ¢i nejaké pozorované teleso meni alebo nemeni svoje
priestorové stradnice a akym tempom ¢ spdsobom, kedZe samotni pozorovatelia aj s celym svo-
jim dvorom agentov sa jeden voc¢i druhému mdZzu pohybovat. V newtonovskej mechanike je vsak
urobeny predpoklad, Ze casové rozdiely medzi udalostami nameraji vsetci pozorovatelia rovnako.
Mnoho zdanlivo samozrejmych zaverov je poznacenych tymto prepokladom a ak by sa ukézal ako
nevhodny, v8etky by bolo treba prehodnotit.

Pozorovatel moéZe sledovat nejaké teleso a jeho histdriu, a vo svojej vztaZnej stistave
mu v kazdom okamihu ¢ priradif aktudlnu trojicu priestorovych staradnic qi, ¢, g3.
Mbéze skiimat ako sa tento stibor tidajov meni v ¢ase, teda skiimat trojicu funkcii
q1(t), q2(t), g3(t), skrdtene ¢;(t), i = 1,2, 3. MozZe sledovat zmeny jednotlivych stradnic za
Casovy interval At, teda veli¢inu W, pripadne zmenu tejto zmeny atd’, hfadat
stivislosti medzi nimi a okolim telesa, jednoducho snaZzif sa prist s pravidlami hry.
Azda nie je nemiestne olakavanie, Ze ten pozorovatel, ktorého vyznaéné krivky (si-
radnicové) buda zaroven vyznaénymi krivkami prirody, bude odmeneny osobitne jed-
noduchym vyjadrenim tychto pravidiel.

1.4 Newtonove zdkony mechaniky

Newton sa pokusil uhddnut pravidla hry v troch pohybovych zakonoch. Podaril sa mu velmi uzito-
¢ny model - predpovede urobené na jeho zdklade maji skvelti zhodu s pozorovanim. Nie kompletnii,
oCividne je to model s limitami, ale nakoniec neméme ziaden ktory by limity nemal - minimdlne
vo forme predpokladov a teda dosahu na nejaké situacie.

Pohybové zakony v newtonovskej mechanike si1 formulované ako platné pre tzv. iner-
cidlnych pozorovatelov. Inercidlny pozorovatel je taky, v ktorého stistave vSetky Ne-
wtonove zakony platia.

To znie ako do seba zacyklené tvrdenie. Zakony nérokujtce si platnost v pripadoch, v ktorych
platia, predsa platia v danych pripadoch z definicie. Co viak nie je trividlne je existencia ta-
kych pripadov! Akonahle sa najde aspon jedna inercidlna ststava, mame spolu so zakonmi aj ich
enormnu prediként silu a okrem toho celt triedu inercidlnych vztaznych ststav ekvivalentnych tej
aspon jednej. O tom vSak neskor.

Prakticky vyznam Newtonovych zakonov zavisi od toho, ¢i sa teda ond aspon jedna inercidlna
stistava najde. Prisne vzaté nikdy sme nezrealizovali ziadnu dokonale inercidlnu, ale pokial je
tedria rozumne stabilnd, casto plati, Ze aspon priblizne splneny predpoklad znamené aspon pri-
bliznti uplatnitelnost tedrie a jej predikcnej sily. Toto plati aj v tomto pripade. Clovek nemusi
mat newtonovsky idedlnu inercidlnu vztaznd ststavu na Uspe$né pouzitie newtonovskej mecha-
niky pre bezné technické aplikicie (alebo trebédrs aj tie menej beZzné ako exkurzia na Mesiac).
Samozrejme ostiava otazka principidlnej platnosti ¢ existencie, ktorej sa treba vazne venovat ak
chce ¢lovek pochopit veci do hibky a pripadne ich zovseobecnit, a k tomu sa este bude treba vratit.

Ak uvazujeme tuhé teleso ktoré sa nedrobi, teda nestraca hmotnost stracanim svojich ¢asti (ako
by to bolo napriklad v pripade rakety vypustajiacej zvysky paliva), Newtonove zdkony pre jeho
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pohyb sa daji zhrnat nasledovne:

1. Teleso sa pohybuje rovnomerne priamodiaro (Specidlny pripad: zotrvava v po-
koji) pokial vonkajsie sily tento stav nezmenia.

2. Teleso hmotnosti m ziska pésobenim celkovej vonkajsej sily F' zrychlenie @ imerné
posobiacej sile a nepriamo tmerné svojej hmotnosti; @ = F'/m.

3. Posobenie dvoch telies je vzdy vzajomné; telesa sa seba posobia rovnako velkymi,
opaéne orientovanymi silami

1.4.1 Miera zotrvac¢nosti -hmotnost

Hmotnost m je jednym z velmi hlbokych pojmov ktorych vyznam sa mozno este celkom nedocenil.
Povedzme si aspon nieco o roli aka tu hrd. Hmotnost, o ktorj je tu re¢, je tzv. zotrvaéni hmot-
nost. Je mierou neochoty nadobtidat zrychlenie (menif rychlost) za posobenia externych sil. D4
sa na fiu pozerat aj ako na interakénd, silovii kapacitu (nepouZzivany termin) - savisi s tym, kolko

.....

ma pohyb od rovnomerného priamociareho aj za poésobenia vonkajsich sil.

1.4.2 Miera pohybu - hybnost

Newtonove zakony hovoria o pohybe, zotrva¢nosti a interakcii. Veli¢ina, ktord s tymi to pojmami
bytostne stvisi, je miera pohybu, hybnost p. Je to akysi pohybovy status, tu definovany ako sucin
hmotnosti m a rychlosti ¢, teda g = mv Jej konkrétna hodnota v naSej vztaznej sustave, pokial je
konstantnd, je jednoducho status quo podobne ako by konstantné poloha bola jednoducho status
quo keby bolo teleso vo¢i ndm v pokoji. Nakoniec ak je nasa sistava inercidlna, existuje k nej ind,
s nasou rovnopravna, vzhladom na ktort toto teleso je v pokoji. Jediny dévod nezachovat toto
pohybové status quo je nejaky externy vplyv, o ¢om hovori druhy zédkon (uvazujeme tu konstantni

hmotnost):
_ dv  d(mv) dp
F=ma=m— = = —
TR T Tar T dt
Teda zmena hybnosti v Case je vyvolana externou silou. Treti zdkon rehabilituje zachovanie
hybnosti aj pre pripad interakcie, ak sa vezme do tvahy cely interagujtci systém *. Ak teleso

A posobi na teleso B silou F', zmeni sa hybnost B podla

Pe _ g
dt
Podla tretieho zdkona B posobi na teleso A silou —F. Hybnost A sa tak zmeni ako
dp. .
s _ g
dt
Zmeny hybnosti sa prave vykompenzuji v rédmci celého systému telies A, B.
dpa _ _dpi
dt dt

Okrem iného to znamend, Ze ich spolo¢né tazisko sa ich vzajomnou interakciou neodkloni od rov-
nomerného priamod¢iareho pohybu. Specidlne, ak sa jedné o telesa rovnakej hmotnosti na zaciatku
v pokoji, p6jdu od seba rovnako velkymi rychlostami.

dvj dvp

AT T TR

4Napriklad ak ako skiimany systém vezmeme kameli vrhnuty v gravitaénom poli Zeme, jeho hybnost sa zjavne
pocas letu nezachovdva, ale sa meni (v silade s druhym zdkonom) - ved pdsobi externy vplyv, prifazlivost Zeme.
Ak v8ak vezmeme ako systém kameh aj Zem, ich celkova hybost sa zachovava - kamen sice zrychluje smerom k
Zemi, ale aj Zem ku kamehu (pomer ich zrychleni je prevriteny pomer ich hmotnosti).
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(ma, mp st hmotuosti, ¥4, Up rychlosti telies A,B)

1.4.3 Symetria ako znak vyznacného postavenia

Newtonove zdkony st formulované pre vztazné ststavy v ktorych je zotrvaénost homogénna a
izotropnd. V tychto pozndmkach budeme takéto ststavy volat inercidlne.

Suvis prvého ziakona a homogenity: Pohyb rovnomerne priamociaro je spojeny s rovno-
cennostou oblasti priestoru ktorymi teleso prechadza (ak nepdsobi vonkajsia sila). Zotrvacnost je
homogénna a teleso pokraCuje v ramci svojho pohybového stavu v danej vztaznej ststave. Sa-
motnéd zmena miesta mu neddva dovod na zmenu hybnosti, ved tieto miesta st ekvivalentné z
hladiska zotrvacnosti - kamkolvek teleso pride, pride tam s rovnakou zotrva¢nou hmotnostou, a
pre zachovanie pohybového stavu teda musi zachovat svoju rychlost (ak externé vplyvy nevyza-
dujt uplatnenie zvy$nych zikonov).

Suvis druhého zakona a izotropie v zmysle rovnocennosti smerov: Zmena hybnosti ma
smer ako poOsobiaca extern sila, a velkost tejto zmeny za dany ¢asovy interval je dand velkostou
posobiacej sily. Nepozorujeme, Ze by niektoré smery boli samy osebe privilegované a sila posobiaca
v nich by mala na zmenu hybnosti vicsi efekt. Na jednotkov zmenu hybnosti kdekolvek do kto-
réhokolvek smeru treba rovnako velka silu.

Siivis tretieho zdkona a izotropie priestoru v zmysle rovnocennosti orienticie: Ak
trebars interagujtce telesd na seba posobia odpudivo, vzdalujt sa od seba pozdl# priamky, pove-
dzme ze A doprava a B dolava. Hybnost Castice idicej doprava a hybnost Castice idicej dolava su
rovnako velké a tak sa kompenzuji, ani jedna z orientdcii nemd vic¢siu vahu & preferenciu.

Vyznacné vztazné ststavy sa vyznacuju tym, ze zakladné pojmy sa v nich st spojené s vyso-
kou symetriou. Toto je znak osobitného postavenia naprie¢ disciplinami fyziky - symetrie
s Cosi ako diplomaticky pas, ale maju objektivnejsi zaklad a stabilnejie trvanie. Samozrejme
navrhnit si vysoko symetricky model nestaéi - treba sa trafif do spravnych symetrii. Spravnost
posudzujeme na zéklade toho, ¢i nds model vybaveny danymi symetriami dava predpovede sthla-
siace s experimentom ¢i pozorovani. Volne to niekedy formulujeme ako uhddnutie symetrie, ktora
preferuje priroda.

KedZe symetria sGvisi s tym, Ze na niefom nezileZi z hladiska niefoho iného na €om
zalezi, niekedy mame tendenciu ju prehliadnut. Napriklad v druhom zakone vec, na ktorej zaleZi,
je vztah medzi silou a zmenou hybnosti. Na ¢om nezilezi je smer (nie v zmysle Ze sily v8etkych
smerov st ekvivalentné, ale ze vSetky smery st ekvivalentné pre vztahy medzi silami v nich a nimi
vyvolanymi zmenami hybnost{). KedZe vSak tato lahostajnost sa prejavila nespecifikdciou smerov,
je Tahké si ju nevsimnut. Moze sa zdaf Ze ide o akési filozofické dumanie - ale ivahy o symetridch
sa ukdzali ako velmi silny zdroj ndpovied vo fyzike, so silnym potencidlom posunit tedriu dalej.
Dalej posunutd tedria vo fyzike méva meratelné dopady (ak nie, nepovazuje sa za posunuti) - a
praktické pouzitie velmi ¢asto potom tiez nebyva daleko.

V kapitolach ako relativita, graviticia, kozmoldgia, kvantovd tedria hraju symetrie velkd rolu.
Aj kvoli nim je dobré naucit sa symetrie rozoznavat na znamejsej pdode newtonovskej mechniky.
Niekedy sa pritom ukaze, ze sme aj v tej znamej pode prehliadli viac ako zahliadli.

1.4.4 Prvy zakon a $tandard pojmov rovno a rovnomerne

Pri povrchnom uvaZovani by sa mohlo zdat, Ze prvy zakon je len §pecidlny pripad druhého. Ved ak
vezmeme pripad nulovej sily F' = 0, druhy zdkon nam hovori Ze zmena hybnosti v ¢ase je nulova,
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teda Ze hybnost je kon§tantnd. V pripade konstantnej hmotnosti to znamend konstatni rychlost.

F=0 - %:6 —  p'=mu = konst

A t4a predsa patri k rovnomernému priamociaremu pohybu, k pokoju v Specidlnom pripade nulovej
rychlosti. Treba teda osobitne aj prvy zakon? Treba, lebo bez neho by druhy nemal jasny vyznam.
Spomenme si na Gvodné Uvahy o potrebe $tandardu pojmov rovno a rovnomerne. Prvy zakon
netreba ¢itat tak velmi ako popis toho ¢o volné teleso robi, ale ako definiciu rovnomerného
priamocéiareho pohybu. Je to ndvod na vyrobu Standardu.

Trajektdrie volnych telies definuji priamky. Tempo, ktorym také telesd postupujii,
definuje rovnomerné tikanie hodin. Rovnomerne tikajice hodiny su tie, pre ktoré na rovnaky
kus prejdenej drahy pripadne rovnaky pocet tiknuti.

Aby pozorovatel bol inercidlny, a s moznostou pouzivat druhy zdkon ako trojicu diferencidlnych
rovnic pre suradnice interagujtcich telies, musia byt v jeho vztaznej sistave parametrické vy-
jadrenia stiradnic volného telesa pozdl# trajektdrie linedrnymi funkciami &asu.

(¢;(t) =at+ B, a,B =konst — ¢ = 0. Nutnd podmienka.)

A7 ked vieme ¢o je rovnomerne priamodéiaro, mdzeme zmysluplne hovorit o odchylkach od
tohto Standardu, o ktorych potom pojednava druhy Newtonov zakon.

ESte tu upozornime na spdsob ako trochu skomprimovat terminoldgiu (neskor sa vec azda ukaze
ako eSte uZzito¢nejsia): Rovnomerne priamoéiaro v priestore je priamoéiaro v €asopries-
tore. ”Rovnomerne priamociaro ” popisuje trajektoriu a jej parametrizaciu. Priamociaro hovori o
tvare priamky (vezmi trajektdriu volného telesa - mnozinu bodov kde sa vyskytlo: taky tvar maja
priamky v na§om konfiguratnom priestore). Rovnomerne hovori o parametrizacii (vezmi rovnako
dlhé tGseky na trajektdrii - prislusné prirastky parametra (¢asové intervaly) st definované ako rov-
nako dlhé - takto rovnomerne plynie ¢as).

Ak parameter ¢ priddme ako dalsi rozmer naSich dat, uvazujeme teda casopriestor (kazdy bod
predstavuje adresu potencidlnej udalosti, kedy a kde), potom mo’no hovorit o geometrickych
vlastnostiach svetoéiary (histdrie), nielen trajektdrie (priestorodiary). Trajektéria sa dé v
newtonovskej mechanike chépat ako projekcia z priestorocasu do priestoru.

Potom to, ¢o sa pre parametrizovana krivku v priestore volalo rovnomerne priamociaro,
sa v ¢asopriestore pre prisliichajicu svetoéiaru volat iba priamodéiaro, ked%e parameter
dostal tiez status stradnice a jeho rovnomerny prirastok uz je aj geometricky popisatelny ako
rovno v prislusnom (¢asovom) smere.

1.4.5 Druhy zakon a pojem sily

V pripade druhého zdkona si treba ujasnit isty kruhovo-pojmovy problém. Pésobiaca sila je rovna
¢asovej derivécii hybnosti systému, na ktory posobila. Pre pouzitelnost druhého zdkona na pred-
povede o systéme treba toto tvrdenie doplnit nejakou dalSou informaciou o sile, inak by sa
dal druhy zdkon chdpat nanajvys ako definicia sily, ako skrateného oznacenia Casovej derivacie
hybnosti. Ak nepoznadme hybnost ako funkciu ¢éasu p(t) a chceli by sme ju poznat, je potrebné
dosadit do rovnice zndmu posobiacu silu a dopocitat diferencidlnu rovnicu. Alternativne, druhy
zdkon sa da pouzit aj na $tudium sil - sledujeme pohyb telesa, teda pozname p(t), a zo zmien zaké-
dovanych v jej ¢asovej derivacii 9;p zistujeme informaécie o silach, ktoré zmeny sposobili. AvSak bez
poznania bud sily ako funkcie ¢asu alebo hybnosti ako funkcie ¢asu je pre nas zakon na predpovede
nepouzitelny.
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1.4.6 Treti zakon a pdsobenie na dialku

Najprv adresujme fakt, ze akcia a reakcia podla newtonovskej mechaniky st rovnako velké, opa-
¢ne orientované, ale kedZze posobia na roézne telesd, neznamend to Ze sa skompenzuju v zmysle
ze by sa ziadne posobenie nedialo.

Treti zdkon, ako sme uz spominali, rehabilituje zachovanie hybnosti - ak poc¢itame hybnost v
ramci celého systému interagujicich telies . Ak mame dve telesa ¢o na seba pdsobia, ani pre jedno
z nich osobitne sa hybnost nezachovéva, kedZe je vystavené posobeniu druhého telesa. Ak vSak
uvazujeme obe telesd ako stcast jedného systému, zlozky sice podliehaji vzajomnej interakcii a
zmene hybnosti, ale ich vzdjomné pdsobenie nepredstavuje vonkaj$i vplyv na systém. TaZisko
telies, akysi zastupca systému, sa teda pohybuje rovnomerne priamociaro v zmysle prvého zakona.
Zmeny hybnosti st rovnako velké, opatne orientované, a pocitané dohromady pre cely systém sa
navzajom kompenzuju.

Obr. 3: Zmeny hybnosti Zeme a Mesiaca sa vzajomne kompenzuji.

Treti zakon, osobitne ak sa jedna o trebars gravitacné ¢i elektrické posobenie, ma v sebe priznaky
okamzitého pdsobenia na dialku. Implicitne tu mame predpoklad akcie a reakcie zladenych v tom
istom case. Teda zmeny hybnosti dvoch telies vzdialenych od seba azda astromické jednotky su
koordinované skrz tuto vzdialenost tak, aby jedna presne kopirovala druhi, az na znamienko.
Akym sposobom by sa dal takyto komplot na dialku dosiahnut sa nevie. Newton si bol vedomy, ze
jeho model ma ¢rty, ktoré sa mu nepozdavali. V stilade so zasadou hypotheses non fingo nechal na
svojich ¢itatelov akymi Gvahami nejasnosti doplnia, pripadne akymi novymi poznatkami sa podari
najst dost podkladov na rozumnt hypotézu.

1.4.7 Prejav sily ¢i neinercialnosti?

Predstavme si, Ze pozorujeme pohyb nejakého telesa a jeho pohyb v naSich stradniciach nie je dany
ako rovnomerny priamodéiary. Stradnice telesa nie st linedrnymi funkciami ¢asu. Co to znamend?
Ak je to volné teleso, naa vztaind ststava je tymto automaticky diskvalifikovand z vyznacnej
triedy inercidlnych, kedze nesplia nutni podmienku na zaradenie sa k nim. Ak v8ak na teleso po-
sobi nejak sila, je nerovnomernost jeho pohybu potrebné pripisat jej podla druhého Newtonovho
zékona.

Ako vieme, & sme narazili na prejav nejakej sily alebo neinercidlnosti nasej sistavy?

Odpoved je velmi prozaicka. Robime ¢o sa da. Pokiisime sa néjst volné testovacie telesa. Zabezpe-
¢ime aby boli elektricky neutralne, odéerpame vzduch a vyhladime v8etko tak aby sme eliminovali
interakciu s prostredim, jednoducho odtienime vplyvy ktoré mozeme odtienit, a skimame po-
hyb tychto telies. Nastavime naSe stradnice tak aby mali siradnicové krivky pozdlz trajektérii
takychto testovacich telies a nastavime hodinky tak aby tikali spésobom zladenym s pohybom
nasich volnych telies (v $tyle rovnaka vzdialenost - rovnaky pocet tiknuti). Skontrolujeme ¢i v na-
Sej vztaznej ststave je hybnost izotropné, teda ¢i si interagujice telesa sposobia vzajomne zmenu
hybnosti takého smeru, orientécie a velkosti, Ze celkova hybnost systému sa vzajomnou interak-
ciou casti nezmeni. Ked sme takto vyladili svoju stradnt ststavu, budeme teleso ktoré sa v nej
nepohybuje rovnomerne priamodiaro povazovat za ovplyvnené nejakou externou silou.
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Avsak je tu jedna vec na zamyslenie pri zmienenom odtienovani vplyvov. Graviticiu tazko globédlne
odtienit ¢o ilen v principe. Uz aj v rdmci skiimania relevantnosti Newtonovych zdkonov pre tento
vesmir bude azda vhodné sa niekedy blizsie pozriet na tento jav.

1.5 Vyznacéné vztazné sustavy - vyhlady k Specidlnej relativite

Potom ¢o sme si zopakovali Newtonove zakony, zopakujme si este pre koho platia v uvedenej forme.
Inerciélni pozorovatelia sa (podobne ako Newtonove zdkony) vyznacuji reSpektom voéi istym sy-
metridm, ¢o suvisi s vyberom kriviek ktoré si zvolili ako vyznac¢né, referen¢né, ako krivky tvoriace
ich stradnicovt siet. Trajektdrie a parametrizacie volnych telies (alebo jednoducho svetodiary vo-
Inych telies) st podla prvého zdkona velmi vyznacné, a teda inercidlni pozorovatelia budt mat
svoj stradny systém nalinkovany pomocou nich. Kazda siiradnicova krivka takého pozorovatela
je nastavend tak, Ze moze v principe predstavovat trajektériu volného telesa, a tikanie hodiniek
tohto pozorovatela je nastavené tak, aby pohyb volného telesa pozdlz takejto trajektdrie sa uka-
zoval rovnomerny.

UZ sme spominali, ze naSe naozaj technicky prevedené stradné sistavy boli dosial vZdy len pribli-
Zne inercidlne (okrem iného je fazké zohnat naozaj volné teleso). Stradnicové priestorové krivky,
referen¢né priamky sa ukazuji v beznych pripadoch dostato¢ne presne spliaf axiémy euklidovskej
geometrie, a tento model sa s Gspechom pouziva na praktické tcely. Vyznacna stiradna ststava
je potom (Co do priestorovej Casti; Cas sa obvykle berie ako parameter) bezna kartézska ako ju
poznaja deti uz na zakladnych skolach.

1.5.1 Relativne a absolatne veli¢iny v newtonovskej mechanike

Pomocou Newtonovych zakonov mozeme vylucit velka cast stradnych stustav ako nepreferovanych.
Ale v triede vyvolenych aj tak ostava velké mnozstvo réznych, v istom zmysle vSak rovnocen-
nych, ekvivalentnych pozorovatelov. Tito vSetci sa nie¢im lisia (preto rozni), maja vSak nieco
dolezité spolo¢né (preto ekvivalentni). Toto je typicky znak symetrie. Ak prejdeme od jednej
vztaznej sistavy k inej (prechod dany nejakou matematickou transforméciou stradnic), ¢osi
pre nase ucely podstatné sa zachovd, ostane invariantné. V pripade newtonovskej mechaniky je
podstatnou vecou iste tvar Newtonovych zdkonov. Povedzme Ze mame nejaka inercidlnu vztazna
sustavu S, s pozorovatelom v ktorého stradniciach (¢, x,y, z) je pre pozorované telesa zotrvacnost
homogénna a izotropnd, a silou ovplyvnené telesd vykazuji zmenu hybnosti ako druhy zikon ho-
vori. Nanajvy$ ako sa od tohto pozorovatela moze li8if iny, aby bola aj jeho ststava S zaradend
do vyznalnej inercidlnej triedy? (Ako sa mozu 1isit stradnice (¢, 2,1/, 2’) od saradnic (¢, z,y, 2)?)

Ukazuje sa, ze transforméacie danej inercidlnej ststavy S, ktoré ved k tiez inercidlnej stistave
S’ (teda ktoré zachovaju tvar Newtonovych zdkonov), st napriklad

e cuklidovské rotdcie v priestore (zodpovedaji pozorovatelom s rozne natocenymi priestoro-
vymi siradnymi osami; nemysli sa tu rotujica ststava)

e transldcie v priestore (zodpovedaju pozorovatelom s posunutymi pociatkami priestorovych
stradnic)

e transldcie v ¢ase (zodpovedaju pozorovatelom s posunutym pociatkom merania ¢asu)

Povolen4 je aj kombindcia vysSieuvedenych transformécii. Casto sa ako symetrie Newtonovych
rovnic spominaji aj galileovské boosty, transformdcie (x,t) — (z — vt,t), kde v je rychlost iného
pozorovatela. Tieto reSpektuji rovnost trajektdrii v ¢asopriestore a zachovavaju zrychlenia, ale
maji problém so symetriou tretieho zakona. Viac si k tomu povieme v partii o relativite.
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Symetria stvisi aj s pojmom relativity a absoliitnosti. Ak mame nejaka triedu objektov (tu
to boli pozorovatelia, alebo ich vztazné ststavy) ktoré st si v istom zmysle rovnocenné, ale nie
rovnaké, potom sa rozli¢né ich atributy daji rozdelit na relativne a absolutne nasledovne:

To, v ¢om sa lisia, bude relativne. KedZe st si rovnocenni, nie je k dispozicii kritérium ako
rozhodniit ¢ia hodnota atribitu je t4 spravna. V pripade nasich inercidlnych pozorovatelov v ne-
wtonovskej mechanike je relativna napriklad rychlost telies. Z hladiska jednej inercidlnej sistavy S
mdze byt pozorované teleso v pokoji, z hladiska ststavy S” ktora sa voéi S pohybuje rovnomerne
priamociaro sa teleso bude pohybovat rovnomerne priamodciaro. Kedze S aj S” s rovnocenné,
nemame ako rozhodnut aka rychlost mé teleso v absoltitnom zmysle. Jeho rychlost je relativna -
zéavisi od toho kto meria. Podobne je to pre jednotlivé priestorové a casové suradnice udalosti -
pozorovatelia s posunutymi hodinkami ¢i pociatkami siradnych osi, pripadne ich natocenim, sa
na spomenutych tdajoch nezhodna.

To, v ¢om sa zhodnd, je absoliitne. Napriklad u naSich pozorovatelov z vyzna¢nej newtonov-
skej triedy je absolitna vzdialenost dvoch udalosti, ¢asovy interval ktory medzi nimi uplynul,
zmena rychlosti telesa, tvar Newtonovych rovnic...

1.5.2 Co bolo skér: invariant alebo vyznaéna trieda?

Ako vlastne budujeme tedriu? Zac¢iname s nie¢im ¢o povazujeme za absolutne, a hladdme triedu
pozorovatelov, ktori sa na tom zhodn, prehldsiac ich za vyznaénych a ekvivalentnych lebo sa
zhodli na naSom predpokladanom invariante? Alebo za¢neme s nejakou triedou pozorovatelov,
ktorych prehldsime za vyznacnych a medzi sebou ekvivalentnych (prehlésiac rozdiely medzi nimi
za nepodstatné), a hlfaddme na ¢om sa zhodni, a to potom prehldsime za absolitnu vec?

Z matematického hladiska by sme mohli budovat model z jedného & druhého konca, podla toho
ktory vezmeme za dany. Vo fyzike sa oplati neustile obzerat ¢o robi priroda a nasit model na
mieru pozorovanému. A tak ideme z toho konca, na ktory mame zrovna viac podkladov. Niekedy
je tazko rozhodnut z ktorého konca vlastne ideme, osobitne ked sme tak navyknuti na myslienku,
7e nie¢o musi byt invariant, a uz mame zaZité, akd trieda pozorovatelov z toho vyplyva.

Priklad: Uvazujme inercidlneho pozorovatela so ststavou S. Nech druhy pozorovatel so sista-
vou S’ sa od neho li§i len nastavenim hodiniek - zabudol si letny ¢as aj v zime. Za fyzikdlne
podstatné nepokladdme tie idaje, v ktorych sa nasi dvaja pozorovatelia ligia (¢asové stradnice
ktoré priradia udalostiam). Za relevantné povaZzujeme udaje, na ktorych sa zhodni (Gasové inter-
valy medzi udalostami). Napriklad v ststave S sviecka bola zapalend o Siestej veder a zhasla o
Osmej; v ststave S bola zapélena o siedmej a zhasla o deviatej. Fyzikalne relevantny je napriklad
fakt, ze svietka mala dost vosku na dvojhodinové horenie, a na tom sa obaja pozorovatelia zhodli.
Tu sa porovnatelne ponikaji obe moznosti: prehlasit oboch za rovnocennych, na zdklade Gvahy
7e predsa sa liSia len nie¢im o ¢o sa priroda nebude starat, aj vyhlasit, Zze to, ¢o maji spolo¢né, je
podstatnd vec, a tak st na zdklade zhody na nej rovnocenni.

Niekedy je azda primérnejsie postulovanie/predpoklad Ze niefo je invariantné, a hlada sa naj-
viidsia trieda pozorovatelov ktord sa na tom zhodne.? Alebo mame dve veci, z ktorych kazda
je invariantng voci inej triede pozorovatelov, a skiimame, ¢ nds k lepSej zhode s experimentom
privedie predpoklad o absolutnosti jednej alebo druhe;j.

5Napriklad kauzalita savisi s predpokladom, Ze poradie udalosti, ktoré mozu byt pri¢inne spojené je absoltitne
- ak jeden pozorovatel vid{ udalost A ako pri¢inu a udalost B ako nésledok, tak tento vzfah ma platit pre kazdého
pozorovatela, s ktorym sa mienime vbbec zaoberat. Toto mimochodom priptsta vcelku Siroka triedu sdradnych
sustav, a eSte vii¢siu ako pouziva Specidlna relativita.
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1.5.3 Priklad transformacie stradnic - pootocenie

Uvedme si pre ilustrdaciu konkrétne transformécie stiradnic ktoré prepajaji rozliéné siradné si-
stavy bez toho aby menili ich zaradenie do inercidlnej triedy:

Rotécia v rovine xy o konstantny uhol o domieSa priestorové stradnice =z a y. Pozorovatelia
sa zhodnt na pociatku stiradnej stistavy, na vSetkych ¢asovych tidajoch (¢ = t), na vzdialenostiach
bodov, ale nie na konkrétnych priestorovych suradniciach bodov. Tieto buda suvisiet nasledovne:

x’ cosae  sina 0 x
y' | = | —sina cosa 0 Y
2 0 0 1 z

Samozrejme ak sa zmenia stiradnice pozi¢ného vektora Castice, iste sa zmenia aj suradnice vektora
jej rychlosti a zrychlenia. Ale transformuji sa rovnakou rota¢nou maticou R akou sa transformovala
pozicia. To isté plati aj pre stradnice vektora posobiacej sily.

7 =7 =R¥
7 — ¥ =Ri
i —d =Rad
F — F' = RF

Druhy Newtonov zdkon teda v pootocenej ststave nakoniec bude vyzerat tak ako v povodnej; ak
platil tam, bude aj tu, a opacne:

ma = F
mRd = RF
ma = F'

Co sa tyka prvého a treticho zdkona, budu tiez platit v pootoenej aj pdvodnej siistave rovnako
- pootocend priamka je stale priamka a ak pootoc¢ime akciu a reakciu rovnako, ich vztah sa tiez
zachova ako bol.

1.6 Newtonov gravitacény zakon

Poucku o gravitacnom pésobeni medzi hmotnymi telesami sa uc¢ia uz deti na zdkladnej skole. Treba
si dat pozor, aby néds notoricka zndmost formulky nezviedla k domnienke, Ze uZz niet ohladne nej o
¢om uvazovat. Newtonov gravita¢ny zdakon, jeho tspech i limity poskytuju typicky priklad budo-
vania modelov vo fyzike. KedZe s fyzikou nie sme zdaleka hotovi (v kontraste s mienkou ktoréhosi
gentlemana kratko predtym neZ fiou otriasli tedrie relativity a kvantovej mechaniky), je dobré ve-
diet, aké stratégie boli tspesné v minulosti (ispechom sa tu mysli lepsi vhlad, vSeobecnejsia uplat-
nitelnost, lep$ia predikénd schopnost modelu). Schopnost budovat rozumné modely- reprezentacie
javov- je extrémne uzito¢nd kvalita pre Iudi z vedeckych aj technickych oborov - preStudovat si
exemplarny priklad je teda vSeobecne uzito¢né cvicenie.

Zacnime tym, ¢o je notoricky zndme: Ak teleso hmotnosti M je v strede stradnej ststavy (toto
mozeme predpokladat bez ujmy na vSeobecnosti), a teleso hmotnosti m je v v pozicii danej vek-
torom 7 (teda st od seba vo vzdialenosti r), potom kazdé z nich pdsobi na druhé silou imernou
sucinu ich hmotnosti a nepriamo imernou $tvorcu ich vzdialenosti

Mm

F=k 5

r
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Smer a orientacia sily: Teleso M posobi na teleso m silou smerujtiicou pozdlz spojnice do stredu,
teda jednotkovy vektor charakterizujici smer a orientéciu tejto sily je —7/r:

Mm7

F=—k
rZ r

Této struéni formulka je podla klasickej mechaniky pouZitelnd na ohromni §kalu situdcii, od
predpovedania navratu komét a zatmeni Mesiaca po vypocet stoCenia wolframového vldkna v
Cavendishivych vdhach kdesi na stole 8kolského laboratdria. Ak mé naozaj takato univerzalnu
platnost, bude v nej pravdepodobne ¢osi hlboké. Pozorovania ukazuji, ze neplati celkom presne;
ale pravdepodobne v niecom je blizka spravnemu modelu (niezeby sme taky uZ naisto definitivne
mali). Niekedy sa o nezndmom mdzeme poucit pomocou jeho pribuznych. A newtonovsky model
je dost pribuzny ”tomu pravému”na to, aby sa pouZil pri vypoc¢toch, ktoré pomohli dostat Tudi na
Mesiac a spét (Zivych). Podme sa teda pozriet na aspekty tej kratkej formulky.

1.6.1 Univerzalna gravita¢na konstanta

Vo formulke mame konstantu imernosti s - hovori sa jej univerzalna gravitaé¢na konstanta.
A Newtonovmu zakonu sa hovori zdkon univerzilnej graviticie. V ¢om je tato univerzalnost?
Sme uz tak zvyknuti na formulku aj privlastok, ze si mozno ani neuvedomujeme, aky jednotiaci
princip je tu vysloveny. Predstavme si, ze mame k dispozicii aparatiry na meranie hmotnosti,
vzdialenosti a sil. Newtonov gravitacny zdkon okrem iného hovori, ze ak pre dve telesd zmeriame
ich hmotnosti M, m, vzdialenost r a vzadjomnu gravita¢nia silu F', potom hodnota ﬂ’;i je cislo
nezavislé od toho, kedy a kde vo vesmire sme meranie previedli, ani od toho ¢i dve telesa boli
dvojica hviezd, klokanov, Zem a jablko, Zem a Mesiac, $pendlik a vidlicka,... pre vSetky ma
spominany vyraz hodnotu k. Mesiac poslicha ten isty princip ako jablko v zéhrade. Odlahlé
katy sveta st akosi zjednotené v principoch na ktorych bezia. Nestratit nit spolo¢ného zakladu,
uvedomit si Ze obe telesd padaji k Zemi, rozoznat Ze odlisnosti mesacného a jablkového scendra si
artefaktom odlisnych pociato¢nych podmienok... si vyzaduje hlboké uvazovanie a iskru geniality.
My si vSak mozeme uzit pointu tak, ako si uzivame detektivnu zépletku a rozuzlenie, na ktoré by
sme sami neprisli. A na tomto klasickom detektivnom pribehu si natrénujme pozornost pre lepsie
ocenenie tych, ¢o buda nasledovat.

1.6.2 Izotropia gravitacie a jej vizualny prejav

Dalgia zaujimava vec v gravitaénom zdkone je jeho symetria. Podobne ako pri troch pohybovych
zékonoch, aj tu sa jednd o existenciu nejakych rozli¢nosti, ktoré s nedolezité z hladiska niec¢oho, ¢o
dolezité je. V tomto pripade je velkost gravitacnej sily nezéavisld od smeru v ktorom lezi spojnica
dvoch pdsobiacich telies. Ak vezmeme naSe teleso M ako fixované v strede, na teleso m bude
posobit rovnako velkd sila vo vSetkych miestach vzdialenych r od M. D4 sa uvazovat, ¢ sa jednd
0 izotropiu gravitacie alebo priestoru. Na tGrovni newtonovskej mechaniky sa pravdepodobne
priklonime k tomu, Ze sa minimélne jedna aj o symetriu priestoru, ako naznacuje neskorsi odstavec
o poklese s prevratenym stvorcom vzdialenosti.

Symetrii, o ktorej tu hovorime, sa niekeda hovori sférické, kedZze mnoziny bodov v okoli centralneho
telesa (M) ktoré st ekvivalentné (z hladiska velkosti gravitacnej sily na iné teleso hmotnosti
m) su sféry. Vsetky vicSie telesd slnecnej ststavy sa priblizne gulovitého tvaru. KedZe vznikali
gravitaénym zbieranim materidlu, ich viditelny tvar vlastne odraza symetriu zdkona, ktory do
istej miery vidime reprezentovany nasou formulkou. Reprezentovany, nie identifikovany - naSe
matematické reprezentacie st prinajlepSom uzito¢né avatary, difajme odrazajice vela aspektov
skutocnosti.

6Prepojenie gravitécie s asopriestorom sa podla vieobecnej relativity ukazuje ako tak tizke, %e (nielen) symetrie
majt spolo¢né.
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Obr. 4: Sférickd symetria je velmi oblibena.

1.6.3 Gravitacné pole - intenzita

Doposial sme hovorili o gravitacnej sile. Tento pojem si vyZzaduje aspon dve telesd. Nemé vyznam
hovorit o tom, ako nejaké jedno hmotné teleso M posobi silou v nejakom bode, pokial tam nie je
iné teleso, na ktoré by bolo pdsobené. Nakoniec podla tretieho zdkona kazda sila vyZaduje reakciu
od telesa na ktoré posobila, a tazko obhajime ako by samotny bod taka reakciu poskytol v ramci
klasického modelu. Ak skiimame situécie, kde je jedno prominentné teleso z hladiska hmotnosti, ako
napriklad Zem v okruhu niekolkych statisicov kilometrov, ¢asto sa ndm zide mat zmapované jeho
okolie z hladiska jeho gravitaéného vplyvu - skimat potencidlnu silu ktord by podsobila na nejaké
prieskumné /testovacie teleso na rozli¢nych miestach. Toto testovacie teleso nech mé pre praktické
vypoctové ucely jednotkovia hmotnost. Takejto hypotetickej sile pripadajicej na hypotetické teleso
jednotkovej hmotnosti v danom mieste sa hovor{ intenzita gravitaného pola (telesa M):

Intenzita je vektorové pole popisujice gravitaény vplyv telesa ktoré ho budi; mé zmysel o nej
hovorit ¢i uz sa zrovna v okoli testovacia Castica nachadza alebo nie. Intenzita umoziuje popisat
pole vektorovo - kazdému bodu pripiSeme vektor. Jeho velkost hovori kvantitativne o miere po-
sobenia na hypotetick( ¢asticu jednotkovej hmotnosti, jeho smer a orientcia hovoria o smere a
orientacii tohto pdsobenia v priestore.

Na ilustraciu uzito¢nosti pojmu intenzity si tu spomenme pripad ktory sa pouziva v praxi ve-
Imi ¢asto. V blizkom okoli je ako prominentne hmotné teleso bez konkurencie nasa Zem. Ked sa
Citatel poobzerd po predmetoch ktoré ma na dosah ruky, v8etky vykazuju dosledky gravitaéného
posobenia Zeme na ne. Interakcie medzi nimi navzajom s oproti tejto prominentnej zanedbatemné.
obmedzit na pritahovanie medzi Zemou a sledovanym telesom. A medzi Zemou a dalsim sledova-
nym telesom, atd. Znamen to Casté vycislovanie vyrazu /i”%zm, kde M, je hmotnost Zeme , R,

jej polomer, a m je premennd za ktort dosadzujeme hmotnost telesa ktorého pohyb v gravita¢nom
poli, prave §tudujeme. Ako vidime, pre rozli¢né telesa tu vo vypocte vidy vystupuje spolocny vy-
%I; , ndsobeny gravita¢nym nébojom daného telesa m. Po niekolkych vypoétoch ¢lovek uzna
7e opalgujﬁca sa veli¢ina sa oplati spocitat zvlast, pomenovat a pouzivat ako skratka. V pripade
situdcii blizko povrchu Zeme, pre ktoré mozeme vzdialenost od jej stredu povazovat za priblizme
rovnua jej polomeru (par desiatok metrov je mala cast tisicok kilometrov), ma tato veli¢ina hod-
notu priblizne 9,81m.s~2. Tato Specifickd velkost intenzity gravitaéného pola Zeme blizko

povrchu sa c¢asto sa znaci symbolom g.

raz K

1.6.4 Poucenie z turistiky - po vrstevniciach a naprie¢ nimi

O intenzite mozno uvazovat v kontexte mnohych javov, nielen gravitaéného pola. Vektorové polia
vSeobecne maju este SirSie uplatnenie. Pre obohatenie intuicie, skiisme si vektorové pole ilustrovat
na konkrétnom priklade: spad terénu. Predstavme si horsky terén a nas ako geodetov snaziacich
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sa ho zmapovat. Pri tomto mapovani pre turistické ucely ma velky vyznam strmost svahov. Pred-
stavme si teda vektorové pole intenzity vysky - strmosti. Ako kazdé vektorové pole, ma v kazdom
bode svoju mieru (existuji strmsie a miernejsie stipania/klesania), smer (kopce maji v niektorych
smeroch miernejsie svahy ako v inych) a orientaciu (stipanie dolava znamena klesanie doprava a
pod.).

Obr. 5: Vrstevnice, ekvipotencialne krivky

Napriek tomu, zZe informéacia o spade je iste uzito¢na pri planovani trasy, turistické mapy obvykle
neobsahuji vektorové déta. Namiesto Sipky/vektora v kazdom mieste mame mapu pokreslent
krivkami charakterizovanymi jednym c¢islom, vrstevnicami. Krivky nie st z praktickych pri¢in
nakreslené nekonec¢ne husto, ale oc¢ividne sa model mysli tak, ze cez kazdy bod prechadza prave
jedna krivka. Nepretinaja sa. Z tohto modelu sa da vycitat o teréne mnohé. Vieme na zdklade hus-
toty a ¢islovania susednych vrstevnic povedat, ktorym smerom je aké stipanie & klesanie. Pozdlz
vrstevnice Ziaden spdd, kolmo na fiu maximélny v danom mieste. Podla hustoty vrstevnic v okoli
vieme ur€it mieru strmosti. V8imnime si, Ze vektorové pole (intenzita, strmost, spad) - niekolko
&isel na kazdy bod bolo nahradené skaldrnym polom - ktoré priraduje iba jedno &slo kazdému
bodu. V nasom turistickom podobenstve mame skaldrne pole nadmorskej vysky. Takéto skaldrne
pole vo fyzike niekedy voldme potencidlom.

1.6.5 Gravitacné pole - potencial

Vratme sa ku graviticii - aj tu existuje skalarne potencidlové pole, ozna¢me si ho pre pritomné
ucely ako ¢. Jeho zaporny gradient —V ¢ je vektorové pole inetnzity.
Uvedme si paralely gravita¢ného pola s nasou turistickou ilustraciou:

e potenciél (skalarne pole) ¢ - nadmorské vyska
e gradient potencidlu, intenzita (vektorové pole) E = —6(;5 - spad, strmost svahu
e ckvipotencidlne mnoZziny (na nich mé ¢ kon$tantni hodnotu) - vrstevnice

e Pri pohybe po ekvipotencidlnej mnozine pole neovplyviuje rychlost (neurychluje ani nespo-
maluje, intenzita pola mé nulovy priemet/ zlozku v smere doty¢nicovom k takej mnozine).
Pohyb po horach po vrstevnici nevyzaduje stipat proti zemskej pritazlivosti ani brzdit aby
nas neurychlila dole prilis.

e Intenzita je kolma na ekvipotencidlne mnoziny. Svah sa najprudsie meni v smere kolmom na
vrstevnice.
1.6.6 Vztah intenzita - potencial

Podobne ako existuje vztah medzi vrstevnicami a strmostou terénu, existuje vztah medzi potencia-
lovym a jemu prislu§nym intenzitnym polom. Vektorové pole intenzity E je zdpornym gradientom
skalarneho pola potencidlu ¢:
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—Vo=FE
V kartézskych stiradniciach st teda zlozky E vyjadrené ako parcidlne derivacie ¢ v smere siradnych

osi: 96 96 06
- (81‘7 873], 82’) = (E:E,Ey,Ez)

Intenzite gravitaéného pola budeného telesom hmotnosti M situovanym v strede stiradnej stistavy
potom v bode danom pozi¢nym vektorom 7 prisliicha potencidl

o(F) = —rst

r

Potencidl je dany az na integra¢ni konstantu, ktora obvykle volime s ohfadom na nadchédzajtce
vypocty - ¢asto nulovi hladinu potencidlu volime v nejakom vyzna¢nom mieste pre dant aplikaciu.
Napriklad pre vypocéty astronomickych predpovedi je vyznaénym miestom nekonecno (okrem iného
je rovnako vzdialené od v8etkych hviezd a planét pre ktoré vypocty previddzame). Aj my sme tu
pocitali s takou konvenciou.

1.6.7 Pokles intenzity so $tvorcom vzdialenosti

Velkost intenzity gravita¢ného pola so vzdialenostou klesd - v stlade so skiuisenostou ze blizsie
telesd maja na seba vicsi vplyv. Preco klesa s druhou mocninou? Preco ak ddme dve telesa trikrat
dalej, klesne sila deviitkrat? Preco nie tiez trikrat? Preco nie dvadsatsedemkrat?

Pokles miery interakcie so $tvorcom vzdialenosti stvisi so symetriou priestoru a jeho trojroz-
mernostou. Od ¢ias Michaela Faradaya pozname velmi ndzorny siloéiarovy model pola. Azda
by sme ho mohli ete lepSie volat intenzitoéiarovy model, kedze obvykle sa kresli ako stbor
myslenych &iar pozdlz ktorych by posobila sila na testovacie teleso ktoré by do daného pola prislo.

Povedzme %e v rdmci modelu budeme kreslit M silo¢iar na kazda jednotku hmotnosti zdrojo-
vého telesa (aby sme nejako kvantitativne rozlisili polia budené telesami rozliénych hmotnosti).
Uvazuje teraz ako zavisi hustota siloéiar od pozicie v priestore. Model je izotropny vzhladom
na stred dany poziciou telesa budiaceho pole - silo¢iary sa zbiehajii izotropne k nemu. Dovodom je
symetria priestoru - ak nie je dovod uprednostnit nejaké smery, rozlozime silo¢iary rovnomerne
do vsetkych stran od zdroja. Izotropia ako symetria ndm umo#iiuje rozdelit body priestoru do
mnoZin ekvivalencie - rovnocennych bodov - v nasom pripade ich voldme ekvipotencidlnymi
plochami. Rovnocennost je tu myslend v zmysle odli$nost len (z hladiska pola) nepodstatnym
atributom - tu je takym atribtitom smer od stredu.

Obr. 6: Intenzita je kolma na ekvipotencialne plochy

Ekvipotencialne plochy st v naom pripade sféry s centrom v pociatku - intenzita je vSade kolma na
dant plochu a pre kazdy bod danej plochy rovnako velkd. V&imnime si teraz hustotu siloéiar. Ak
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by predstavovali pridenie nie¢oho, aky by bol prietok nasimi ekvipotencidlnymi plochami?
Pocet silodiar je konstantny, kaZdou sférou ich prebieha rovnaky pocet (ako sme spominali, dany
vydatnostou zdroja pola, tu hmotnosti). Co sa vSak zo sféry na sféru meni je samozrejme hustota
tychto silo¢iar. Ak sa M siloCiar ma rovnomerne rozlozit na sféru s polomerom r, bude pocet silo-
¢iar na jednotku plochy nepriamo tmerny Stvorcu vzdialenosti, pretoze plocha sféry je mu tmerna.
Ekvipotencidlne plochy, mnoZiny bodov s rovnakou hustotou siloéiar, sa zvic¢sujiu so
Stvorcom vzdialenosti, a hustota silo¢iar reprezentujtica intenzitu pola s nim klesa.

Vsimnime si este, aky je vzfah medzi poklesom intentity so vzdialenostou a dimenziou priestoru.
Predpokladajme euklidovskl geometriu - ukazuje sa byt pomerne dobrym priblizenim. Vydatnost
zdroja pola sa rovnomerne rozklada medzi vietky body v ramci triedy ekvivalencie. Cim viac de-
liacich sa, tym menej pripadne na jedného. Teda intenzita izotropného pola klesd s mierou mnoziny
rovnocennych bodov (ekvipotencidlnou plochou).

e V 3D je miera bodov s rovnakou vzdialenostou od daného stredu iimernd $vorcu vzdialenosti
(47r?), preto intenzita so §tvorcom vzdialenosti klesé. Trojnésobnej vzdialenosti prislicha
deviitkrat mensia intenzita.

e V 2D je miera bodov vzdialenich rovnako daleko od stredu Gmerné vzdialenosti r, lebo
miera kruznice je 27r. Hustota silociar, a teda aj intenzita, by tam klesala s prvou mocninou
vzdialenosti. Trojnésobnej vzdialenosti prislicha trikrat mensia intenzita.

e V 1D st mnoziny bodov s rovnakou vzdialenostou od stredu dané dvojicami bodov. So
vzdialenostou miera tychto mnoZzin ekvivalencie neklesa, preto ani hustota silociar a intenzita
pola. Trojndsobnej vzdialenosti prislicha stale té istd intenzita.

Obr. 7: Nérast ekvipotencidlnych mnozin so vzdialenostou zavisi od dimenzie priestoru

1.6.8 Intenzita a sila, potencial a potencialna energia

Intenzita a potencidl st charakteristiky vplyvu nejakého hmotného telesa v okoli; mé vyznam
hovorit o nich bez ohladu na to, ¢i sa kdesi nablizku nachadza testovacie teleso, ktoré by pod-
liechalo tomuto vplyvu. St vSak zavedené, aby sa taky vplyv Tahko poécital ked sa také testovacie
teleso hmotnosti m najde: pomocou intenzity a potencidlu vyjadrime silu na testovacie teleso a
potencidlnu energiu ktortt v danom poli ma: Ak sa v poli nachidza teleso hmotnosti m, sila
nain bude

F=mE = fm§¢

Z tohto hladiska mame teda gravita¢nu silu pésobiacu na testovacie teleso m vyjadrent ako stéin
dvoch faktorov: E = —V ¢ charakterizuje pole, a m je akysi gravita¢ny naboj Castice ktora do toho
pola prigla.

Potencialna energia tohto telesa bude

U=m¢

Opif tu vidime podobny vzorec: jeden faktor charakterizujtci pole (¢), druhy predstavujici gra-
vitaény naboj (m).
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1.6.9 Konzervativna sila, potencial

Popis interakcie pomocou potencidlu je velmi uzito¢né vec. Je pre kazdu interakciu mozné takéto
reformulécia dat? D& sa vidy namiesto vektorového najst skalarny popis, nejaka funkcia defino-
vand na priestore, priradujtica kazdému bodu v priestore ¢islo? Je to mozné pre gravitaéné pole a
niekolko dal$ich. Nie vo v8eobecnosti - v matematickej vieobecnosti prinajmengom.

Sily v prirode st na prvy pohlad rozli¢ného druhu - a predsa niekedy sa za zdanlivo nepribuznymi
javmi ndjde spolo¢ny princip. Z praktickych dévodov si ponechdvame aj oznacenia sil, ktoré neod-
razaja zatial najhlbgie ndjdené principy. Ked technik popisuje tlmice v stroji, nebude sa odvolavat
na elektromagnetické alebo dokonca spinové javy medzi elementdrnymi ¢iastkami hmoty, popise
systém pomocou sily pruziny. Podobne postupuje pouzije efektivny, skrateny popis pre interakciu
medzi povrchmi telies pomocou trecej sily, interakciu molekiil plynu a molekil piestu pomocou
tlakovej sily atd. Newtonove rovnice st pripravené prijat na svoju silovi stranu aj takéto efektivne
sily. Ale samozrejme pokial sa v skimanych javoch objavi nieco, ¢o ich viaze dohromady, treba za
tym ist. Vo fyzike totiZz existuje akysi nepisany zdkon, empiricky overeny lepsie ako klasickd me-
chanika: objavenie hlbgej stvislosti a prisposobenie nagich matematickych avatarov (reprezentéacii
pojmov a javov - ako funkcie, tenzory, diferencidlne oparatory atd) tak, aby tato hlbsia suvislost
bola explicitne vidiet, vedie k jednoduchsim, v8eobecnejsie platiacim modelom.

Co sa tyka interakcii v prirode, zatial to vyzera tak, Ze pocet tych zdkladnych nie je viac ako
4, alebo azda 3, pretoZe jedna z nich (gravitdcia) sa zda byt lepSie uchopitelna ak sa reprezentuje
ako geometricky artefakt, nie sila. Existuja modely, ktoré ddvaji zvysné tri interakcie (elektro-
magneticka, silnd a slabd) akosi pod jednu strechu. Toto nie je uzavretd kapitola vo fyzike, a
nejdeme hibat nad prognézami, ale skonstatujeme jednu dolezitti értu. Obvykle sa v pripade fun-
damentalych interakcii osvedéuje modelovat javy pomocou potencialového pola, umoziujtceho
pripisat konfigurdcidm Castic/poli potencidlnu energiu. V uzavretych systémoch, kde st v8etky
interakcie konzervativne sa (ako ndzov napovedd) zachovava isté veli¢ina, celkovd energia. Téato
skutoc¢nost robi moznymi vypocty aj tam, kde Newtonove rovnice davaju bud prilis zlozité vypocty,
alebo ani nie jasné ako ich sformulovat.

1.6.10 Gravitaény naboj a zotrvaénost

V predchadzajaucich paragrafoch sme si uviedli hmotnost telesa ako gravitaény naboj, akusi
mieru, akou interaguje s gravitadnym polom ak do nejakého pride. V newtonovskej mecha-
nike nemame apriori dévod predpokladat Ze tento gravitaény ndboj, miera tendencie interagovat
gravitacne, je nejako korelovany s mierou zotrvacnosti telesa vystupujicou v druhom Newto-
novom zdkone ako inercidlna(zotrvaéna) hmotnost. Nakoniec spominany druhy zdkon je mysleny
pre akukolvek silu; hmotnost uvedend v fiom je miera zotrvacnosti vo¢i pdsobeniu akejkolvej sily.
Preco by tato miera zotrva¢nosti mala byt dand préve gravitaénym nébojom telesa? Preco nie
jeho elektrickym nabojom, pripadne eSte inymi veli¢inami charakterizujtcimi teleso?

A predsa experimentdlne sa rovnost oboch veli¢in, inercidlnej hmotnosti aj gravita¢ného na-
boja telesa, rovnd s presnostou na mnoho platnych cifier. Nepozname Ziaden experiment kde by
ich odchylka bola vicsia ako citlivost daného merania. Nahoda?

Tato rovnost ma mimoriadne niapadny ddsledok (ndpadnost je miernend zriedkavymi prilezZito-
stami skimat gravitidciu bez doprovodu inych interakcii zastierajucich efekt o ktorom ma byt
re¢). NapiSme si druhy zékon napriklad pre teleso zotrva¢nej hmotnosti m; s gravitatnym nébo-
jom/hmotnostou m, v gravitanom poli Zeme (gravita¢nej hmotnosti M, ). Teda druhy Newtonov
zékon aplikujeme na pripad ked posobiaciu silou je prave sila gravita¢nd. Zem nech je centrovand
do pociatku siiradnej ststavy, a teleso ktorého zrychlenie pocitame, nech je v mieste s poziénym
vektorom 7, teda v mieste kde ma pole intenzitu E(F) Druhy zakon potom hovori, Ze pre zrychlenie
nasho telesa plati
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m;d = ng
Ak gravitacnd a inercidlna hmotnost st rovnaké, z vypoctu vypadna a zrychlenie je od nich ne-
zévislé. Teleso sa bude pohybovat so zrychlenim danym intenzitou gravita¢ného pola, nezavisle
od svojho inercidlneho atribatu. Teda keby naSe teleso bolo dvakrat tazsie, dostalo by rovnaké
zrychlenie akoby bolo dvakrat Tahsie.
Co je to za silu, ktord urijchluje vietky telesd rovnako?

Pre porovnanie, elektrostatickd sila urychluje rozne tazké telesd rozne. Tiez sa d& napisat vo
forme sucinu intenzity E.; pola a nadboja q telesa, ktorého pohyb v poli studujeme. Ak toto teleso
ma mieru zotrvacnosti m;, potom podla druhého zdkona dostane v poli zrychlenie podla vztahu

m;a = qul

Teda ak bude mat dvakrat vicsiu zotrvacnost, dostane dvakrat mensie zrychlenie. Aj bezna ska-

5 v 5 v

senost s inymi silami nam hovori, Ze urychlit tazsie teleso je tazSie. Potrebujeme tym vicSiu silu

.....

Gravitacia je ina.

1.6.11 Sila ¢i pseudosila

Preco je graviticia taka odlisnd od ostatnych sil, prec¢o ten komplot zladenia sily so zotrva¢nostou
telesa, na ktoré posobi? Co je to za silu, ktora je automaticky viicsia pre teleso s viicsou zotrva-
¢nostou, mensia pre teleso s mensou?

Treba podotknit, ze hoci nepozndme int silu podielajicu sa na takomto spiknuti, pozndme celi
triedu pseudosil (fiktivnych sil), ktoré sa spravaja presne takto. Ide o ”sily”, ktorym sa pripi-
suje zrychlenie hoci aj volného telesa pozorovaného neinercidalnym pozorovatelom, ak sa chce hrat
na platnost druhého zdkona aj vo svojej ststave. Moze si pestovat fikciu, Ze zadkon u neho plati, ale
musi vymysliet nejakych silovych agentov zodpovednych za zrychlenie, ktoré vidi. Ak zrychlenie
v jeho ststave oznatime ako d, a zotrvaénit hmotnost pozorovaného telesa ako m;, potom treba

domysliet nejaku silu F tak aby formalne platilo mi(:z' =F.

Tieto fiktivne sily maja vlastnost ako graviticia - tiez st imerné zotrva¢nej hmotnosti telesa,
a teda po dosadeni z rovnice zavislosti an hmotnostiach vypadnid. V neinercidlnej vztaznej ststave
sa tiez deje podivnost, ze vSetky telesd bez ohladu na hmotnost dostévaji rovnaké zrychlenie.
(Pravda okrem pripadu, ked pdsobi aj ”"naozajstna sila”, ak by za taka prehlasil aj inercidlny
pozorovatel.)

Ak napriklad sedime vo vlaku, so stradnou ststavou danou trebars stenami a dlazkou kupé, mo-
7eme nejaky ¢as pozorovat, ze vietko sa deje ako druhy zdkon kize. Co nechdme na pokoji ostava
na pokoji, ¢o posleme silou kamsi p6jde ako druhy zédkon predpisuje. Odrazu sa vSak mozu vsetky
dosial pokojné telesd pobrat k prednej stene - vSetky s rovnakym zrychlenim (ak odmyslime rozne
koeficienty trenia apod.) Co sa stalo? Pre pozorovatela zvonku sa stala velmi prirodzend vec v sii-
lade s prvym Newtonovym zdkonom - najprv vSetky telesd, ktoré sme my v naSej vlakovej ststave
vnimali v pokoji, vnimal ¢lovek na nadraZi ako pohybujtce sa rychlostou vlaku - rovnomerne, pria-
mociaro. Ked vlak zacak brzdit, pre ¢loveka z nddrazia vsetky 8alky, kufre a cestujici jednoducho
pokracovali podla prvého zdkona ako doposial, ale stena vlaku tak nepokracovala, lebo bola spo-
jend s brzdiacim zariadenim a prislusnymi silami. Pre nas vnitri vSak zrazu akasi pseudosila hodila
vietko o prednt stenu 7. Co je za¢ a preco vietko hodila s rovnakym zrychlenim ndm dnu nie je
jasné. Ale pre pozorovatela vonku to ani nemdze byt inak - vSetci i8li rovnako rychlo, teda vSetci aj

"Vyraz pseudo- alebo dokonca fiktivna sila neznali, Ze javy, v stvislosti s ktorymi ich pozorovatel zavidza, by
boli nejako imagindrne. Pozorovatelia vo vlaku aj vonku sa zhodnd na pocte rozbitych Salok ¢i zlomenin.)
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mali pokracovat rovnako rychlo, smerom k pribrzdenej stene, ktora bola pre vietkych tiez rovnaka.

To, ¢o meinercidlny pozorovatel vnima ako porusenie Newtonovijch zdkonov vnima inercidlny po-
zorovatel ako ich potvrdenie.

Podobne je to pre Eulerovu, Coriolisovu, odstrediva ”silu” atd - vSetky tieto prejavy neinerciél-
nosti stistavy z pohladu pozorovatela v nich maji vlastnost, Ze na telesa posobia priamotimerne ich
zotrvaénj hmotnosti - ddvajic im vSetkym z pohladu neinercidlneho pozorovatela to isté zrychlenie.

Nie je potom aj gravitiacia pseudosila, dosledok neinercidlnosti stistavy? A nie je to
vlastne dobrd sprava pre principidlnu pouZitenost Newtonovych zikonov?

Spomenme si, ze v Newtonovych zdkonoch hral kli¢ovi rolu pojem volného telesa. Jeho po-
hyb slazil ako $tandard pojmov rovno, rovnomerne. Ak vieme volni ¢asticu zabezpecit aspon v
principe, mozeme mat taky Standard aspon v principe. Ako teda zohnat volnt ¢asticu? Odtienime
vSetky sily na fiu. Mozeme teleso odmagnetovat, elektricky zneutralnit, vylestit, od¢erpat okolity
vzduch alebo iné odporové prostredie, odstrihnat kazda $narku ¢i pruzinku ¢o ho mdze ovplyvio-
vat... a toto mozeme urobit technicky dokladnejsie alebo menej dokladne, kazdopadne ak vieme
odcerpat miliardu molekil odporového prostredia, azda budeme vediet od¢erpat aj dve miliardy.

Ako v8ak odtienit gravitacnl silu a vSetky s nou stvisiace? (Pole Zeme tahd teleso dole, teleso
tla¢i na podloZzku, ale potom aj podlozka na teleso...) Reakcie podloziek a zavesov moZno zlikvi-
dovat tak ze prejdeme do padajicej ststavy, teda Ze teleso nebude podopierané ni¢im - napriklad
postavime laboratérium v padajicom vytahu (a s odéerpanym vzduchom), alebo sa poberieme aj
s naSou aparatirou kdesi do vesmiru. Vsetky tieto veci mozno v principe urobit.

Ale ani s tymito vSetkymi opatreniami nie je v principe mozné odtienit globalne gravitaény vplvyv
ostatnych telies, kedZe gravita¢nd sila ma podla Newtonovej formulky nekonecny dosah a pdsobi,
na rozdiel od trebars elektrickej sily, vzdy pritazlivo, nejde zneutralizovat. Samozrejme, daji sa
uvazovat priblizne inercidlne ststavy, kde §tandard rovnomerne priamociaro bude realizovany s
”takmer volnymi telesami”... ale ostava fakt, Ze newtonovskd mechanika (ak sa do nej zahrnie
spolu s tromi pohybovymi zdkonmi aj zdkon graviticie) sama o sebe hovori 7e v tomto vesmire
plati len priblizne, ak by gravitacia bola sila ako ostatné. Bola by to sila ktort by bolo nemozné
globédlne odtienit, teda by bolo v principe nemozné vobec mat volnt ¢asticu ktord by ndm dala
prototyp rovnomerného priamociareho pohybu.

Ak vsak gravitacia nie je sila - ak sa daju jej prejavy chapat ako charakteristiky geomet-
rie asopriestoru - potom telesi na ktoré nepdsobi okrem gravitacie ni¢ by si volné,
ich trajektdrie v sulade s prvym zdkonom definuji v Casopriestore pojem priamociaro. Akurat je
mozné ze to nie st euklidovské priamky ¢o takto vznikaja. To vSak nijako neprotire¢i Newtonovej
mechanike. Prvy zdkon je zaradeny préave preto, zZe je potrebné zistif geometriu, nie ju predpo-
kladat apriori euklidovski.

TCudia obozndmeni s histdriou fyziky len povrchne mozu mat dojem Ze geometricky model gra-
vitacie ako zakrivenia priestoru ¢i casopriestoru prisiel az s dvadsiatym storo¢im. Pritom potreba
nejakého geometrického obrazu bola zjavna uz v newtonovskej mechanike ked sa jednalo o prin-
cipidlnu konzistentnost. (Je pravda, ze vtedy eSte nebol plne k dispozicii matematicky aparat
rozvinuty v 19. a 20. storoci, a chybal aj prinos 8pecidlnej relativity.)

1.7 Gravitacia a krivost - vyhlady k vSeobecnej relativite

Vseobecna relativita je asociovand s krivostou &asopriestoru. Nazov niekedy azda laikov zva-
dza k domnienke 7Ze sa jedna o akési zovseobecnenie Specidlnej relativity. Ide vSak o zovSeobecnenie
newtonovského modelu graviticie (tak, aby boli lokdlne zahrnuté principy $pecidlnej
relativity).
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1.7.1 Co zovSeobeciiujii Einsteinove rovnice

Bez ambicie urobit tu rychlokurz v8eobecnej relativity, uvedme si pre neskorsiu referenciu kom-
paktni formu Einsteinovych rovnic

8Tk
G/M/ =+ Ag;w = ?TMV (1)

4

s kratkym komentdrom, ze na lavej strane mame objekt vyjadrujici zakrivenie ¢asopriestoru,
napravo objekt stvisiaci so zdrojmi gravitacie, hustotou energie-hybnosti v danej oblasti
¢asopriestoru. Suvis s Newtonovou gravitaciou vidno okrem iného v pritomnosti univerzalnej gra-
vitatnej kon§tanty «, spojitost so §pecidlnou relativitou naznacuje rychlost svetla c. Pripadne eSte
odcitujme Wheelerov vyrok o tom ako hmota hovori ¢asopriestoru ako sa ma zakrivit a ¢asopries-
tor hmote ako sa ma hybat.

Do hlbin tenzorového poc¢tu sa pri prehladovych prednéskach nechodi, ale povedzme si, ze pred-
povede tohto modelu je sice tazSie spocitat, ale si v lepSej zhode s pozorovanim ako je tomu pri
newtonovskej verzii.

Lenze t4 newtonovska verzia do velkej miery funguje. V8eobecna relativita zovSeobeciuje nieco, ¢o
je tam dobre. Co sa zovieobecnilo? Kde je analégia? Pod newtonovskou gravitaciou si mnoho Iudi
rovno predstavi uz zmienent formulku pre velkost gravitatného posobenia dvoch telies povedzme
hmotnosti M, m v istej vzdialenosti r, so sldvnou gravitatnou kongtantou  (ktorej hodnotu vedia
desatro¢ni Studenti vysvetlit porovnatelne dobre ako ich vysokoskolski kolegovia):

mM

F=kr—; (2)

r

Kde v newtonovskej gravitdcii vidno ndznak suvisu medzi krivostou a energiou ¢ hmotou? O kri-
vost ¢oho by sa vobec jednalo?

Ukazuje sa ze aj newtonovskd graviticia sa da vyjadrif ako zakrivenie Casopriestoru, ale uka-
zat to vyzaduje trochu ¢asu a priestoru - ¢asto viac nez bezny prehladovy kurz zdkladnej fyziky
umoznuje.

Avsak poukdzaf na krivost spojenii s gravitaénym potencidlom sa d4 pomerne lahko a rychlo,
s pouzitim zakladov vysokoskolskej matematiky.

Najprv uvedme na pravii mieru, ¢o v newtonovskej graviticii je vlastne zovSeobecnené v rov-
niciach vSeobecnej relativity. Nie priamo Newtonov gravitacny zakon pre silu pdsobiacu na nejaké
testovacie teleso hmotnosti m v poli nejakého iného telesa hmotnosti M budiaceho skiimané pole;
Einsteinove rovnice (1) nakoniec o testovacom telese priamo nehovoria. Popisuju aky vplyv ma
hmota (napriklad zmienené teleso hmotnosti M) na ¢asopriestor okolo.

Teda lepsim predchodcom/analégom Einsteinovych rovnic je newtonovsky popis gravi-
taéného pola ako takého(pomocou intezity alebo potencidlu), nie jeho vplyv na testovaciu
Casticu.

Zopakujme si z predoflych odsekov, %e intenzita gravitaéného pola budeného hmotou M v
pociatku stradnej ststavy je konzervativne vektorové pole E, zaporne vzaty gradient skalar-
neho potencidlu ¢, meniace sa v zavislosti od polohy v priestore (7) :

. M7 -

E=k—-=-V 3
o=V 3)
Je v (3) nejaky stvis s krivostou? Krivost je geometricky pojem, skimajme teda geometriu
situdcie. V priestore okolo hmoty M su isté vyznacné plochy - koncentrické sféry so stredom v
mieste kde je zmienend hmota. St to ekvipotencidlne plochy rozmeru S = 4nr?. Na kazda z
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nich je vektorové pole intenzity kolmé a velkost intenzity je v rdmci jednej plochy konStantna.
Toto znamené okrem iného velmi jednoduchy vypodet toku pola intenzity danou plochou:

# B.dS = 4mr?E (4)
s
Zo vztahu pre velkost intenzity
M
FE = HTT

(po prendsobeni 47) vieme, Ze tento tok intenzity plochou je timerny hmote vo vnitri:
# E.dS = 47r®E = Atk M (5)
s

Obe strany (5) vieme prepisat ako objemovy integral. Lavi stranu pomocou Gaussovej vety ktord
dava do savisu tok pola uzavretou plochou S a divergenciu pola v objeme V ktory tdto plocha
ohranic¢uje. Hmotu na pravej strane vieme prepisat ako objemovy integral hustoty p. Potom méme

//vﬁ.ﬁdvz 47m///vpdV

V.E = dTkp (6)

Teda divergencia intenzity gravitaéného pola je imernd hustote hmoty, alebo, povedané ludovo,
hmota posobi ako zdroj graviticie. ESte si spomenhme ze intenzita je zdporne vzaty gradient po-
tencidlu E = —V¢ a dosadme to do (6):

—V.V¢ = drkp (7

Divergencia gradientu je laplacidn, suma druhych derivécii: 66(;5 = A¢, takze (7) je mozné
prepisat do tvaru zodpovedajiceho tzv. Poissonovej rovnici, ktora dava do stvisu hustotu
hmoty budiacej gravitaéné pole a laplacidn gravita¢ného potencidlu toho pola:

A¢p = —drmk p (8)

A tu je krivost! Ak ju nevidno, tak aj prileZitost ujasnit si geometricky vyznam laplacianu.

1.7.2 Stredna krivost a laplacidan

7 technického hladiska je laplacidn v euklidovskom priestore v kartézskej ststave diferencidlny
operator ktory moze byt vyjadreny sumou druhych derivacii podla jednotlivych stradnic:

02 9?

A=—+ .. +—
0z3 e oz?

Teda v jednorozmernom priestore je to jednoducho druhd derivdcia. Tato stuvisi s krivostou
grafu funkcie, na ktort operdtorom druhej derivicie posobime. Ako je jasné uz zo zakladného
diferencilneho poétu, v jednom rozmere maji druht derivéiciu (1-rozmerny laplacidn) na stvislom
intervale (nielen v jednotlivych bodoch) v8ade nulovt prave linedrne funkcie, ktorych grafom je
priamka - krivka bez krivosti. Pre linedrnu funkciu plati, Zze jej hodnoty st rovnomerne rozlozené
v zmysle, ze hodnota v danom bode je priemerom hodnot v susednych bodoch.

Vo vys8ich rozmeroch nulovy laplacidn nejakej funkcie Af = 0 neznamend nevyhnutne ze graf
f je plochy v euklidovskom zmysle (hoci funkcia grafom ktorej je rovina ma iste laplacidn nulovy),
ale graf s nulovou tzv. strednou krivostou. Nulovd strednd krivost v nejakom bode znamen4,
7e hodnota funkcie je tu priemerom hodndt v susednych bodoch. Nenulova strednd krivost
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kvantifikuje odchylku od takéhoto rovnomerného rozlozenia hodnét. Grafy funkcii troch a viac
premennych nevieme vizualizovat (iba ich priemety do nizsich rozmerov), lebo by sme potrebovali
vela rozmerny priestor (3 a viac rozmerov pre premenné, jeden pre funként hodnotu). Ale pojem
laplacidnu a strednej krivosti tam pokojne moézeme preniest a opierat sa o prislusny matematicky
aparat aj tam kde nds vizudlna predstavivost nemoze viest.

Z tohto pohladu teda Poissonovu rovnicu (8) mdzeme vnimat ako stivis medzi rovnomernostou
rozloZenia hodnét gravitaéného potenciilu ¢ v priestore a hustotou hmoty p v hom.
Tam, kde je hustota nulovd, je potencidl rozloZeny v priemere rovnomerne, v zmysle Ze strednd
krivost vyjadrend laplacidnom je nulovd (A¢ = 0). Teda pre potencidl v takej oblasti plati, Ze
v kazdom bode je jeho hodnota priemerom susednych hodnot. Tam, kde je potencidl rozlozeny
nerovnomerne (strednéd krivost A¢ # 0 ), sa podla Poissonovej rovnice nachddza nejakd hmota

(p#0).

Einsteinove rovnice (1) hovoria ¢osi podobné, aj ked toho hovoria viac a vSeobecnejsie, a krivost v
nich spominand savisi so samotnym casopriestorom. To je vSak aj dosledkom toho, Ze tamojsi po-
tencidl je desatzlozkovy a tychto 10 funkcii predstavuje nezavislé zlozky metriky, geometrickej
charakteristiky ¢asopriestoru. Co sa tyka druhej strany rovnice, zdrojov gravitac¢ného pola,
Poissonova rovnica uvadza ako zdroj nerovnomernosti gravitacného potencidlu nenulova hustotu
hmoty p. Einsteinove rovnice pocitaji s hmotou ako s formou energie, a ako takd mé svoje miesto v
objekte T}, na pravej strane (a maji tam miesto este aj vSelijaké iné aspekty, nakoniec vSeobecna
relativita je vSeobecnejSia tedria ako Newtonova gravitécia.)

KaZzdopadne, obe verzie, newtonovska aj einsteinovskd hovoria o tom, Ze pritomnost hmoty ma
dopad na geometriu v okoli.

1.7.3 Hypotheses non fingo?

Este jedna zaujimava analégia je medzi newtonovskou a einsteinovskou gravitaciou. Ked Newton
predstavil svoj model, priniesol mimoriadne zjednotenie do fragmetovanych poznatkov z mecha-
niky. Zrazu bolo mozné popisat padanie jablk a pohyb Mesiaca ako prejavy jedného principu. A
predsa, uz v ¢asoch jej vzniku bolo jasné (Newtonovi samotnému azda viac ako mnohym inym),
7e st tu volné konce. Sdm sa vyjadril Ze nevie akym agentom gravitdcia posobi, ale Ze je absurdné
aby tam nieCo, Comu eSte nerozumie nebolo. Vo vSeobecnej relativite, nie ako matematickej hracke,
ale ako pokuse o popis nésho ¢asopriestoru, je tiez niekolko veci o ktorych vieme, Ze o nich vela
nevieme - jednak st to vlastnosti objektu T}, na velmi malych 8kalach a vlastnosti podivného
¢lena Ag,, zodpovedajiceho temnej energii, ktory sa do rovnic (1) zahfha na zaklade potreby, na
ktora poukazali kozmologické pozorovania na velkych skédlach.

Nejaky dalsi Einstein ¢ Newton azda pride s modelom, ktory elegantne popiSe tieto nejasnosti,
aby sme sa mohli posunat k dalsim veciam ktoré eSte ani popisat nevieme.

1.8 Energia a ¢asovy vyvoj - vyhlady ku kvantovej mechanike

Klasickd newtonovskd mechanika sa da skimat v réznych formalizmoch. Tradi¢ne sa na $ko-
lach prezentuje mnohoraké pouzitie druhého Newtonovho zdkona, ¢o zahina diferencidlne rovnice
druhého radu pre polohu skiimaného telesa. Ale newtonovsky formalizmus nie je jediny, ktory sa
dé pouzit. Klasickd mechanika sa da skimat aj v inych (lagrangeovsky, hamiltonovsky, variacné
principy). V nasledujucej Casti si spomenieme prvky tzv. hamiltonovskej formulicie, aj za
ucelom neskorsieho poukazania na spolo¢né ¢rty klasickej a kvantovej mechaniky, ktoré v
tomto formalizme vidno azda lahsie ako v newtonovskom.

Zdoraznime Ze sa nejednd o inu tedriu, ale o iny formalizmus. Preco prepisovat ¢o funguje do
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inych tvarov a foriem? Ved s Newtonovymi rovnicami sa dd namodelovat ¢o klasicka fyzika umo-
zije namodelovat. Je to trochu ako pytat sa, na¢o vediet pouzivat rozne siradné ststavy. Ved
kartézska je dobra a jednoduché, naco sférické a parabolické a cylindrické komplikacie - az kym
¢lovek nenarazi na rovnice, ktoré v jednych stradniciach vyzeraji ako zmes ¢lenov s velmi nejas-
nou interpretaciou, a v inych sa rie§ia viac menej pohladom. .. Iny formalizmus niekedy umoziuje
situdciu lepsie prec¢itat, a niekedy umoziiuje zovseobecnenia ktoré v inom nevidno &

Pozrime sa, ¢o vlastne klasickd mechanika robi. Zo znalosti stavu systému teraz ndm pohybové
rovnice posyktuji predpoved pre stav neskor (alebo aj spitne). Casovy vyvoj systému pred-
stavuje postupnost (parametrizovanii ¢asom) jednotlivych stavov. Pohybové zdkony
(Newtonove v klasickej mechanike) ndm umoZiuji zrekonstruovat tito postupnost
zo znalosti jedného jej ¢lena.

Tu si treba seriézne uvedomit, ¢o je vlastne stav systému. Vezmime velmi jednoduchy systém
- hmotny bod. Pri matematickom pohlade na Newtonov druhy zdkon pre toto teleso

v 5
mos =F (9)
vidime, Ze sa jednd o diferencidlnu rovnicu druhého radu, nezdvislou premennou je cas t (pa-
rameter vyvoja), zavislou su suradnice polohy telesa 7(t) = (x(t),y(t), 2(t)). Rovnica obsahuje
nanajvys$ ich druhé ¢asové derivacie, dané jednak hmotnostou telesa m a pdsobiacou silou ﬁ(t))
Uz v jednorozmernom pripade (ked skiimanym systémom je jeden hmotny bod s jednym stupfiom
volnosti z(t), (napriklad moze sa pohybovaf len v smere jednej osi) si takdto rovnica druhého radu
vyzaduje dve pociato¢né podmienky - hodnotu neznamej funkcie a jej prvej derivacie v nejakom
konkrétnom (obvykle pociatoénom) ¢ase. Stav jedného hmotného bodu teda tvoria jednak udaje
o polohe 7, a daje stuvisiace s hybnostou p.

Reprezentacia stavu systému je jednym z dolezitych rozdielov medzi klasickou a kvan-
tovou fyzikou. Tu nejdeme robit rychlokurz kvantovej mechaniky, ale mame ju vo vyhlade, ked
chceme predsatvit alternativny zapis Newtonovych rovnic, preto si z nej spomefime aspon cosi.

Pohybovym zakonom v kvantovej mechanike je Schrodingerova rovnica. Akasi kvantova al-
ternativa k Newtonovym zdkonom. Otdzkou je, kolko z tej analdgie je jasnej ked sa na spomenuté
dva zakony pozrieme, este aj po zbeznom predstaveni jednotlivych symbolov ¢o sa v nich vysky-
tuji. Keby sme polozili otazku, ako sa klasicky a kvantovy zakon lisia, mozno by sme mali problém
rozhodnit kde vobec zacat zoznam rozdielov, pretoZe je tazké vyjadrit odlisnost dvoch veci bez
toho, aby sme videli aspon nieco spolo¢né k ¢omu vyjadrenie vztahovat.

Kto videl aspon zdklady hamiltovoského formalizmu aplikovaného na klasické problémy, moze mat
akut-taka predstavu o tom, Ze z matematického hladiska st popisy kvantovej a klasickej mechaniky
v istom zmysle analogické. Prestudovat hamiltonovsky formalizmus do hibky Ziada viac ¢asu ako
je v beznych kurzoch pre technické obory k dispozicii; ale daji sa prezentovat aspon nejaké cCasti.
Tlustrujme si spolo¢né aspekty Newtonovej a Schridingerovej rovnice na systéme predstavujicom
jeden elektrén v nejakom potencidli (poli konzervativnej sily). Klasicky a kvantovy popis:

d?—»

meoy = F (10)
o .
ih—- = HpV (11)

kde symboly znamenaji nasledovné: F- sila, m hmotngst’, t Cas, r poloha, ¢ komplexnd jednotka,
h redukovand Planckova konstanta, ¥ vinové funkcia, Hp hamiltonidn (index indikuje Ze sa jednd

8A bez ambicii vysvetlif tu vec bliZsie, uz sa vo fyzike stalo Ze jeden formalizmus sa ukdzal akosi hlbi ako iny,
aj ked na zadiatku sa javili ako rovnocenné formulécie.
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o operator energie, kvantovy analdg klasickej veli¢iny).

Casové derivacie, teda spojitosti s ¢asovym vyvojom, sa objavuji v oboch zékonoch; ale jedna
sa o prva derivaciu v (11) a druht v (60). Treba si ujasnit, ¢o sa vlastne vyvija - aky je vztah
medzi objektmi v rovniciach (60) a (11). Snahou je ukézat, Zze v pozadi oboch modelov je spolo¢ny
princip - ¢asovy vyvoj stavu stvisi s energiou.

PrepiSme rovnice do tvaru, v ktorom vystupuji klu¢ové pojmy (stav, energia, vyvoj) tak ex-
plicitne ako sa da. Ak $tudovanym systiémom je spominany elektrén, jeho stav v kvantovej
mechanike je reprezentovany tzv. vlnovou funkciou ¥ (teraz sa jej nevenujeme hlbsie, len ju
zmiefiujeme), a v klasickej mechanike polohou a hybnostou (7, p). Teda v zdujme porovna-
nia mechanik by sme mali radi v (60) explicitne (7, p). Toto sa urobi jednoducho, ak zvdzime ako
hybnost stvisi s ¢arovou derivaciou polohy:

dp =

b

dt

dr g

- £ 12
dt m (12)

Teraz mame dve rovnice prvého radu (12) namiesto jedej rovnice druhého radu (60). AvSak bolo
dosiahnuté viac ako len vymena rddu a poc¢tu rovnic, totiz Ze sa zacina rysovat analdgia s (11).
Na lavej strane(12) teraz explicitne vystupuje prva Casova derivicia klasického stavu systému,
podobne ako je prva derivacia kvantového stavu v (11).

Teraz dajme do sGvisu pravé strany. V kvantovom pripade je to operdtor energie (hamil-
tonidn) posobiaci na stav. Klasickd verzia moze posobif v tomto ohlade velmi odline. AvSak
dostat aj tu do obrazu energiu nie je velky problém.

Predpokladali sme konzervativnu silu, teda moze byt vyjadrend ako zaporny gradient vhod-
ného potenciilu. Aby bola jasnejsia analdgia s pravou stranou (11), cheeli by sme aj v klasickom
pripade dostat do obrazu celd energiu, nielen potencidlovi ¢ast. Toto nie je problém urobit; kedZze
kineticka energia zavisi od hybnosti, nie od polohy, mdzZze byt beztrestne vsunutd do pozi¢ného
gradientu:

2 Y Vi = E OF OF
F:_VFEp:—VF(Ep+Ek):—VFE:_ (a 9 9 )

Ox’ Oy’ Oz

Tymto prepisom sily ako zdpornym gradientom energie mame polovicu (12) vyjadrena s energiou
na pravej strane. Aby sme podobni vec dosiahli aj pre druht polovicu, v8imnime si, Ze prava
straba moze byt prepisand ako derivacia kinetickej energie (Ej = p?/2m) podla hybnosti. Tentoraz
vyuZijeme skutoc¢nost, ze potencidl nezavisi na hybosti v pripadoch ktoré tu uvaZujeme, a teda
mozeme do derivacie bezpeéne popri kinetickej energii prepasovat aj potencidlnu:

3=

- - - OE OFE OF
= VﬁEk = Vﬁ(Ek + Ep) = VﬁE = < )

9p.’ O, Opy

A este v8etko poskladajme dokopy:
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Teraz oba zakony, klasicky aj kvantovy, vyjadruja predstavuji ¢asovi zmemu stavu (na lavych
strandch prvé ¢asové derivacie polohy-hybnosti alebo vlnovej funkcie) v stvislosti s energiou (na
pravo). Matematické objekty a operacie st samozrejme odligné ? - ved kvantové a klasickd mecha-
nika sa lisia hlbsie ako len formalizmom.

Ale spolo¢ny princip tu je: Energia je hlboko zviazana s ¢asovym vyvojom.

9Hoci predsa len podobnejsie ako tato strudni prezenticia umozhuje ukizat.
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2 Svetlo na konci rovnic

2.1 Histodria

Dnes uz deti na zakladnej Skole vedia odrecitovat poucku o svetle ako elektromagnetickom vlneni.
Ze vsak elektrina a magnetizmus patria do jedného privlastku, a ze by nie¢o mali maft so svetlom,
nebolo zrejmé eSte nejaké dve storocia dozadu. Dokonca este dve desatroCia po uverejneni Ma-
xwellovej prace z roku 1865, zhifiujicej mnohé experimentalne aj deduktivne nazbierané aspekty
elektromagnetizmu, bolo treba namahavo hladat po vtedajsich univerzitach ludi, ktori by tedrii
rozumeli alebo aspon v nej videli nie¢o hodné pozornosti. Moze to mat docinenia s Maxwellovou
prezenticiou - v ¢ase vydania jeho prace bola pisand zloZitych formalizmom, primatematickym
pre fyzikov a prifyzikdlnym pre matematikov. Po tspechu Newtonovskej mechnaniky bola snaha
vysvetlovat a vizualizovat vSetko cez mechanické sily medzi nejakymi objektami, reprezentované
s napitiami a tlakmi v nejakom médiu. Uporne pretrvavajiica predstava svetlonosného éteru ako
bezného média s mnozstvom mechanickych vlastnosti, ktoré bolo zlozité az nemozné zmierit s
experimentalnymi datami, navadzala Tudi hladat zlozité vizualizcie toho, ¢o rovnice predstavo-
vali. NavySe, Maxwell sa ukdzal ako skromny ¢lovek, a ked mal moznost hovorit o svojej praci
pred rozsiahlym publikom, spomenul ju len okrajovo, na konci svojej prednasky venovanej inému
modelu, referujic ten svoj ako ini tedriu elektriny, ktord sa mu paci. Notdcia nevelmi priatelska
beznému uzivatelovi matematiky tiez nepomohla. Cudia citlivi viac na rychle zavery a vonkajsi
rozruch ako na hibku ju potom lahko prehliadli.

2.2 Crty a kontakty

Stubor zakladnych rovnic klasického elektromagnetizmu sa vold po Maxwellovi, pricom jednotlivé
Casti nest iné mend - po Maxwellovi je vlastne priamo pomenovany len jeden ¢len v jednej z nich.
Preco teda subor nesie jeho meno? Gaussov zdkon pre elektrické a magnetické pole, Ampérov
zékon pre prudy a Faradayov zakon pre indukciu boli zndme pred Maxwellovou pracou, ale nim
dodany ¢len (Maxwellov posuvny prid) ich zosil konzistentne dokopy. Pri spétnom pohlade mohla
byt voditkom snaha o symetriu medzi elektrickym a magnetickym polom alebo konzistentnost s
rovnicou kontuinuity. Kazdopddne, po zahrnuti sa ukézala nielen neznicitelnost elektrického né-
boja a nerozlu¢nost elektriny a magnetizmu, ale aj ich stvis so svetlom. ESte poznamenajme, Ze
Maxwellove rovnice sa pri troche oboznamenia sa s vektorovou analyzou jednoduché a nazorné v
ich dnesnej formulécii, ale tato elegancia je taZsie badatelnd v ich povodnom vyjadreni (1865, A
dynamical theory of the electromagnetic field), kde boli zdkony v nich skryté rozpisané do cca 20
rovnic (nie nezavislych). Najdenie jednoduchsieho formalizmu pre dané Gcely si ziada niekoho, kto
je ochotny predrat sa divokejSou verziou, nestratit zo zretela pointu, vySliapat potom v divoc¢ine
skratky a spristupnit jednoduchii pointu masadm. Tu to bola do zna¢nej miery zasluha Olivera
Heavisida, Josiaha Willarda Gibbsa and Heinricha Hertza.

Maxwellovym rovniciam sa treba venovat jednotlivo aj po skupinkach, pretoZe vztahy medzi je-
notlivymi rovnicami st porovnatelne dolezité ako kazd4 z rovnic osobitne. Jedna sa o previazany
systém, ale jeho previazanost bolo tazké vidiet, kym sa skiimali len jednotlivé $pecidlne pripady.

Upozornime na niekolko vyraznych ¢ft tychto rovnic. Spomenme aj velmi stru¢ne niektoré prepo-
jenia na rozli¢né oblasti fyziky.

Polhost - méame tu parcidlne diferencidlne rovnice, v newtonovskej mechnaike boli oby¢ajné.
Aj v elektromagnetizme sa sice operuje s druhym Newtonovym zdkonom v uvislosti s Lorenzo-
vou silou, ale dynamika poli samotnych je dand Maxwellovymi rovnicami. Si parcidlne, prvého
radu, linedrne. Princip superpozicie teda moze hrat velka rolu, aj s tym stvisiaci rozpis rieSeni do
vhodnych bazovych funkcii. Vlastné stavy vyznaénych operatorov teda budi matematicky dolezité.

S polnostou suvisiaca lokdlnost. Pole tu uZ nie je len akdsi pomocnd $truktira, ”sila na jednot-
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kovy naboj ktory by hypoteticky mohol byt v danom mieste”. St tu difenecidlne rovnice popisujtce
dynamiku tychto poli, ¢asovy vyvoj ich samych. Polia maja kapacitu niest hybnost a energiu. Ako
také st istym nédznakom zbavenia sa ”posobenia na dialku”, ktoré tolko znepokojovalo Newtona.
Dva néboje interagujt s polom vo svojom bezprostrednom okoli, tato interakcia sa polom prenésa
az k druhému naboju.

St tu isté prepojenia s kvantovou mechnaikou. Jedna sa o dvojvrstvovy popis dejov. Rovnice
hovoria o vyvoji veli¢in - poli v pripade elektromagnetizmu ¢ vinovej funkcie v pripade kvantovej
mechaniky - na ktoré nemame taky priamy dosah ako na ich kvadraty. Dalou zo smeroviek je
kvantovanie ndboja. Podobne je to s vlastnostami trvalych magnetov a stabilitou atémov. Toto
vSetko uz sice nevyplyva z Maxwellovych rovnic, ale to je prave jeden z naznakov, ze tedriu treba
roz§irit.

Prepojenia s klasickou mechanikou s jednak formou spominanej Lorenzovej sily, ale velmi vy-
razné su aj analégie s mechanikou tekutin.

Prepojenie na $pecidlnu relativitu je velmi vyrazné. Z Maxwellovych rovnic ndm vyplynie akdsi
invariantnd (voéi inercidlne sa pohybujticim pozorovatelom) rychlost, ¢osi o ¢om klasickd mecha-
nika nechyrovala. Zavislost rozdelenia elektromagnetického pola na elektricki a magneticki ¢ast
je zavislé od pozorovatela. Velmi to evokuje podobnt zévislost delenia ¢asopriestorového intervalu
na ¢asovu a priestorovu zlozku.

2.3 Jedna zo styroch

Elektromagneticka interakcia je momentalne vnimand ako jedna zo Styroch fundamentalnyhc sil

v prirode. Do istej miery sa jej matematicky model prepaja s modelmi slabej a silnej interak-

cie, s tymto prepojenim st v8ak spojené rozliéné velké ” ale "kvantovej tedrie pola. S gravitdciou

v einsteinovskom zmysle je tazké (resp tak sa ndm to javi teraz) prepojit ktortkolvek z nich.

Avgak podoba modelu klasického elektrostatického pola s newtonovskou gravitaciou, spocivajica

v poklese intenzity pola so Stvorcom vzdialenosti od zdroja je velmi napadnd, a bola takou davno:
M I Q

E,=k— E, =
g r2 7 dmey r?

Elektromagneticka interakcia voci gravita¢nej velmi vyrazna v nasledujicom zmysle: Uz par tahmi
hrebenom vieme zo svojich vlasov nazbierat dost naboja na to, aby sme kompenzovali gravitatni
pritazlivost celej zemegule. Podobne velk silu je mozné vyvinit obyéasjnou magnetkou ktord drzi
nakupny zoznam na chladnicke. Tato magnetka kompenzuje pritazlivost celého zemského jadra,
plasta a vSetkych ocednskych vod... Napriek tomu v8ak pohyb tejto zemegule a zvysku slnecnej
stustavy vyzera byt podla gravitaénych povelov, nie elektromagnetickych.

Obr. 8: Po troche, ale bez kontra-tendencii sa nazbieraja obrovské sily ako pravidla tanca celych
galaktickych kop. A aj velké sily sa vedia efektivne stratit v oblastiach, kde ida proti sebe.
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Prec¢o? Kym ”gravitatny naboj”, ktorym sa castice angazujui v danom poli, mé len jedno
znamienko, elektricky ma dve, aj magnet ma dva pdly. Graviticia nevie byt odpudiva, elektro-
magnetickd sila vie. Teda je mozné ju kompenzovat, odtienit, vyrusit. Toto, spolu s napadnou
vyrovnanostou kladného a zaporného elektrického néboja, a s vyskytom magnetickych pdlov len
vo vyrovnanych péaroch, je aj dovodom, preco na velkych gkalach vyhrava gravitacia.

2.3.1 Elektricky naboj

Mimochodom, pre¢o nehovorime o magnetickom néboji? Ved elektromagnetizmus je uz jedno
slovo... Lep$ia otazka by asi bola, pre¢o nehovorime o elektromagnetickom naboji. Azda z leni-
vosti a tradicie: Existenciu toho, comu hovorime elektricky naboj, a neexistenciu toho, comu by
sme hovorili magneticky ndboj, mozno chapat takto: Nepozndme nieco, ¢o by vytvaralo nami me-
ratelné magnetické pole §tylom monopolu. Niefo, ¢o vytvara nami meratelné elektrické pole ako
monopol, je to, comu sa beZzne hovori elektricky ndboj. Samozrejme da sa néjst elektricky dipdl,
ale magneticky monopdl nie. Pritom vSak objekt nestici elektricky ndboj je zdrojom magnetic-
kého pola. Ak sa ndboj voéi ndm nepohybuje, necitime jeho magnetické pole nadimi testovacimi
nabitymi ¢asticami (spin teraz nechajme bokom). Ale pohybujtci sa elektricky naboj je zdrojom
elektromagnetického pola. O magnetizme sa niekedy hovori ako o relativistickom jave, lebo pohyb
je relativisticky pojem. Z makroskopického hladiska teda mozeme takto zhruba hovorit. Ale mag-
netizmus je aj kvantovomechanicka vec (tu asponi spomeiime ten vynechany spin)- a elektrina ako
vec s nim nerozlu¢ne spojend teda tiez. Nepohybujici sa elekricky naboj je len priblizny pojem,
model, ktory neobstoji, ak zahrnieme aj kvantovi mechaniku, princip neurcitosti a spin elektrénu.
Teda mohli by sme pokojne hovorit o elektromagnetickom naboji, lebo ni¢ vykazujice elektricky
naboj nie je celkom bez magnetickych aspektov a opac¢ne. Ak sa pohybujeme voc¢i danej nabi-
tej Castici, citime markantné ”makroskopicky badatelné”magnetické pole. Ak aj sme v pokojovej
sustave priemernej polohy taziska Castice, stile ostdva jej spin, vnatorny moment hybnosti ne-
rozlucne spity s magnetickym momentom. (Tento moze byt kompenzovany momentmi okolitych
Castic, ale je tam.) A opacne, ni¢ vykazujice magnetické vlastnosti nie je bez elektriny. Aj neutrén
ma magneticky moment - a neutrdn je elektricky neutralny len ako celok, jeho kvarky sua elektricky
nabité. (Naboj je kompenzovany, ale je tam.)

2.3.2 Gravitadny, elektricky ndboj a (ne)rovnomernost rozdelenia

Ako je to s kvantovanim? Toto je vec, ktora zatial na gravita¢nych nédbojoch - hmotéach - nepo-
zorujeme. Nezdd sa zatial, Ze by vSetky hmoty boli celo¢islenym nésobkom nejakej minimélnej
jednotky. Tzv. Planckova hmota je na trovni cca 20 mikrogramov. Atémy st podstatne lahsie.
Najlah$ie Castice vyzeraji byt neutrina, ale nezd4 sa, ze by si vOobec udrziavali konzistentne svoj
hmotnostny stav, a nemame ddkazy o tom, Ze by ich ”¢isté hmotnosti”boli zadkladnou jednotkou
pre iné Castice. Naproti tomu elektricky ndboj, ak je naozaj prezicne zmerany, sa ukazuje byt vzdy
celo¢iselny nasobok elementirneho naboja elektronu. Kvarky ako subnuklearne ¢asti sice javia tre-
tinové naboje, ale kvarky nikam nejdia bez takého doprovodu, ktory dolha celkovy naboj v partii
na celoc¢isleny nasobok zakladného. Pri elektrickom naboji ide naozaj o pocet kusov vo vesmire,
a je namieste otdzka, preco je taky vyrovnany. Vyzerd byt: ak by nebol, pozorovali by sme velké
odpudzovanie nielen na rovni rovnako nabitych galaxii, ale aj ich rozpad (gravitdcia by nevedela
kompenzovat elektrické odpudzovanie). D4 sa azda namietnut, Ze rovnovahu predsa netreba vy-
svetlovat, vysvetlenie ziada odchylka z nej. V takom pripade v8ak, preco nie je ndboj rovnomerne
rozdeleny na Castice rovnakych hmotnosti? Preco je vii¢Sina zdporného nédboja v Tahkych elektro-
noch a vicsina kladného ndboja v tazkych proténoch, namiesto varianty kolko elektrénov, tolko
(rovnako tazkych) pozitrénov a kolko proténov, tolko (rovnako tazkych) antiproténov? Toto je
vlastne odnoz otazky preco je viac hmoty ako antihmoty, so zdoéraznenim rovnomernosti a nerov-
nomernosti pre elektricky, gravitaény naboj a ich vztah.

Odpoved vo fyzike zatial nemédme. Vyrovnanost spominanych mnoZstiev by este nemusela zname-
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nat nepritomnost akejkolvek energie, nakonie pri strete elektrénu a pozitrénu nie je vysledkom nic,
ale energeticky zospovedajuce svetlo. AvSak strukttary ako ich vo vesmire poznadme by neprezili.
Niekedy sa na to reaguje v zmysle antropického principu, ze keby podmienky neboli, aké si1, nebolo
by bytosti, ktoré by sa na ne pytali. To je komentar, nie odpoved '°

2.3.3 Plus minus é&iselna os

Na naboj plus, minus, neutral sme uz tak zvyknuti, Ze sa nad tym ani nepozastavujeme. Aky iny by
mohol byt? Experimentalne to davalo zmysel: V laboratdriu sa dali v8elijako trief a nabijat pred-
mety, a rozdelif na tri kopy - povedzme A,B,C. V skupine A boli tie, ¢o na blizkost ostatnych (bez
ohladu na prislusnost k A,B alebo C) nereagovali. V B boli tie, ¢o odpudzovali vietkych zo svojej
skupiny (B) a pritahovali v8etkych zo skupiny (A). V skupine C boli tie, ¢o odpudzovali vSetkych
zo svojej skupiny (C) a pritahovali vSetkych z B. Nebolo potrebné vytvarat dalsiu kategdriu, kazdé
teleso v laboratdriu sa dalo zaradit do jednej z tychto troch. NavysSe, vhodnou kombinéaciou pred-
metov z B a C sa dali vytvorit objekty patriace do A. Clovek ani nemusi vedief mnoho z algebry,
aby videl vhodnost pomenovat skupiny B,C ako kladné a zdporné (alebo opacne, to je uz vec kon-
vencie a tradicie) a skupinu A ako neutralnu. Inymi slovami, mame tu star zndmu ¢iselni os s jej
spojena s cislenou osou. Celé, raciondlne, redlne cisla... dokonca aj modely euklidovskej roviny ¢i
priestorov st vyskladané ako vhodné kombinécie ”nezavislych ¢iselnych osi”. Mozno mnohé tspe-
chy vo fyzike mame skrz tato skutocnost - Ze s elektrickym nabojom, ktory vyzera byt spojeny s
hmotou okolo nas velmi fundamentdlnym spdsobom, je prave nami pouZivany pocitaci systém tak
explicitne konzistentny. Ak potrebujeme nie¢o vyvazit, potrebujeme siahnut vhodne dalekon na
opac¢ni stranu nasho pocitadla. Ani neuvazujeme, Ze by bolo potrebné aj Cosi iné. Ale mozno su
iné moZnosti. Predstavme si klasické mieSanie troch zakladnych farieb (ako ich vnima ludské oko
¢ mozog). Ak bielu ozna¢ime ako neutral, tak na kompenzaciu trebars modrého vnemu nam treba
siahnut do dvoch dalgich farebnych smerov - ¢erveného a zeleného. To uz nie je ¢islend os, ale akdsi
&selnd trojsmerka. [udské videnie je komplexnd zdleZitost a popisanéd procedira je len popisom
akychsi efektivnych javov. Ale v prirode sa napodiv vyskytuje druh naboja, ktory funguje prave
takto: Na to, aby sme nie¢o kompenzovali, netreba nevyhnutne pridat jeden antikomplement, ale
mozno to urobit aj tak, ze priddme dva iné komplementy. Je to tzv farebny naboj (ndzov pochadza
prave z analégie Tudského vnimania farieb) kvarkov, subnuklearnych ¢astic. Na farebne neutralnu
kombinaciu treba bud farebne neutrdlnu ¢asticu, alebo tri komplementarne farebné néboje. . .alebo
farebny a antifarebny. Tu uz analégia s videnim farieb trochu zlyhédva. Ale odhliadnuc od toho,
tu je zdbavnd vec, spojenie s elektromagnetizmom: Kvark a antikvark, napriklad modry a anti-
modry, sa liSia znamienkom elektrického niboja! Tazko to zobrazit. Je tu samozrejme pokusenie
vziat euklidovsky trojrozmerny priestor, s troma kolmymi osami, kazd4 majaca kladnt a zapornia
Cast, a skusit ¢ skladanie 3D vektorov nebude dobry model. Ale nie je to celkom to, ¢o skladanie
farebnych nabojov. Trojrozmerny vektor tazko moze reprezentovat stav vo farebnom priestore,
lebo dvomi kolmymi vektormi v smere x a y nevieme kompenzovat vektor v smere z, kym dvomi
7kolmymi”’nabojmi - modrym a zelenym - vieme vyvazit ¢erveny. Ktovie, mozno by bola fyzika
jednoduchsia, keby sme nasli nejaké bytostne trojkové c¢iselné modely.

10 Ak niekto znedazdajky dostane od suseda facku a opyta sa preco, asi nebude povazovat za adekvitne vysvetlenie,
ze keby facku nedostal, nemohol by sa na fiu pytat.

35



2.4 Maxwellove rovnice

Po tolkych rec¢iach napiSme konec¢ne sldvne Maxwellove rovnice. PiSeme ich tu ako vyzeraji vo
vakuu (v zmysle nie v prostredi s vlastnou permitivitou a permeabilitou)

VE="L # E.dS = /// pdV (13)
€0 Oy Vv
(14)
V.B=0 B.dS=0
[2)%
(15)
Gx5-_28 B = l// B.4S
ot D dt JJs
— — E = g = d — — — —
VXB:M()EOQ-FIU/OL] % Bdl:,u()ﬁof//EdS-F,LL()// J.dS
(16)

Podme ich rozobrat po jednej aj po skupinkdch, povedat si o $pecidlnych pripadoch a vztahoch
medzi rovnicami. Dvom vyjadreniam Maxwellovych rovnic sa hovori diferencidlny a integralny
tvar. Stvis medzi nimi je velmi jasny, ak je jasnd dané partia vektorovej analyzy (Gaussova a
Stokesova veta). Ak tomu tak nie je, je doporucené konzultovat nejaky text o tom pojednévajici.

Najprv si ujasnime notaciu. E, B predstavuju vektorové polia - intenzitu elektrického pola a
magnetickii indukciu. Casto budeme skratene hovorit o elektrickom a magnetickom poli. Jednot-
kou elektrickej intenzity je newton na coulomb alebo volt na meter, jednotkou magnetickej indukcie
je tesla:

1V 1 N

mslm ms1C

T

Veli¢ina p predstavuje hustotu elektrického naboja (jednotkou je C m_g), teda objemovy integral
z nej predstavuje celkovy ndboj @ v danom objeme:

///VpdV:Q

Veli¢ina J predstavuje plosna hustotu prietoku naboja, ndboj preteceny jednotkou plochy za jed-
notku ¢asu (jednotka Cm~—2s~! = Am~2). Po preintegrovani cez plochu teda ziskavame prid teé¢tici

skrz tato plochu:
// JdS =1
s

Néboj @ a jeho prad I spolu samozrejme stuvisia. KedZe ndboj celkovo nevznikd a nezanikd, len
sa prestuva, musi pri nenulovej bilancii toku z nejakého objemu V' ohraniceného uzavretou plochou
OV stipat alebo klesat mnoZstvo ndboja dnu (stipat ak viac prislo ako vyslo, klesat v opa¢nom

pripade):
. . d
# J.dS:——/// pdV (17)
ov dt JJJv
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Ak na tok J cez plochu pouzijeme Gaussovu vetu

//v V.JdV = —% ///Vpdv

dostavame sa postupne k diferencidlnemu tvaru

op = 7
5 TVT=0 (18)

Vztah (18), resp. (17) predstavuje rovnicu kontinuity, zdkon zachovania elektrického na-
boja.

Permeabilita p je mierou magnetizacie prostredia pod vplyvom aplikovaného magnetického pola.
Je vlastnostou materidlu vyplhajtceho dany priestor a da sa povedat, aj priestoru samotného. Tato
vakuova Cast zavislosti sa oznacuje ako . Jednotkou je henry na meter, alebo newton na kvadrat
ampéra. Celkova permeabilita je potom sacin vakuovej a relativnej (vo¢i vakuu) p = p,.po. Pre
vakuum potom p, = 1. Permitivita e je mierou polarizicie prostredia pod vplyvom aplikovaného
elektrického pola. Je vlastnostou materidlu vyplhajaceho dany priestor a priestoru samotného,
pricom vakuova cast sa obvykle znadi a ¢y a podobne ako v pripade permeability, je celkova
permitivita stc¢inom vakuovej a relativnej Casti € = €,.¢p. Jednotkou €y je farad na meter, alebo
coulomb na volt na meter. Tu sa budeme zaoberat len vikuovym pripadom.

Teraz si ujasnime integracné domény v integralnej verzii Maxwellovych rovnic. V zasade sa jedna
o vztahy integralov cez nejaké domény a ich hranice a ¢asovl zmenu tychto integralov.Jednoduchy,
dvojny alebo trojny integral naznacuje rozmernost domény, cez ktori sa integruje. KruZzok na in-
tegrale symbolizuje uzavretost integracnej oblasti, teda ide bud o integral po uzavretej krivke 0.5
ohranicujicej otvorent plochu S v pripade fﬁas’ alebo o integral po uzavretej ploche 9V ohrani-
¢ujicej nejaky objem V' v pripade g'j%v. Oznacovat hranice uzatvarajice nejaka oblast Q ako 92
mé svoju tradiciu a veelku dobry dovod v tedrii diferencidlnych foriem!!. Skaldrny stcin vekto-
rového pola a elementu krivky, napriklad E.d, preintegrovany pozdlz uzavretej krivky, je mierou
cirkulcie pola E, pozdlz tejto krivky. Vektor dl si mozno predstavit ako infinitezimalne posunutie
pozdlz krivky. Pre infinitezimalne mald krivku dostdvame rotéciu pola E v bode predstavujicom
stred infinitezimalnej plochy ohranicenej spominanou slu¢kou, nasobent skaldrne touto ploskou:

Edi=V x E.dS

Skalarny stéin vektorového pola a elementu plochy, napriklad E.dS , predstavuje tok touto ploskou.
Nezabudnime, ze vektor dS mé smer normaly na dant plochu '? a tok pola je najefektivnejsi, ak
ide rovnobezne s touto normélou, a nulovy, ak te¢ie pozdlz plochy, teda vobec nie cez . Preinteg-
rovanim po uzavretej ploche vlastne ziskavame bilanciu toku von a dnu - pre infinitezimalne mala
plochu tak ziskavame divergenciu pola v bode predstavujicom stred infinitezimalneho objemu
ktory ta plocha ohranicuje, nasobent tymto objemom:

E.dS =V.EdV

Tolko k znaceniu, podme si rozobrat Maxwellove rovnice aj po vyznamovej stranke.

Hktora je doportitanéd na prestudovanie ako lepsia alternativa v pripadoch, ked by sa &lovek chystal gas horsie
zabit

12C0 sa orientacie tyka, je dand konvenciou: Ak sa jedna o uzavretd plochu, norméla je kladng smerom von. Ak
sa jedné o uzavreti plochu, potom smer normély stuvisi s orientaciou ohrani¢ujicej krivky: Ked obiehame hranicu
v smere hodinovych rucidiek, orient4cia normély je podfa pravidla pravej ruky.
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2.4.1 Gaussov zakon pre elektrické pole

pozrime bliz§ie na prvi rovnicu

E.dgzl/// pdV:Q
oy €0 v €0

Je to velmi ndzorny zdkon. Ak tok pola z nejakej oblasti nie je vyvdZeny (celkovo nulovy, teda kolko
dnu, tolko von), potom tam musia byt nejaké pramene alebo pohlcovace, teda kladné alebo zaporné
néboje, a to v nevyvaZenim pocte, aby zodpovedali za bilanciu toku 3. Pouzitim Gaussovej vety

o divergencii 4
# E.d§:///vﬁdvi/// pdV = Q
Ov €o \% €0

dostavame stvis divergencie a hustoty naboja, teda diferencidlnu verziu.

VE="
€0

Prvéa Maxwellova rovnica ndm okrem iného hovori, ze existuji zdroje elektrického pola, elektrické
naboje. Nehovori, Zze by v oblastiach bez nadbojov bolo pole nevyhnutne nulové; v takych oblas-
tiach je len nevyhnutne nulovi divergencia tohto pola. Pre oblast s celkovo nulovym tokom cez
jej hranicu nemusi nevyhnutne platit, Ze tam Ziadne ndboje nie st - len Ze je tam tolko kladného
ako zaporného naboja. Z grafického hladiska prva rovnica hovori, Ze ¢iary znazoriiujuce prudnice
tohto pola maji svoje vyzna¢né pociatky (vychédzaju z kladnych nédbojov) aj konce (na zdpornych
nabojoch).

Znédmy Coulombov zdkon pre intenzitu elektrického pola v okoli bodového naboja a jej pokles
so Stvorcom vzdialenosti je len $pecidlnym pripadom prvej Maxwellovej rovnice. Podobne azda
trochu menej zname vztahy pre zavislost intenzity a vzdialenosti od nabitého dlhého drdotu a ve-
lkej nabitej roviny (idedlne nekoneénych rozmerov, aby sa mohla naplno vyuZit symetria toku v
plosnom integrale). Tieto vypocty patria do beznych cviceni v $tandardnom kurze elektromag-
netizmu, tu len upozornime, %e charakter poklesu intenzity so vzdialenostou sa da vidiet eSte
nez sa clovek pusti do integrovania: V pripade bodového ndboja st triedami ”rovnocennych bo-

Obr. 9: Pokles intenzity pre rozli¢ne symetrické rozlozenia nabojov

dov”koncentrické sféry, v pripade dlhého nabitého drotu (priamky) koncentrické valce, a v pripade
nabite]j rozsiahlej roviny zas roviny s hou rovnobezné. Velkost tychto tried ekvivalencie zavisi od

13V elektromagnetizme mame kladny a zaporny naboj a je jasné, 7e jeden bude hrat tilohu prameha a druhy
”pohlcovaca”, teda Ze vektor intenzity bude orientovany z jedného do druhého. Ktory je ktory je vec konvencie, a
t4 sa zaviedla tak, Ze z kladnych nabojov elektrické pole vytekd a do zapornych sa prepada.

14Po Gaussovi sa toho vola tolko, Ze je lepsie trochu rozvintt privlastky.
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vzdialenosti nasledovne: sféry rastt s druhou mocninou vzdialenosti 2, plaste valcov s prvou moc-
nicou vzdialenosti r, a rovnobezné roviny nemenia velkost. Tok elekrického pola bodového néboja
sa prerozdelovanim na plochy rasttice ako r? riedi v opa¢nom pomere r~2, tok pola nébojov na
priamke sa prerozdelovanim na plochy rastice ako r riedi v opa¢nom pomere 7~ !, a tok nabitej
roviny sa so vzdialenostou nementi, lebo sa prerozdeluje stile na rovnako velké plochy.

2.4.2 Gaussov zakon pre magnetické pole

Naproti tomu obdobnd rovnica pre magneticktl indukciu hovori, Ze jej celkovy tok cez lubovolni
uzavretd plochu je nulovy.
# B.dS =0
v
Pouzitim Gaussovej vety o divergencii

# B.dS = // V.BdV =0
ov

V.B=0

dostévame diferencidlnu verziu

Z grafického hladiska, magnetické pradnice (integralne krivky magnetického pola) st vzdy uzav-
reté samy do seba. Teda zdroje magnetického pola, ak nejaké s, sa nikdy nevyskytuji izolovane,
ale vzdy tak, aby dohromady pole malo vSade nulovi divergenciu. Pohybujuci sa elektricky ndboj
je zdrojom magnetického pofla, ale je tu nevyhnutna dvojpdlovost, lebo ide odniekadial niekam.
Ak rozlomime magnet s pdlmi vzdialenymi 10 cm, ziskame dva magnety s pSlmi dvakrat blizgie
pri sebe. A tak dalej. NardZame tu vSak na zaujimavia otdzku. Povedzme, 7e v matematike mo-
zeme delit nejak tisecku do nekone¢na. Ale magnety st z atémov, a raz narazime na posledny
v rade. Kde je magnetizmus v atéme? Aj v atéme mame pohybujtci sa elektricky ndboj, a jeho
pohyb zodpoveda za Cast magnetického momentu. Povedzme, Ze rozbijeme atém na nukleény a
jednotlivé elektrény. Kde st teraz pdly magnetu? Kde sa berie magneticky moment samotného
elektrénu? Magnetizmus nie je klasicky jav, siaha do do kvantovej tedrie a velmi pravdepodobne
za nu. Keby si v§ak boli Ampére, Maxwell, Faraday povedali, Ze nemé vyznam formulovat zdkony
elektromagnetizmu, kym nie je jasny mechanizmus vzniku zdrojov tychto poli, mozno by sme do-
teraz nemali ani Maxwellove rovnice, ani relativitu, ani kvantovi mechaniku. Podobne Newton
formuloval gravita¢ny zakon s tym, Ze si bol vedomy toho, Ze sa jedna o netplna tedriu s istymi
velkymi otdznikmi, mal v8ak nastastie privela rozumu na to aby ju preto nechal lezat ladom. Vo
fyzike tazko cakat na vSetky suciastky, lebo kym sme nevideli v8etko, ani nevieme, kolko ich eSte
cakat. Treba stavat z toho ¢o mame, pocitat s tym, Ze je to netaplné a Ze po nas pride niekto kto
podopliia a poopravuje veci zas na zéklade toho, ¢o bude maf k dispozicii on.

2.4.3 Faradayov zakon

¢ Bar—-3 ] Bas
as dt JJs
Pouzitim Stokesovej vety o rotacii

Bl = // (V x B).a§ = -2 // B.d§
as s dt JJ s

dostavame diferencidlnu verziu
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Déva sa tu do savisu cirkulécia elektrického pola, teda integral z neho pozdlZ uzavretej krivky
ohranicujicej nejaki plochu, s ¢asovou zmenou magnetického toku cez tito plochu. Integrél elek-
trického pola po drahe je elektromotorické napitie. Znamienko minus je vyjadrenim zndmeho
Lenzovho zékona. Vytvara sa napitie takej polarity, ze nim indukovany pohyb ndbojov by vytva-
ral magnetické pole opacné k tomu, ktoré indukovalo toto napétie. Prelozme to do trochu beznejsie
ho jazyka. V okoli magnetu je magnetické pole. Ak vezmeme nejaky vodivy drot a urobime z neho
uzavretl slucku, ohrani¢uje ndm v priestore nejakl plochu. Tok pola vytvoreného magnetom cez
tato plochu je dany jednak velkostou pola, velkostou plochy, a ich vzdjomnou orientdciou, ¢o
vSetko je zahrnuté v plosnom integrali ffs B.dS. ak sa tento tok nemeni, v drote sa neindukuje
napétie. Ak vSak magneticky tok nejako v Case menime, trebars pohybom magnetu, pohybom
slucky, alebo nato¢enim slucky, potom v drote sa touto zmenou indukuje napitie, teda (kedZze kov
disponuje pomerne volnymi nabojmi schopnymi nasledovat poziadavky vzniknutého elektrického
pola) ampérmeter by tam registroval prad. Ktorym smerom pdjde tento priad? Tu velmi vidno,
ako st Maxwellove rovnice prepletené a tazko ich vysvetlovat po jednej. Predbehnime trochu a
povedzme si, ze podla Amperovho zakona elektricky prad tiez vytvdra magnetické pole. Teda nas
prad indukovany v drétenej slucke vytvori nejaké sekundarne magnetické pole, a jeho polarita
bude podla Lenzovho zdkona opa¢na ako polarita primarneho magnetického pola. Je to mimo-
riadne vyznamné minus, podobne (a nie celkom nezavisle) vyznamné ako znamienko kombinujice
Casové a priestorové derivacie vo vlnovej rovnici, alebo relativne minus medzi silou smerom do
rovnovaznej polohy a vychylkou z tejto rovnovéaznej polohy pri harmonickom oscildtore. Sirenie
svetla vakuom, cez miliardy megaparsekov pomedzi hviezdy, ma svoj odraz aj v tomto minus.
Oproti tomuto je technické vyuzitie tohto javu azda nevelmi impozantné, ale patri sa ho spome-

Obr. 10: Faradayov zakon prispel k vybudovaniu stretédvacich lokalit pre lastovicky.

ntt: mame tu moznost premienat mechanicka ¢ tepelnt energiu na elektricki. Voda z priehrady
alebo rozpinajica sa zohriata para mozu mechanicky menit tok magnetického pola vo vodivych
sluckach jednoduchym otacanim ¢i uz tychto sluciek alebo magnetov, indukujtac tak napitie ktoré
sa potom vyuzije - v typickych pripadoch zas na nejakd mechanicki pracu alebo teplo. Skladovanie
energie v elektrickom poli je teda medzikrok, ale z hladiska logistiky vcelku vyznamny. Prepravit
energiu elektrickym vedenim je ¢asto jednoduchsie ako kazdému navozif tony uhlia ¢ urdnu alebo
postavit pri kazdom podniku priehradu.

ESte tu upozornime aj na staticky pripad, totiz ked €asové derivécie poli st nulové. V takom
pripade plati Sﬁﬁ.dl = 0, v stlade s konzervativnostou elektrostatického pola, pre ktoré plati, ze
integral [ E.dl = 0 zévisi len na rozdiele potencidlov medzi koncovymi bodmi, a teda pre uzav-
retd krivku je nulovy. Staticka situacia je $pecidlny pripad, samozrejme pokryty Maxwellovymi
rovnicami.
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2.4.4 Ampérov zdkon a Maxwellov pridavok

.o .o d Lo
B.dl:uo// J.dS—i—uoeo—//E.dS
as s dt JJs

Pouzitim Stokesovej vety o rotacii

Lo L. L .o d Lo
¢ B.dl = ﬂ (V X B)dS = o // J.dS + poeg— ﬂ E.dS
as s s dt JJs

dostévame diferencidlnu verziu

VxB= Mof+ Moeo@
ot

Toto je rovnica so zaujimavou histériou. Stvis cirkul4cie magnetického pola pozdl7 nejakej uzavre-
tej krivky s pradom pretekajicim plochou, ktora ta krivka ohranicuje, bol dobre experimentélne
podloZeny. V statickom pripade, ked veci nezdvisia od ¢asu, Maxwellov prispevok samozrejme
nehré rolu a pévodny Ampérov zdkon dava dobré vysledky. Ale objav stvisu s ¢asovou zmenou
toku elektrického pola (teda nielen toku nabojov) bol prave tym Maxwellovym prispevkom, ktory
robi zo vSetkych rovnic, ktoré teraz nest ako sibor jeho meno, konzistentnt vec. Pri spdtnom
pohlade sa tento prispevok priam pyta do rovnic kvoli symetrii. Ak zmena magnetického toku
indukuje elektrické pole, preco by zmena elektrického toku neindukovala magnetické? Po vojne je
lahko byt generdlom - v ¢ase, ked Maxwell robil §tidie, bolo novinkou Ze magnetizmus a elektrina
vbbec stvisia, a o nejakej hlbokej symetrii v ich vztahu bolo tazko hovorit, nez k tomu presekal
cestu. Ako bolo spomenuté, aj dnesné znacenie komponent uz je prispésobené symetrii, ktora vSak
pred Maxwellom nebola zndma. A netreba zatvarat oci pred faktom, 7e doteraz pouZivame pojmy,
v ktorych by bolo nezmyslom predstierat absolitnu symetriu magnetickych a a elektrickych poj-
mov - vid elektrické monopoly a magnetické dipdly. Je to azda spbsobené aj tym, Ze nevnimame
konfigura¢ny (”pozi¢ny”) a hybnostny (”pohybovy”) priestor celkom symetricky, ¢o by vSak ani
nebolo celkom namieste vzhladom na to, Ze ¢asové a priestorové pojmy sice stvisia velmi, velmi
uzko, ale ¢as nie je ”len dalsi rozmer”, bez ohladu na skratkovité tvrdenie kdejakych populariza-
¢nych aktivit.

Pozrime sa vSak na nevyhnutnost pridavku, Maxwellovho posuvného prudu, z hladiska zékona
zachovania elektrického naboja, teda rovnice kontinuity. Z tohto hladiska Ampérov zdkon nemoze
byt ”cely pribeh”. Vezmime tie dve z Maxwellovych rovnic, ktoré obsahuju zdroje, teda hustotu
naboja a praudu - Gaussov zdkon pre elektrické pole a hustotu naboja, a Ampérov ziakon pre mag-
netické pole a elektricky prad. Do tohto druhého pridajme akoZze zatial neznamu polozku X, a
ukdzme, ¢omu sa musi rovnat, ak ma byt rovnica kontinuity zachovana:
VE=L
€0
V xB=puJ+X

Rovnica kontinuity (18) viaZe ¢asovil deriviciu hustoty naboja a divergenciu hustoty pradu.
Hustota naboja vystupuje v Gaussovom zdkone, hustota pridu v Ampérovom. Preto poderivujme
Gaussov zdkon podTla ¢asu a vezmime divergenciu Ampérovho zdkona, prendsobme vhodne permi-
tivitou a podelme permeabilitou aby sa ukdzali ¢leny z rovnice kontinuity

- 9E Op
EOV.E a
B
—vecV.(Vx B)=V.J+ —V.X
Ho Ho
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a s¢itajme takto upravené rovnice:

W 2E Lo oxm =2 v tex
ot o

Nezabudnime, ze divergencia rotacie je nulovd, a teda mame

o))

OB e Op oo
v x =LV
V-G =V v

Ak teda plati rovnica kontinuity, potom pre pridavok k Ampérovmu zdkonu musi platit

_0F 1= -
— — —V.X=0
Yot Ho
- 0E 1 -
X)) =0
(€0 ” )
4 OF
= €n—
uooat

¢o je prave ¢len dodany Maxwellom.

2.5 Daleko od zdrojov

Vo vakuu, v oblastiach, kde nie st ndboje ani priady, stdle moézu byt - a su - elektrické a magnetické
polia. Maxwellove rovnice tam vyzeraji nasledovne:

V.E=0 E.dS=0 (19)
v
(20)
V.5=0 # B.ds =0
ov
(21)
Gx i 28 ﬁdztl//gds*
ot D dt JIg
L OF d
VXB:NOEOE asBdl_MOGOdt//SEdS
(22)

Upozornime tu na pozoruhodni symetriu medzi poliami. AZ na jedno minus a kon$tanty, ktoré su
nevyhnutné kvoli konzistentnosti zvolenych jednotiek, rovnice vzniknuté zdmenou E a B sa nelisia
od nezamenenej verzie!®. MoZeme sa pokisif formalne rozseparovat (E a B vyjadrit nie jedno
pomocou druhého, ale kazdé zvlast.) Vieme, Ze rotécia B je umerna casovej zmene E a opacne,
a vieme aj, ze nabla operdtor komutuje s ¢asovymi derivaciami (kedZe parcidlne derivécie podla

5Mimochodom, spomenuté minus nie je Ziadnou chybou krésy. Stvisi so §truktirou asopriestoru a na tej tazko
hladat chyby krésy.
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¢asu a priestoru ako nezdvislych premennych komutuji). Vezmime teda rotaciu poslednych dvoch
rovnic

—

- - . - OB 0~ - 8 OFE O*E
Vx(VXxE)=-Vx i —&V X B = Tt g, = THo0 5y (23)

G x (V x B 5 OF dg . o 0B 025
\Y% VXxB)=-— VX—=-— —V x FE =— - = -
x (V x B) Ho€oV X ot Hoeoat X Moéoat ot Ho€o 92

eSte uvedme, Ze rotacie roticie je gradient divergencie minus divergencia gradientu (laplaciin)
tohto pola:

Vx (VxV)=V(V.V)=(VVV =V(V.V)- AV (25)

= o o OE
V x (V X E) MOEOW
5 5 o &E
V(VE) — AFE = —MOEOW
5 & 0*B

V x (V X B) = —M0€QW
Lo . 9B
V(VB) — AB = —MOEOW

¢len rovny divergencii bude s ohladom na prvé dve Maxwellove vakuové rovnice nulovy:

—

’E

AE — — =0
Ho€o 012
- 2B
AB — — =
Ho€o 3 0

Jedna vec je, Ze po (formalnom; stéle plati Ze mimo zdrojov sa tie polia udrzuji navzijom, zmena
jedného indukuje druhé) rozrefazeni obe polia spliiaji rovnakt rovnicu, Ziadne minus ani konstanta
ten silad nerusi. Druhd je, Ze td rovnica je vlnova! Toto je nieCo, ¢o uz dnes asi nevyvold spad-
nutie sanky, jednak kvoli notorickej poucke o elektromagnetickom vlneni a jednak ze sme casto
zvyknuti prehliadat, ¢o sa vlastne stalo. Tak ¢o sa stalo? Niekolko rovnic pozbieranych ako sihrn
experimentov s vodi¢mi a magnetmi, plus démyselny pridavok, ktory chybal do konzistentnosti, k
tomu matemeticky rozmar ”podme rozretazit a prisli sme k tomu, Ze magnetické a elektrické pole
poslichaju rovnicu forméalne rovnaka ako vlny na jazere alebo huslovej strune Faktor egug stoji
pritom na mieste, kde obvykle stoji prevratend hodnota kvadratu rychlosti $irenia viny. ESte aj
z hladiska fyzikalnych jednotiek, v ktorych meriame permitivitu a permeabilitu, to sedi. A ak to
nestacilo - permitivita a permeabilita boli namerané, a po dosadeni ¢iselnych hodnot zodpovedaji-
cich vlastnostiam vakua prideme k tomu, ze zodpovedajiica rychlost zodpoveda cca 2,99.108m s—1,
¢o stihlasi s nameranou rychlostou svetla na povazlivo vela platnych cifier, privela na to, aby sme
tato zhodu konstant pripisali ndhode alebo experimentalnej neistote.
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Nielen Ze elektrina a magnetizmus nejestvuju separdtne - ani od svetla nie su separatne! Toto
je jedno z velkych zjednoteni vo fyzike, porovnatelné s Newtonovym objavom, ze Mesiac aj jablk
padaji podla toho istého principu, napriek tomu ze okrajové podmienky robia z tych padov velmi
odlizné divadlo. A elektromagnetizmus bol klti¢ovy aj pre mechaniku, bez jeho vin by Newton to
jablko a Mesiac nevidel. To, Ze viny nie st cely pribeh, ndm nemé kazit radost z tejto kapitoly
fyziky. Ani kvantové zovSeobecnenie nie je cely pribeh.
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3 Criepky termodynamiky a Statistickej fyziky
Postupy vo fyzike sa daji delit podla rozliénych kritérii. Jednym z nich je orientdcia postupu.

Tedrie zospodu hore vychadzaja z jednoduchych zdkonov pre elementarne objekty v tedrii, a vy-
vadzaja dosledky pre komplikovanejSie zlozené systémy. Prikladom je Statisticka fyzika. Pohyb
jednotlivych molekal je v klasickej Statistickej fyzike popisany cez jednoduchi newtonovskil me-
chaniku, a potom sa pomocou priemerov a efektivnych hodnot opisuji pohyby velkych siiborov
molekl.

Tedrie zhora dole vychddzaju z akychsi metazdkonov, z niekolkych principov okrem iného po-
skytujtcich podmienky pre iné zdkony (prikladom je zachovanie energie, neklesanie entropie). Do
takejto kategorie patri klasickd termodynamika.

Zaujimavé veci sa mdzu objavit, ked popisuju tie isté javy.

3.1 Statisticka fyzika

Toto je partia fyziky vyuZivajica matematiku absurdne velkych cisel. Zékladné numerické ma-
nipuldcie s beznymi ¢islami a princip indukcie, ktory ndm umoziuje zovSeobechovat aritmetické
zdkony dalej a dalej, nds modzu zvadzat k domnienke, Ze na ¢iselnej osi sa vyzname dobre. Jed-
nym z Castych problémov je (ne)pochopenie pojmu nekoneéna, o ktorom sa uvazuje ako o velmi
velkom ¢éisle. Kolko narazov na realitu to sposobuje! Ultrafialovd katastrofa zndma v stvislosti so
zlyhanim popisu Zziarenia cierneho telesa stvisi s rozdielom medzi nekoneénym a nie nekonec¢nym.
Vysporiadanie sa s hou zahinialo aplikovanie Statistickych metdd na ziarenie zahriatych telies a
rozpoznanie, ze nekonecne mal€ a iba ozaj malé je kvalitativny, nielen kvantitativny rozdiel.
Potom tu mame eSte dalsi druh nerozliSovania - medzi norméalnymi ¢islami, aké pouzivame na
popis beznej skiisenosti, a absurdne velkymi ¢islami, ktoré na taky popis nepouzivame. Kamehom
urazu moze byt prave naivne domyslava viera vo vlastni schopnost extrapolovat svoju skiisenost
do kon¢in kam nesiaha, na zdklade toho, Ze si nevieme predstavit kde a ako by to mohlo zlyhat. Ved
prave. Zd4 sa, ze redukcionisticky pohlad (napriklad predpoklad, Ze z vlastnosti zrniecka piesku
vieme vydedukovat vlastnosti din Sahary) tu nefunguje, Ze v nejakom zmysle ”More is different”,
ako pisal Philip Anderson vo svojej slavnej eseji spred vySe polstorocia.

3.2 Systém, stavy a Statisticky stabor

Ked pouzivame Statisticky popis, je dobré mat jasno v tom, ¢o vlastne popisujeme, ¢im je defino-
vany na$ systém, teda ktoré kvality st jeho charakteristikami natolko, Ze ich mé v identifika¢nom
preukaze, a ktoré sa mozu menit, rozlisujic tak jeho stavy. Pomysleny stbor tolkych képii nasho
stuboru, kolko je vSetkych moZnych rozliSitelnych stavov, (kazdd reprezentuje systém v jednom
stave)potom tvori tzv. Statisticky stbor.

A teraz ku klucovému slovicku ”rozlisitelnych”stavov. ESte aj v klasickom pripade, ked nie je
re¢ o principidlnej, kvantovomechanickej neurcitosti, mame rozliSitelnost podmienend mierou pre
detail pri merani. Podla tohto rozlisujeme pojem makrostavu a mikrostavu. Makrostav je cha-
rakterizovany hodnotami nejakych efektivnych makro-veli¢in, mikrostav je dany iidajmi detailnej
realizacie.
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Uvedme si ako jednoduchy priklad hadzanie dvomi kockami - berme klasické rozligitelné kocky'S.
Tu mozeme za makrostav povazovat stcet na oboch, a mikrostav je dany detailmi hodndt na
jednotlivych kockach.

Obr. 11: Pravdepodobnost takéhoto hodu je 1:36. Pravdepodobnost stétu 7 je 1:6.

Mikrostavov je 36, makrostavov 11. Od¢ividne na niektoré makrostavy musi pripadat viac mikro-
stavov. Uvedme si ich detailne:

2=1+1
3=2+4+1=1+2
4=14+3=3+1=2+2
5=14+4=4+1=2+3=3+2
6=14+5=5+1=2+4=44+2=3+3
7T=146=6+1=24+5=5+2=3+4=4+3
8§=246=6+2=3+5=5+3=4+4
9=3+6=6+3=44+5=5+4
10=446=6+4=5+4+5
11=5+6=6+5
12=6+6

Ako vidno, najviac mikrostavov (6) prislicha makrostavu zodpovedajicemu stétu 7. Najmenej
mikrostavov prislicha makrostavom zospovedajicim suc¢tom 12 a 2 (kazdému po jednom). Pokial
st kocky nezaujaté, je pravdepodobnost vSetkych mikrostavov rovnakd (1:36), ale makrostavy s
na tom inak - najpravdepodobnejsi je ten sedmickovy, prislicha mu 6 zo vSetkych 36 mikrostavov.
Najmenej pravdepodobnné st makrostavy zodpovedajice suctu 2 a stuctu 12.

Obr. 12: S narastajicim poc¢tom ¢astic, medzi ktoré mozno prerozdelit celkovii sumu, exponencidlne
narastd mnozstvo mikrostavov a rozdiel v pravdepodobnostiach makrostavov. Hodit pri dvoch
kockich maximalny stéet mé pravdepodobnost 1 : 62. Hodif maximalny stdet pri $tyroch kockach
mé pravdepodobnost 1 : 64.

6hoci moze byt zaujimavé uvazovaf aj kvantovy pripad nerozliitelnych kociek
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3.3 Mikrokanonicky stibor a zakladna veta Statistickej fyziky

Jednym zo zékladnych Statistickych stiborov je mikrokanonicky sibor. Systémom je v tomto
pripade ist4 skupina castic obyvajica pevne dany objem a izolované tak, ze celkova energia Fyyq:
je kongtantnd. Prikladom moze byt plyn uzavrety vo flasi, izolovany od okolia tak, Ze nemoze
menit svoju energiu, objem ani pocet Castic. Jednotlivé stavy sa lisia rozdelenim celkovej energie
medzi jednotlivé ¢astice. Na zaciatku mohlo byt rozloZenie velmi nerovnomerné - trebérs polovica
¢astic mohla byt ”zamrznutd”, s malymi hybnostami, a druhd polovica mohla byt tvorend velmi
rychlymi ¢asticami. Castice si pri zrazkach odovzdavaji energiu a hybnost, a ¢o jedna strati, ina
ziska.

Mikrostav je v tomto pripade detailnd informécia o tom, aka ¢iastku celkovej energie maju jed-
notlivé castice. Pokial mdze energia éastice nadobidat iba diskrétne hodnoty, potom makrostav
je popisany informéaciou, kolko ¢astic N; m4 energiu E; (pricom samozrejme, ZZ N;E; = Eiotal)-
Pokial je mo7né spojité spektrum energii, makrostav je dany informaciou, kolko ¢astic n(E) ma
energiu v rozmedzi (E, E4+JFE), kde (§E) mdze zodpovedat trebars jemnosti ndsho meraca energie,
pri¢om fOE“"“l dEn(E) = Eiotal-

Rozdelenie energie medzi ¢astice mé pravdepodobnostnii interpretaciu: ak nadhodne'” vyberiem
Casticu, bude mat zrejme energiu z intervalu (0, Etotq). Akd je pravdepodobnost, Ze mé energiu z
intervalu (E, E+ 0E) ? Teda ako sa sprava pravdepodobnost ako funkcia energie? Pred ustédlenim
je odpoved silne podmienend pociatoénymi podmienkami a teda v8eobecnt odpoved tazko podat.
avSak velmi Casto nds zaujima situdcia v rovnovahe, po ustdleni. Ak pockdme dostato¢ne dlho
(v zévislosti od velkosti systému to niekedy znamend péar sekind kym sa makroskopické veli¢iny
prestani menit), nerovnomerny stav dany pociatoénymi podmienkami prenechd miesto istému
rovnovaznemu rozdeleniu rychlosti, istému makrostavu. Ktory to bude? Zrejme ten s najvyssim
poc¢tom mikrostavov. A ako sl na tom s pravdepodobnostami tie? Uvedme ako postulit zakladni
vetu Statistickej fyziky, akysi analég predpokladu o nezaujatych kockach:

V rovnovahe st vSetky dostupné mikrostavy rovnako pravdepodobné.
Ak pocet v8etkych mikrostavov s celkovou energiou Fiptar je QU Fiotar), potom pravdepodobnost
kaZdého z nich (povedzme vSeobecne n-tého) je

_
Q (Etotal )

Takémuto rozdeleniu sa hovori mikrokanonické, a jedna sa o akisi Occamovu britvu Statistickej
fyziky.

p(n) =

3.4 Entropia

Povedzme si nieco o veli¢ine zvanej entropia. Je to jeden z tych tajomnych pojmov vo fyzike
ktory kazdy pozné z pocutia, ale jeho stvis s inymi beznymi pojmami ostava zahmleny. hovori
sa o nej ako o neusporiadanosti, miere neporiadku ¢i zmétku... ale toto je oznacenie vystavené
vysokému riziku nepochopenia. Miera skrytej informacie je trochu lep$ia volba. Je pravda
7e v neporiadku sa mnoho informécii tazko hlada, ale pojem neporiadku mé niekedy asociacie
nie celkom v stlade s entropiou ako je chapand v Statistickej fyzike. Pod skrytou informéciou sa
mysli informécia potrebnd na identifikdciu konkrétneho mikrostavu, ktorym je realizovany dany
makrostav. Vrafme sa pre ilustraéné acely k hddzaniu dvoma kockami. Ak Specifikujeme makro-
stav "stcet je 2”7, nie je nijakd pochybnost o prislusnom mikrostave, ktorym sa tento makrostav
realizoval. Nie je ind moZnost, ako jeden bod na jednej kocke a prave tolko na druhej. Tento mak-
rostav nedava priestor ziadnemu skrytiu informdcie o mikrostave. Ma nulovil entropiu. Naproti

7Ty budeme slovo ndhoda chapat v klasickom zmysle, ako Statisticky pokryv nezistenej informécie o snad nie
prili§ relevantnych zaujatostiach.
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tomu, k makrostavu ”sacet je 77 prislicha 6 mikrostavov ktorymi sa mohol realizovat. Je to najp-
ravdepodobnejsi makrostav, ale nasa pravdepodobnost uhddnut konkrétny realizovany mikrostav
je v jeho pripade najmensia. Mal by mat najvicsiu entropiu zo vSetkych makrostavov (ostatnym
prislicha menej mikrostavov, mame lepsie pravdepodobnosti ich uhddnut pri znalosti makrostavu).

Entropia je pojem prislichajici makrostavu. Je rasticou funkciou poctu jeho mikrostavov. Aj
pravdepodobnost makrostavu rastie s poctom jeho mikrostavov.
Makrostavy s vy$Sou entropiou si pravdepodobnejsie.

Ostéva ndm nejako rozumne zvolit ”rasticu funkciu po¢tu mikrostavov”. Volime logaritmus tohto
poctu nasobeny konStantou, ktord si neskorsie vyziada osobitny komentéar.

S=kInQ (26)

Volba logaritmu je vyhodné: jednak robi z absurdne velkych ¢isel menej absurdne velké éisla
In10%® = 23In10 . A vdaka klcovej vlastnosti (logaritmus stcéinu je sticet loragitmov) umoziuje
definovat entropiu ako aditivnu veli¢inu pre neinteragujice systémy. Vezmime dva také,
kazdy sdm osebe s entropiou Si, Sz a s po¢tom mikrostavov Q(E;), Q(Fs). Kombinovany systém
bude mat energiu £ = FE; + E5 a pocet mikrostavov

Q(Ey + Ea) = Q(E1).Q(E)
EIn [Q(E; + Fo)] = kIn [Q(F)).Q(E)] = kIn [Q(E)] + kn [Q(Ey))

S=51+5;

Konstanta imernosti medzi logaritmom poctu mikrostavov a entropiou je Boltzmannova, s hod-
notou
k=1,38.10"2JK!

Jednotkou je joule na kelvin, teda Boltzmannova konstanta bude sluzit ako prevodny faktor
medzi energiou a teplotou. Metédy na meranie tychto dvoch veli¢in boli pouzivané a pristroje
okalibrované na prislusné jednotky eSte prv, ako bol ujasneny stvis medzi nimi. Prekladaci faktor
to doplha. Malé &islo v prislusnych jednotkach stvisi s tym, 7e pocty atémov v objemoch, ktoré
beZne meriame, st absurdne velké a ich velkosti oproti tym objemom absurdne malé. Vezmime si
azda (na 8koldch) najznamejsi vyskyt Boltzmannovej konstanty v stavovej rovnici idedlneho plynu:

pV = NkT

Tu p je tlak, V objem, T teplota. VSetko je merané v takych jednotkach, aby bezné tlaky, teploty
a objemy mali priradené “rozumné ¢isla”. Lenze takym objemom, tlakom a teplotam prisucha
pritomnost obrovského mnozstva N molekil (obrovské v zmysle 1023). Kompenzuje ho (¢iselne)
préve mald hodnota k.
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Obr. 13: Bez pokrievky mdzeme v priebehu niekolkych mintt stratit podet molekil porovnatelny
s poc¢tom hviezd vo viditelnom vesmire.

3.5 Zakony termodynamiky

Klasicka termodynamika je principova tedria. Nardba s pojmami teploty, energie a entropie, a jej
postulaty st zhrnuté do Styroch zdkonov, resp. metazdkonov, lebo ide viac o principy, ktorymi
majua prejst zakony vhodného modelu. Traduja sa v réznymch fomulécidch, poznacenych tradi-
ciou, vkusom prednégajtceho a naladou strithat vtipy. Tazko néjst int partiu fyziky, kde zdkladné
postulaty zneji tak samozrejme (Ze ¢lovek ma pocit po ich pocuti dalej ¢akat na pointu), a predsa
maju taku silu vylaéit neperspektivne modely vo fyzike.

Podme si ich tu zhrntt, pospajat trochu kltcové pojmy termodynamiky a Statistickej fyziky, a
ponechat dostatok tajomstva na dalSie uvazovanie (ponechat dostatok naozaj nie je problém).

Obr. 14: Vyuzitelnost tdajov na teplomeri, ddvera Ze energia sa netrati, len odovzdava (a mozno
to trochu regulovat izolaciou), a Ze Ciastocky lie¢ivych latok z byliniek difunduji do okolitej vody
(a efektivnejsie ak je zohriata) ... Pri kaZzdej chripke ndm poméha aspon intuitivna znalost ter-
modynamiky. Teplomer, termofor aj recepty na bylinkové ¢aje s jej empirickym vyuzitim.

Nulty zakon: Existuje veli¢ina - teplota - taka, ze pre systém v rovnovahe sa nemeni, a moze
sluzit ako rozdelovacia kvalita systémov do tried ekvivalencie. V nasledujicom pod kazdym
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byt v rovnovdhe s rozumejme mat rovnaki teplotu ako. Overme poziadavky na vztah ekvivalencie:
Reflexivnost: Kazdy systém, ak je v rovnovdhe, je v rovnovdhe sam so sebou. Symetria: Ak A
je v rovnovadhe s B, potom aj B je v rovnovdhe s A. Tranzitivnost: Ak je systém a v rovnovahe
so systémom B a zaroven B je v rovnovahe so systémom C, potom st v rovnovahe aj systémy A a C.

Prvy zdkon: Energia sa zachovava. Niekedy formulovany ako nemoZnost zostrojit perpetuum
mobile prvého druhu (zariadenie, ktoré by periodicky pracovalo bez erpania energie odniekadial)
alebo obed zdarma. Tento zdkon siaha naprie¢ fyzikou a nezdéa sa, Ze by bol niekde naruseny. Ak
mame podozrenie, Ze sa ndm v nejakom systéme straca energia, skor hfaddme nejaka jej dosial
neznamu formu alebo chybu v izolécii systému, neZ porusenie prvého zdkona. Okrem pripadu, ked
ako systém uvazujeme cely vesmir. Nie je v8ak namieste tu celkom hovorit o zachovani ¢ neza-
chovani energie, lebo tu sme narazili prave na to, ze bud plne nerozumieme mechanike na velkych
gkalach, alebo nerozumieme vSetkym formam energie, velmi pravdepodobne oboje.

Druhy zakon: Existuji nevratné deje. Celkova entropia neklesa. Teplo pradi z teplejsieho
telesa na studensie. NemoZno zostrojit perpetuum mobile druhého druhu (periodicky pracujici
stroj, ktory by vSetko prijaté teplo bezo zvySku premienal na vyuZitelni pracu, bez straty do
chladi¢a), alebo treba preplatit ten obed z prvého zdkona. Vyrok Arthura Eddingtona v tomto
ohlade je taky znamy, Ze ho tu uvedieme uz aj z tradicie:

”Myslim, Ze zdkon o wvzrastani entropie md mimoriadne postavenie medzi zakonmi prirody. Ak
niekto poukdZe na nesthlas tvojej oblibenej tedrie a Mazwellovijch rovnic - tym horsie pre Ma-
zwellove rovnice. Ak sa ukdze, Ze tvoja tedria nesihlasi s experimentom - nuz, aj ti experimentdtori
obcéas veci dopleti. Ale ak tvoja tedria ide proti druhému zdkonu termodynamiky, neviem poniknut
Ziadnu nadeg; neostava pre nu nic okrem upadnutia do najhlbsej hanby.”

O ¢o tu ide? Ako savisi nevratnost dejov a smer prudenia tepla? Na druhy z tychto javov sa
spoliechame kedykolvek dame mlieko do chladnicky alebo panvicu na spordk, a na nevratnost de-
jov sa spoliehame castejSie ako sa pozrieme na hodinky (¢o je len jeden z premnohych prejavov.)
Na nérast entropie, tendenciu smerovania do najpravdepodobnejsich makrostavov a s tym spoje-
jené rovnovazne usporiadania sa spolichame vzdy, ked hodime ¢aj do kanvice alebo otvorime okno
aby sme vyvetrali...

Pozrime sa na narast entropie pri interakcii dvoch systémov. Uz sme si ukazali, Zze pre systémy,
ktoré pri kontakte neinteraguju, je celkova entropia jednoducho sic¢tom pdvodnych jednotlivych
entropii (¢o bol aj jeden z dévodov na logaritmus v definicii entropie). Co v pripade, ak si systémy
mdzu vymiehat energiu?

Majme dva systémy, pred kontaktom s energiami E;, E2 a poc¢tami mikrostavov Qq(E1), Qo(E>).
Celkovéa energia kombinovaného systému ostdava Eyoiq = F1 + Eo, ale prerozdelenie tejto sumy ma
mnoho moznosti, viac ako len stc¢in poc¢tu pévodnych mikrostavov. Teda entropia kombinovaného
systému, s umoznenou interakciou medzi jeho ¢astami, je vic§ia, alebo aspon nie mensia ako stcet
povodnych entropii pred interakciou. Zda sa, Ze narast entropie suvisi s interakciami, a s tym, ze
veci sa stavaju a neodstavaja, ¢o stvisi so smerom plynutia ¢asu. Smer plynutia Casu teda vyzera
byt mimoriadne spojeny s narastom entropie. Nakolko je nim dany je otvorena otézka. Jedna z
tych, ¢o siahaji za naSe sticasné pochopenie dejov v prirode.

Pocet stavov kombinovaného systému je v pripade diskrétneho spektra energii, ktoré je mozné
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si vymienat
E1+E2
QB+ Ey) = Z Q1 (E;)Q(Brotar — Ei) > Qi(E1).Qa(Es)
E;=0

E1+E>

kln (Q(El + EQ)) =kln ( Z Ql(Ei)QQ(Etotal — EZ)> > kln (Ql(El)QQ(EQ))
E;=0

S(El + Eg) > Sl(E1) + SQ(EQ)
(27)

Teda naozaj interakciami rastie entropia.

Pre ilustraciu smeru prudenia energie pri kontakte systémov, vezmime si teraz hrackarsky
model, situaciu s jednoduchymi numerickymi hodnotami: Majme dva systémy, kazdy pozosta-
vajlci z nejakého mnoZstva Castic Ny, No. Energia nech je kvantovand (to je zjednoduSenie, nie
hrozba), najmensie kvantum nech mé hodnotu e.

Pocty castic s N1 = 10 a Ny = 20 Celkové energie st E; = 200e a F; = 1000e. Tieto kvanta su
nahodne distribuované medzi ¢astice systémov. Treba predpokladat rovnakiu pravdepodobnost pre
vSetky mikrostavy. Najpravdepodobnejsi makrostav bude ten, ktorému zodpovedd najvicsi pocet
mikrostavov, teda najvicsia entropia. Je viac spdsobov ako realizovat rovhomernt distribiiciu nez
sposobov ako daf trebéars vSetku energiu jednej Castici. Pozrime sa na situdciu v systémoch pred
kontaktom a po kontakte, a uvazujme, ako poziadavka maximalnej entropie suvisi s odovzdavanim
energie medzi systémammi:

Systémy separitne, pred kontaktom:

Systém 1 ... 10 ¢astic, 200 kvant energie. Priemerny pocet kvant na jednu Casticu: 200:10=20
Systém 2 ... 20 castic, 1000 kvant energie. Priemerny pocet kvant na jednu casticu: 1000:20=50
Ak umoznime migraciu kvant energie celym kombinovanym systémom (odovzdavaja sa zrazkami
Castic), rozdelujeme vlastne 1200 kvant na 30 Castic, teda stredny a najpravdepodobnejsi pocet
kvant na jednu z nich je 1200:3=40 kvéant/castica.

Systémy spojené, po interakcii:

Systém 1: 10 Castic, 400 kvant energie. Priemerny pocet kvant na jednu casticu: 400:10=40
Systém 2: 20 castic, 800 kvant energie. Priemerny pocet kvant na jednu casticu: 800:20=40
Systém 1 kontaktom ziskal energiu - najpravdepodobnejsie ma teraz dohromady 40.10=400 kvéant.
Systém 2 stracal, najpravdepodobnejsie ma teraz dohromady 20.40=800 kvant. VSimnime si tiez,
7e pre straty a zisky celkovej nenrgie nebol kItic¢ovy celkovy energeticky obsah systému, ale mno-
7stvo energie pripadajicej na jednu casticu. Keby to bolo rovnaké, nijakd makrovymena by sa
neudiala. Ak nebolo, bol k dispozicii entropickejsi stav, a teda sa §lo k nemu.

Ocividne tu mame deje, ktoré sivisia s tym, ¢omu bezne hovorime teplota. Teplo medzi dvoma
objektami sa vymiena, ak sa liSia teplotou, a systém s nizSou teplotou energiu ziskava, kym ten

s vy$Sou teplotou ju striaca. A Ziadna makroskopicky detekovatelnd vymena sa nedeje ak sa tep-
loty rovnaké. Oc¢ividne sa nam tu hldsia asocidcie s pojmami ako teplo (energia) a teplota, pre
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ktoré mame nejakl intuitivnu predstavu (nakolko je zavddzajuca je druhd vec). Ako sem pridat
entropiu a definovat tieto veli¢iny tak, aby Statisticka interpretacia teploty hladko prechédzala do
termodynamicke]j predstavy tejto veli¢iny? Definicia bola volend nasledovne:

1 08
- = — (28)
T OF
Parcidlna derivicia je namieste, kedZze v zavislosti od obmedeni kladenych na systém sa entropia
moze menit napriklad s objemom atd.

D4 sa formulovat aj trochu menej vSobecne, blizSie k termodynamike: vezmime plyn v uzavre-
tej nddobe, dodajme mu trochu energie vo forme tepla @ (berme malé hodnoty, pri ktorych
sa teplota prili§ nezmeni), zmenu jeho entropie ozna¢me dS. Teplota T nech je timerna strednej
hodnote energie na jednu casticu v ¢ase, ked sme teplo dodali. Potom

09 _

7 =ds (29)

Ako vidno, narast entropie je imerny dodanému teplu. To dava zmysel: je teraz k dispozicii o 6Q
viac energie, ktorit mozno distribuovat, viac moznosti ako distribticiu urobit, viac mikrostavov,
viac entropie. Ale narast entropie je nepriamo umerny teplote, pri ktorej prispevok prisiel. To
tiez nie je velmi proti intuicii: teplota stvisi s tym, kolko celkovej energie uz systém mé (kedze je
rasticou funkciou strednej hodnoty). Ak priddme desat jednotiek energie do systému, kde uZz ich
je milién, jednd sa o relativne mal zmenu ktord tazko zaregistrovat. Ci mé nejaka ¢astica 1000
jednotiek energie alebo 1001 ju prili§ neodliSuje od jej susedov'®.

A ako je to so znamienkom? Keby dQ bolo zaporné, teda keby sme plyn chladili, zmena jeho
entropie by bola zdpornéd. Ako je to teda s neklesanim entropie? Kliucové je, ze celkovd entropia
neklesd. Teplo odobraté plynu zvy#ilo entropiu chladi¢a'®.

Treti zakon. Entropia systému chladeného az k absolitnej nule smeruje k nejakej konecnej
konstantnej hodnote. Pri absolitnej nule je systém povinny byt v stave s najnizSou energiou.
Tento stav nemusi byt jediny, mdze byt degenerovany (viac stavov, nie¢im sa lisiacich, mdze mat
najniz$iu energiu). Ak je tu degenerécia, potom entropia ani pri absolitnej nule nebude nulova.
Ale tato formulaciu by sa predsa len patrilo doplnit dovetkom, ze konecnym poctom krokov nemo-
zno dosiahnut nulovi teplotu. Nakoniec aj stvis teploty, kinetickej energie a principu neurcitosti
z kvantovej mechaniky (systémy v extrémnych podmienkach ¢asto potrebuji kvantovy popis)
napovedd, ze sa tu jedna o hypoteticky stav.

3.6 Kanonicky sibor a Boltzmannovo rozdelenie

Systémy s fixnou energiou, izolované, si dolezity teoreticky model. V realite ich mame len v ramci
aproximdcie a ¢asto ani to nie, odmysliac cely vesmir kde je izolovanost beztak trochu oSemetnou
otazkou. Vcelku c¢asto vSak mame systémy v kontakte s okolim, v tepelnej rovnovahe, teda s
rovnakou teplotou ako ma okolie, a touto prakticky konstantnou pocas dostato¢ne dlhého casu, aby
stalil na naSe pozorovania. Takyto systém, s fixnou teplotou, objemom a po¢tom castic, potom
Statisticky popisujeme pomocou tzv. kanonického stiboru (stbor virtudlnych képii systému,
lisiacich sa mikrousporiadanim). Akymsi katalyzatorom pri vypoc¢toch ohladne kanonického siboru
je spominané okolie, rezervoar energie. Ozna¢me ho ako R. N&§ systém ozna¢me A (lebo S sa
velmi myli s entropiou). Nech celkové energia rezervoara R aj systému A je Etotai, a nech systém
A mbze byt v stavoch E,,. Energetické stavy mozu byt degenerované v zmysle, Ze tej istej energii

18 Toto sti viac motivicie ako exaktné tvahy vediice k definicii (28). Jej vhodnost sa ukazuje pri poctivom po&itani
podtu stavov pre idedlny plyn splitajici ¢o m4 idedlny plyn spliiat a konfrontacii s intuitivnym termodynamickym
stivisom medzi energiou a teplotou.

19Mobzeme dostaf zapratant pivnicu do velmi usporiadaného stavu a zniZif jej entropiu, ale za cenu efte vidsej
entropie v atmosfére, odtokovom potrubi a smetnom kosi.
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moze prislichat viac stavov systému A. Oznafme tento pocet Q4(FE,). Predpokladame, Zze R
disponuje podstatne vi¢sim mnozstvom celkovej energie ako systém A samotny, Ze prechodom
malého mnozsta tepla z R do A sa teplota rezervoara prakticky nezmeni. Ako je to s rozdelenim
energii pre Castice nasho systému A? Najprv vezmime pocet stavov kombinovaného systému R+A.
Prvé suma je cez energie, ktoré si z celkovej moze vziat systém A, druhd suma je cez vietky stavy
systému A, ktoré zodpovedaju energii E,:

Etotal Z QR Etotal - n)QA(En) = Z QR(E’total - En)

Vyuzime definiciu entropie ako logaritmu poc¢tu mikrostavov (26), a tiez fakt E,, < Eiotal, 102-
vihme teda ¢o sa dd v E,, a vyuzime definiciu (28) teploty ako prevréitenej hodnoty derivécie
entropie podla energie:

Sr(Eiotar — En,
QU Etotar) = Zexp In Qr(Eiotar — En)] = Zexp [R(Hkl)

~ Zex SR(Etotal) _ &85}%
P k k OF

~ exp |:SR Etotal :| Zexp |: :|

V poslednom riadku sme pred sumu vynali faktor stvisiaci len s rezervoarom, nezévisly na energe-
tickych stavoch systému, cez ktoré sa sumuje (energia rezervoara je privelkd na to, aby si vS§imal,
kolko si berie systém A). Mame teda vyjadrenie pre pocet mikrostavov kombindacie rezervoir R
+ systém A. Podla zdkladnej vety Statistickej fyziky st vetky rovnako pravdepodobné. Kolko
z nich zodpovedd situdcii, ze systém A je v stave n? To vyjadruje prave prislusny ¢len sumy,

SR(Etotal)
k

teda exp [ } exp [—+%]. Pravdepodobnost n-tého stavu je teda podiel tohoto poctu a

celkového poctu vsetkych moznych stavov

|:SR(Ektotal):| exp [ E%]

exp |:SR(E];tot,al):| S exp [_%]

Ako vidno, faktor stvisiaci s rezervodrom sa moze teraz vykratit. Rezervoar nam tu naozaj poslazil
ako katalyzator. Dostavame sa tak k Boltzmannovmu rozdeleniu pre kanonicky siabor:

exp

p(n) =

exp [~ ] 20
o -] 30

Pripomenme, Ze sumujeme cez stavy, nie jednotlivé energie (vtedy by sme mali v sume este kazdy
¢len vynasobit prislusnym poctom stavov s danou energiou). V pripade nedegenerovanych ener-
getickych hladin je to jedno, lebo tam ku kazdej energii prislicha prave jeden stav. V pripade
spojitého energetického spektra systému (nie diskrétnych hladin F,,, ale hodnét z nejakého spoji-
tého intervalu) treba namiesto sumovania cez stavy cez ne integrovat (teda cez parametre ktoré
identifikuji stav - v nedegenerovanom pripade sta¢i cez energiu).

p(n) =

Boltzmannovo rozdelenie mé velmi Siroké pouzitie, kedZe v mnohych pripadoch nas zaujima prave
rovnovazny stav, ktory je mozné zmysluplne charakterizovat teplotou. Systémom moze byt do-
konca aj jedna Castica - ostatné v jej okoli potom tvoria rezervodr. Tu trochu nardzame na obvykly
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pohlad na teplotu ako na ”strednd kinetickd energiu na jednu casticu”. Sta¢i v8ak stredovat cez
dostatocne dlhy ¢asovy interval pre tito jednu casticu namiesto okamzitého stredovania cez mno-
zstvo Castic a mozeme si zachovat aj tto predstavu. V pripade, ze nas systém identifikujeme s
jednou casticou v kiapeli ostatnych, ndm Boltzmannovo rozdelenie hovori, s akou pravdepodob-
nostou ju najdeme s danou energiou. A kedZe ostatné mozu byt prave tak dobre "tou vybratou”,
hovori ndm toto rozdelenie aj to, aka Cast Castic ma dant energiu.

3.7 Ohnom a mrazom

Pravdepodobnostné rozdelenie (30) ndm hovori aj zaujimavi vec o stivise pravdepodobnosti ener-
gii a teploty. Stavy s energiami F, podstatne vyS§imi ako k7T maji mizivi pravdepodobnost.
Ak ide teplota k nule, systém je nateny usadif sa v najniZzSom energetickom stave, pre vySsie
ide pravdepodobnost vyskytu do nuly. V tejto stvislosti si spomenime napriklad na Curieho tep-
lotu, pri prekroceni ktorej niektoré materidly stracaji svoje magnetické vlastnosti. Ako to suvisi s
Boltzmannovym rozdelenim? Makroskopicky pozorovatelny magnetizmus pochadza v tychto ma-
teridloch (aj) z toho, Ze je energeticky vyhodné (neZiva priroda hladd minimd potencidlnej energie)
mat magnetické momenty jednotlivych atémov zladené jednym smerom. Iné nastavenie momen-
tov by viedlo k vys$Siemu energetickému stavu. Pri nizkych teplotach st stavy s vysSou energiou
nepravdepodobné. Pri vysSej teplote je vSak faktor exp [—%&] nezanedbatelny aj pre menej eko-
nomické hladiny. Par elektrénvoltov hore dole nehré velka rolu.

Je zaujimavé vsimat si Struktiry, ktoré vznikali za ”prisnych” podmienok nizkych teplot, kde sys-
tém mal len na zdkladné energetické vydavky a porovnat ich s tymi, ktoré vznikali v opacnej
situdcii, ked energetické ohlady nehrali velkt rolu. Struktiira magnetu a snehovej vlo¢ky neprezije
istd hrani¢na teplotu, a tak sa ndm moze zdat, Ze vySSie teploty ni¢ia usporiadané struktary.
V istom zmysle, ale netreba slepo zovSeobeciiovat. Niekedy napodiv prave naval energie umozni
systému prejst do energeticky este vyhodnejsieho (niz§ieho) stavu. Zelezo je jeden z najstabilne-
j8ich prvkov, ale bolo treba vysoké teploty v ziare prvych hviezd aby sa prekonal energeticky val
bréniaci nukleénom Iahgich prvkov dostat sa dokopy. Podobne je to so syntézou mnohych prvkov,
ako kyslik, dusik, uhlik. Bez takychto prvkov by ani tych magnetov a snehovych vloc¢iek nebolo.
Mo?Zno namietnut, 7e pri dostatocne vysokej teplote by sa rozbili aj atémy Zeleza atd. Pravda, ale
zas nevieme aké energetické valy sme eSte nevideli prekonané, a aké struktiry st za nimi mozné.

Obr. 15: Hviezda z istej dialky roztopi ladové krystaliky. Hviezda celkom blizko vytvori materidl,
bez ktorého by nevznikli.

3.8 Strelka ¢asu

Prvy zdkon termodynamiky nie je smerovy. Ak energia bude ako bola, tazko na zdklade prvého
zékona pri pohlade na dve momentky systému povedat, ktora bola skor. Naproti tomu druhy zdkon
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smerovy je, alebo aspon nie je symetricky na oba smery plynutia ¢asu. Ak mame dve momentky
systému, a na jednej je entropia vyssia ako na druhej, potom ta entropickejsia bola urobena neskor.
Klacové je, aby momentky zachytavali ako systém vSetko, ¢o nejako interagovalo (je mozné mat
vecer upratanej$i dom ako réno - ale interagovali sme pritom s relativne velkou ¢iastkou sveta,
ktord nas nizkoentropicky stav domu zaplatila vySSou entropiou.) Druhy zdkon je v tomto smere
unikatny spomedzi zdkonov fyziky. Je entropia jednoducho stipajicou funkciou ¢asu, alebo je ply-
nutie ¢asu ekvivalentné nejakej - nejako stupajicej forme entropie? Dej, pocas ktorého entropia
stipne, je nevratny (znova treba brat do avahy cely interagujtci systém). Teda st veci, ktoré sa
nemdzu odstat. St toto milniky ¢asu, z ktorych sa nevracia spét?

Toto st zaujimavé otdzky na dlhé debaty a bezsenné noci (a vhodne ponaté, pouzitelné ako
pomocnd liecba zdkernej arogancie zaloZenej na situécii viac rovnic ako rozumu).

Tu si v8ak radsSej prozaickejSie povedzme eSte par poznamok k entropii v okolitom vesmire a
u nas na Zemi. Spomeiime jednu znadmu poucku zo zékladnej Skoly. Co méme 7o Slnka? Energiu
- pravda, ale naSa Zem vyZziari do vesmiru asi tolko ako prijme (inak by sa vyparila vplyvom

nahromadeného tepla). Tak ak ddvame kolko dostavame, naco to Slnko? Klicové tu nie je len to,
¢i pride energia, ale v akej forme pride.

Uvazujme v tejto suvislosti situdciu, ked chceme postavit vodnt elektraren, alebo hoci len vodny
mlyn, a hladdme vhodné miesto. Povedzme, Ze mame k dispozicii dve jazerd: jazero s jednou hladi-
nou, rovnomerne rozloZenou vodou, povedzme v nadmorskej vyske 1500 metrov (Gize je tu zna¢nd
potencialna energia oproti hladine mora, akurét s fiou nie je spojené). A druhé jazero m4 hladiny
dve, lebo je rozdelené priehradou. Horné hladina nech je vo vyske 1000 metrov nad morom, dolna
vo vyske 990 metrov. Dokopy mozno menej potencidlnej energie, ale omnoho lepsie vyuZitelnej -
nerovnakost rozlozenia vody v druhom jazere, niz§ia entropia, umoziuje viac vyuzitia.

Obr. 16: Pre vyuzitelnost nejde len o energiu. Ide o energiu uloZeni v stave s nizkou entropiou, ¢o
Casto znamend menej rovhomerne rozlozend.

Podobne je to s energiou zo Slnka a energiou vyziarenou Zemou v ramci chladenia. T4 zo Slnka
prichddza z pozoruhodne malou entropiou. M4 priblizne spektrum ¢ierneho telesa s teplotou okolo
5000 K, teda prichadzajice fotény s povicsinou z viditelného spektra. Nasa Zem vSak do velkej
miery vyzaruje ako podstatne chladnejSie teleso, v infracervenej Casti spektra. Na kazdy vysoko
energicky fotén zo Slnka vyziari Zem niekolko niz8ie energickych foténov. Suma energie je vyrov-
nand (alebo priblizne vyrovnand), ale entropia vo vesmire bola zvySend. Mozno sme do vesmiru
vratili, kolko sme dostali, ale nie v rovnako vyuzitelnej forme. Je to ako vratit rozmlateny porcelan
- aj ked odovzdame vSetko do posledného ¢repu, nie sme celkom vyrovnani. Nie je to treba vidiet
negativne. Na Zemi za to bezi dobry ¢ajovy vecierok v podobe zZivota a ktovie akd vyuzitelnost
eSte ¢akd aj to, Co teraz vyzerd nevyuzitelné.

Ak entropia neklesd, a naopak, mé tendenciu prudko stipat, a aj tak po miliardach rokoch ostalo
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Obr. 17: Rastliny a iné vysokousporiadané systémy na Zemi velmi efektivne udrzuja svoj nizkoen-
tropicky stav na tkor navySovania entropie v okoli dychanim, metabolizmom a dal§imi ¢innostami.

vo vesmire este tolko mozZnosti ju navy3ovat, potom bud zacal s pozoruhodne malou entropiou (nu-
lovou?) alebo moZnosti ju navySovat priebeine rastli. Mozno oboje. Tak ¢ onak, pokial nevieme
ako to bolo, pravdepodobne je predc¢asné prezentovat tedrie o tepelnej smrti vesmiru, ked vraj
ma byt entropia maximalna a udalosti Ziadne. Jednak nevieme, ¢i je mozné maximéalnu entropiu
dosiahnut v kone¢nom ¢ase, ani ¢i moznosti navySovania entropie priebezne nerastu s rozpinajicim
sa vesmirom. Kazdopéadne, ak niekto uvidi odlihovanie ¢aju v Salke, opac¢nu diftiziu, kde sa castice
vracaju spiatf do byliniek, netreba sa bat, Ze sa smer Casu obracia a udalosti sa odstavajia. To by
sa totiz malo potom tykat aj naSich neurénov a informécii vo forme spomienok. Teda v pripade
obrétenia ¢asu by sme to nemali zbadat tak, Ze by sme si pamitali ¢aj vylihovanejsi a po hom
menej vylihovany. Ak sa ¢as uz otocil, mame to vobec ako zistit? Tieto otdzky netreba brat s
vic¢sou vaznostou aké im patri, ale mozno poslizia ako motivacia brat do iivahy vys$Sie spomenuté
rezolutne vyjadrenie Arthura Eddingtona o druhom zdkone. Ak niekto predsa len vidi odlihovanie
¢aju, mal by zvézit, ¢ si vyberal najvhodnejsie bylinky.

Obr. 18: Na svoju pricetnost si treba davat pozor, ale o vesmir sa netreba bat.
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4 Absolatne a relativne

4.1 Prvy a treti Newtonov ziakon

Newtonove zakony sa uz deti na zakladnej 8kole ucia spamiiti, patri to k folkléru podobne ako
Pytagorova veta. Aj v rdmci testu ich porozumenie, skisme zvazit otdzku: Naco st nam prvy a
treti Newtonov zakon?

Druhy predsa hovori, Ze zrychlenie telesa je priamo Gmerné sile, ktord nan posobi, a nepriamo
timerné hmotnosti. Specidlne teda pre nulovi silu mame nulové zrychlenie, ¢ize nulovii zmenu
rychlosti a rovhomerny priamociary pohyb.

Uvéazme dalej dve vzdjomne na seba posobiace telesd hmotnosti ma, mp izolované od vplyvu
okolia (na cely systém zvonku neposobi ni¢). Ozna¢me Fp silu, ktorou posobi A na B. Zrychlenie
telesa B nazvime ap. Silu, ktorou posobi B na A, ozna¢me Fga. Zrychlenie telesa A nazvime d4
Druhy Newtonov zakon hovori o sildch zvonku, teda ak vezmeme kombinované teleso A+B, bude
v Newtonovom zakone vystupovat na mieste sily nulovy vektor 0. Polohu taziska nazvime 7, jeho
rychlost ¢p a zrychlenie dr. PouZime teraz druhy Newtonov zdkon trikrat; pre teleso A, pre teleso
B, pre kombinované A+B.

A: ﬁBAZmAEA
B: Fap =mgpdp
A+ B: 6:(mA+mB)ﬁT

Zapisme podla definicie taziska vztah medzi zrychleniami dr, da, dp

mada +mpap

ar =
ma+mp
(ma +mp)ar = mada +mpdp
0=Fpa+Fup
Fpa=—Fyp

Tak ako je to s tromi Newtonovymi zdkonmi? Nestacil by druhy? Nie st prvy a treti jeho dosledky
- prvy v mimoriadne jednoduchom pripade v treti v kombinovanejsom? Nevsimol si azda Newton
tito prebytocnost? Samozrejme, keby §lo v prvom a trefom ziakone len o to, ¢o sme sugestivne
predlozili vysSie, boli by prebyto¢né. Ale tie dva zakony tam nie s primarne preto, ¢o pokryva
druhy. S tam ako stcast ndvodu, ako zostrojit inercidlny systém siradnic. Prvy hovori o tom, ¢o
povazovat za rovné diary a rovnomerné tikanie hodiniek. Trajektdria volného telesa je prototyp
rovnej Ciary, a hodinky, ktoré prejdeniu rovnako dlhych tusekov priradia rovnaky pocet tiknuti,
ida rovnomerne. Predpokladd sa pritom, ze mame nejaky prototyp tuhych telies, ktorymi mozno
vymerat rovnaké iseky a telies povazovanych za volné. Toto je samozrejme predpoklad vlozeny
do tedrie. Je vSak pozoruhodné, ze v prirode nachddzame Siroka triedu objektov, ktoré pri pouziti
ako tuhé telesd konstantnej dlzky alebo volné teles4 (vetko v ramci istého priblizenia) dévaja
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navzajom konzistentné vysledky, a v tom je aj praktickd pouZitelnost tohto predpokladu. Treti
hovori o tom, ako zosynchronizovat hodinky na rdznych miestach.

Uk4zme si to na jednorozmernom pripade. Umiestnime agentov pozdlz osi. Ako im nastavif rov-
naky ¢as na ich hodinkdch? V podciatku nechajme trebars vybuchnit néloz uspdsobentu tak, aby
sa rozpadala na dve rovnaké Casti. Agenti, ku ktorym sa dostane Cast idica ich smerom, stlacia
stopky v okamihu, ked ide okolo nich. Mézu potom dany tdaj opravit o ¢as potrebny na preko-
nanie vzdialenosti k nim. Podstané tu je, ze agent napravo a nalavo v rovnakej vzdialenosti od
pociatku si takto nastavia konzistentny cCas, za predpokladu Ze oba Srapnely boli urychlené rov-
nakymi silami (predpokladali sme pre jednoduchost rovnakt hmotnost), teda leteli na obe strany
rovnako rychlo, teda ze casové tseky na preklenutie rovnakej vzdialenosti boli rovnaké.

Samozrejme pri takejto synchonizicii hodiniek, definicii rovnych ¢iar, rovnomernosti tikania, a
tuhosti pravitka platia zdkony o homogenite a izotropii zotrvacnosti tautologicky. Systém strad-
nic bol zvoleny tak, aby platili. O to vSak ide - potrebujeme nejako vybrat, ¢o bude predstavovat
rovné Ciary, rovnaké Gseky, rovnomerné tikanie, aby sme mohli v druhom zdkone tvrdit nieco o
odchylkach od rovnomerného priamociareho pohybu. Druhy zakon potom hovori, ze odchylka od
rovnomerného pohybu, zrychlenie, je dané ako podiel pdsobiacej sily a hmotnosti telesa.

Vsimnime si aj, ¢o druhy zédkon hovori implicitne, faktom, zZe hmotnost je len skalar, a konstantny
skalar (pokial sa ndm teleso nekiskuje, ¢o Ziada rozpisat Newtonove zdkony pre ¢asti atd). Hmot-
nost, miera zotrvacnosti, odporu voci zmene rychlosti, je nezavisla na smere a mieste. Dokopy
Newtonove zakony hovoria, ze zotrvacnost je homogénna a izotropnd, ¢o vedie k zachovaniu celko-
vej hybnosti pre izolovany sytém. Vonkajsia sila je identifikovand s jej casovou zmenou. Newtonove
zdkony platia v inercidlnej vztaznej sistave, teda platia v tej v ktorej platia. Je to tautolégia, ale
mimoriadne uzitoéna. Ked si totiz ndjdeme systém, v ktorom spominanym sposobom nakreslime
suradné Ciary a nastavime hodinky, zistujeme, Ze zdkony platia konzistnetne pre velmi Siroku gkalu
objektov.

Inercidlne ststavy ziskané pouzitim zotrvacnosti hmotnych objektov st tie isté, ktoré ziskame
pouzitim zotrvacnosti svetla. Toto je jedna z kla¢ovych myslienok relativity. Energia m4 zotrva-
¢nost. Nie v zmysle, ze by svetlo bolo moZné spomalit alebo urychlit, alebo Ze by mohlo byt v
pokoji v sustave nejakého hmotného pozorovatela, ako tomu je pri hmotnych objektoch. Ale sve-
telné signaly pouzité na definiciu rovnych ¢iar a synchroniziciu hodiniek na réznych miestach ndm
daji systém inercidlny aj pre mechnaniku 2°. Novinkou pri prechode k relativite neboli inerciilne
systémy. Prekvapenim boli vzfahy medzi nimi.

4.2 Nezrovnalosti s galileovskou transformaciou

Ak mame inercidlny systém S so siradnicami z, ¢, v klasickej mechanike sa zvyklo predpokladat?",
e iny systém S pohybujici sa vo&i S rovnomerne priamodiaro rychlostou v v smere osi z, s
hodinkami nastavenymi na nulu ked sa stretaji (a S mé vtedy na hodinkich tiez nulu), ma
stradnice

T=z—vt (31)
t

Tomuto hovorime galileovska transformacia. Hovori, Ze ¢as plynie v oboch sustavach rovnako,
7e pozicie st posunuté o ¢len linedrne rastici s ¢asom, Ze rychlost pozorovanych objektov je

20Ty treba pridat poznamku, akt pridal Sommerfeld k Einsteinovmu prelomovému &lanku: Do prvého radu.
Myslime do prvého rddu v pomere rychlosti telesa a rychlosti svetla v/c.

21 Ale samotné Newtonove zdkony to netvrdia. Naopak, ako uvidime neskér, treti zdkon s takym predpokladom
nie je ani konzistentny.
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posunutd o konStantny ¢len a zrychlenia Ze st v oboch systémoch rovnaké:

dz  d(x—ot) dx

U:E:T:E—U:U—U
d_dgf_dz(x—vt)_cﬂi_
Az dr d?

Znie to velmi intuitivne v zmysle, %e napriklad skladanie rychlosti funguje ako ndm bezna sktse-
nost a presnost hovori: Ak dva vlaky sa vo¢i naddraziu pohybuja rychlstami u, v jednym smerom,
potom vodéi sebe sa pohybuji rychlostou velkosti |u — v|.

Avsak pozornejSie tivahy a experimenty davaja tejto intuicii len status efektivnej aproximaécie.

Je pravda, Ze dvaja pozorovatelia pohybujici sa jeden voci druhému rovnomerne priamociaro (a
pouZivagici korektne Newtonove zikony na zostrojenie svojich siradnic) si bud obaja inercidlni
alebo obaja neinercidlni. Ale predpoklad, Ze ich siradné systémy si viazané vtahmi (31) sa expe-
rimentdlne aj teoreticky ukdzal ako mylny.

Spomenme niektoré nezrovnalosti v predpoklade, Ze inercidlne ststavy suvisia vzajomne galile-
ovskymi transformaciami:

Maxwellove rovnice maja pre vdkuovt rychlost svetla len jednu hodnotu pre vsetky stistavy,
v ktorych tieto rovnice platia. Vidno to na vlnovej rovnici, ktord z nich vyplyva pre elektrické F
a magnetické polia B

PE - -
GOMOW =VE
2B -
6OMOW =VB

Faktor €gpug, stiéin permitivity a permeability vakua, stoji na mieste prevrateného kvadratu rych-
losti vlny:

€oH0 = —5
c2

Nikde tu nie je referencia k rychlosti zdroja vo¢i pozorovatelovi, v ktorého stiradniciach sii rovnice
platné, ani rychlosti pozorovatela voéi prostrediu, v ktorom sa vlna 8iri. Toto bola vlastne jedna
z hlbokych réan predstave éteru ako bezného nosného média pre svetlo. Experimentélne bola tato
”podivnost” potvrdena. Maxwellove rovnice majt svoju transforméciu stradnic (z,t) — (,1), po-
nechavajicu vlnova rovnicu aj s rychlostou svetla invariantnd, ale nie je galileovska.

Tu prichadzame k podivnej situdcii: Newtonove aj Maxwellove rovnice predpokladaji nejak triedu
sturadnic, v ktorej platia. Stiradné systémy v ramci tychto tried st spribuznené cez nejaké transfor-
mécie. Pokial st tieto transformécie rdzne, potom iste sa tieto triedy nemusia zhodovat, aj keby
sa nasla jedna stradna stistava vhodna pre mechaniku a elektromagnetizmus stcasne. Potom ale
by sme mali ndstroj na detekciu absolitneho pohybu: meranie elektromagnetickych javov! Lenze
ni¢ také sa nepodarilo ukazat. V laboratdriu na hladko plavajicej lodi dopadnii elektromagnetické
pokusy ako by dopadli keby lod stala. Aj vnttorne akosi 8kripe predstava jednej triedy vyznacénych
pozorovatelov pre mechaniku a inej pre elektromagnetizmus.

Azda este zavaznejsi je problém z hladiska konzistentnosti uz v ramci samotnej mechaniky. Kedze
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sa velmi ¢asto zabuda na skuto¢né role prvého a tretieho zadkona, moze sa takyto ” detail” prehliadnut.
Zrychlenie z druhého zdkona je sice voci transformécii (31) invariantné, ale symetria tretieho za-
kona nie! Povedzme, Ze prvy pozorovatel videl dve telesd A,B rovnakej hmotnosti silou vzdjomného
odpudzovania (trebars vybuchom rozbusky) ist od seba rychlostami —u, u v zdpornom, resp. klad-
nom smere osi x. Potom udalosti, body na ich svetociarach by v jeho Gradnej stistave mali stiradnice
(r4,ta) a (zp,tp) splhajtce

ra = —uty
B :utB

TA TR
la iB

Ale v stiradnej ststave spojenej s tou prvou transforméciami (31) nebude platit analogickd symet-
ria:

Tpa=x4— 0ty =—uty —vty = (—u—v)fA

5?3 :mB—vtB :utB—UtB = (U—U)fB

TA B
ta tp
B
222 v

Jednoducho v tejto sade stiradnic to bude vyzerat, ze vzajomné posobenie Castic, ktoré ich poslalo
na cestu od seba, nebolo symetrické. Alebo zotrva¢nost nie je izotropna. Potom to ale nie je iner-
cidlna ststava.

Inercidlni pozorovatelia sa mé%u liif rovnomernym priamodéiarym pohybom, ale ich
stiradné systémy nemozu byt viazané galileovskymi transforméaciami.

Treba néjst ina transforméciu medzi dvoma inercidlnymi systémami x,t a Z, t.

4.3 Vztahy medzi inercidlnymi sustavami

Niekedy velmi pomdaha mat jasné kritérid prv nez ¢lovek zac¢ne hladat. Aké poziadavky mame na
vztah dvoch stradnych systémov, ak oba maja byt inercidlne (vSetky Newtonove zdkony v nich
maji platit) a zdroven pociatok jedného sa v systéme druhého bude pohybovat rovnomerne pria-
mociaro, povedzme rychlostou v?
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Priestorové suradnice pozorovanych volnych telies by mali byt linedrne funcie ¢asu v oboch sys-
témoch. Teda transformdacia ma byt linedrna, aby tak( charakteristiku zachovala. Poziadavka
linearity ndm vylacila nekoneéne mnoho transformécii - a nekonecne vela ponechala. Linedrna
transformécia medzi dvomi dvojicami premennych mé 4 parametre. Aké podmienky eSte nalozit?
Tu sa na pomoc ponika spominany podivny jav rovnakej rychlosti svetla v stistavach, kde Maxwel-
love rovnice platia. Preco neskusit predpoklad, Ze Maxwellove a Newtonove rovnice platia v tych
istych stradnych ststavach (a Ze tieto s si vSetky rovnocenné)? Ved experimentélne sa nepodarilo
odlisit fyziku v laboratdériu v pokoji od fyziky v laboratériu v rovnomerno priamociarom pohybe
nielen na zaklade mechanickych dejov, ale ani elektromagnetickych. Vezmime to teda vazne.

Postulujme rovnocennost v3etkych inercidlnych siistav pre popis vietkych dejov, nie-
len mechanickych, a postulujme tie¥, e rychlost svetla je homogénna izotropna, vo
vSetkych inercidlnych (z mechanického aj elektromagnetického hladiska??, ked%e pos-
tulujeme, %e sa zhodni1) siistavach t4 istd konstanta, bez ohladu na pohyb zdroja.?

Vsimnime si eSte jednotky. Z matematického hladiska x,¢ by mohli predstavovat bezrozmerné
premenné, ale toto je fyzika, kde sa zdanlivo jedna o hrusky a jablka. Ich mieSanie nie je také
zakézané ako sa niekedy hovori, treba vSak pri nom davat pozor. Aj v beznom Zivote niekedy
mieSame jednotky Casu a priestoru. Na turistickych smerovnikoch bezne byva vzdialenost miest

Obr. 19: Vzdialenost v ¢asovych jednotkich je ndzorna: pttnickd mindta ¢i svetelny rok.

udand v hodinach. Tento idaj moze byt zmysluplny, ak predpokladame nejaki referencnt rych-
lost (pri tych smerovnikoch je to rychlost priemerného turistu). Vo fyzike mame jednu vyznaénia
rychlost, spominant rychlost svetla z Maxwellovych rovnic. Preco ju nepouzit ako prevodny fak-
tor? Zavedme oznacenie xg = ct. Budeme tak merat ¢as v priestorovych jednotkich. V opa¢nom
garde to pozndme z astronomickych priruciek, kde sa vzdialenosti udavaja vo svetelnych rokoch.
Casopriestor mé potom stiradnice

x; — priestorové stradnice i =1,2,3

ro — Casova stradnica, svetelna dlzka

Body v Casopriestore st udalosti - nieco sa stalo niekde a niekedy. Udalosti s rovnakymi pries-
torovymi stiradnicami st v danej stradnej stistave stimiestne . Udalosti s rovnakymi ¢asovymi
suradnicami su v danej siradnej ststave stéasné. Krivka v ¢asopriestore, ktorych body zodpove-
daji udalostiam z histdrie nejakého pozorovatela, je jeho svetodiara. V ¢asopriestore sa neda
ostat v tom istom bode-udalosti.

22Platia rovnice Newtonove (”do prvého radu v v/c”) aj Maxwellove, a je jedno & synchronizujeme hodiny na
réznych miestach svetelnymi alebo hmotnymi signalmi.
23 Aj bez ohladu na pohyb pozorovatela, ked¥e to uz pokryjva rovnocennost inercidlnych ststav.
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Obr. 20: Udalosti na svetociarach objektu «, ktory je v danej stiradnej sustave v pokoji, a objektu
B, ktory sa pohybuje pozdlZ osi x. Stretnutie je spoloény bod svetodiar.

Samozrejme grafické zndzornenie je potrebné trochu preskalovat. 1 svetelnd sekunda predstavuje
asi 300 000 km, a 1 svetelny meter zodpoveda asi 3 nanosekundam. Aby Casopriestorové obrazky
boli trochu pohodlnejsie, volia sa Casto jednotky ¢asu a priestoru tak, aby rychlost svetla v nich
mala jednotkovu velkost. Potom svetociara svetla sleduje hlavné diagonaly stradnej sistavy.

Podme hladat transforméciu (xg, z1, 22, x3) — (o, T1, T2, T3) medzi inercidlnymi stistavami S a S.
0> ’ s 43 05 ) y» 43

Vezmime jednoduchy priklad, kde sa ststavy zhodnd na orientacii priestorovych osi, aj na case
0 pri stretnuti po¢iatkov. Nech sa ich vzdjomny pohyb kond pozdf# osi z1,#;. Nech sa S voéi S
pohybuje rychlostou v

Linearita takej transformdcie znamena

i’o K L 00 Zo Kif() + L(El

.’)~L‘1 _ M N 00 T _ Mxo +N$1 (32)
i‘g 0 0 1 0 To xT9

i‘3 0 0 0 1 T3 I3

Hlad4me koeficienty K, L, M, N. Ak pozadujeme rovnaki, izotropni rychlost svetla v S aj S,
znamend to vlastne toto: ak pri minani sa pociatkov v nich zasvietime, tak plochy, do ktorych
sa prave dostava svetelny signal, budia rast s ¢asom. V oboch sistavich pozadujeme, aby tieto
rastice plochy boli popisané rovnicami sféry s polomerom imernym Casu a rychlosti svetla, teda

(ct)2 — 72 = (ct)2 —r? (33)
2 — (32 + 724+ 22) = af — (2 + 25 + 2d)

(Kxo + Lm1)2 — (MJ?O + le)Q = (Z‘o + l‘l)Q - (l‘o + $1)2

dostavame tak podmienky

K?*—M*=1
N?—L*=1
KL—-—MN=0
Zredukujme pocet parametrov. Oznacme
L M
Nk ¢



potom mame

K?—¢K*=1 — K=——
1—¢2

1
V1= g2
Pri vybere znamienka pri odmocnindch sme zvazili rolu koeficientov K, N v (32) a to, Ze chceme

v oboch stistavach rovnaki orientaciu priestorovych osi aj plynutia casu. Pre zvys$né parametre
potom plati

N?—¢*N?* =1 — N =

dokopy teda méame (vynechdme tie priestorové premenné, ktoré sa nezmenili)

@D:vggﬁﬁ 0 (34)

Ostal ndm tu jeden nezndmy parameter, ¢q. Ten ndjdeme tvahou:

Pre v — 0 potrebujeme identicki trasnforméciu jednotkovou maticou. Okrem toho, v ramci
principu koreSpondencie chceme, aby sa nasa transformécia redukovala na galileovska (31) pre
rychlosti malé oproti svetelnej. To zna¢i imernost ¢ a —v. Samozrejme znamienko hovori len to,
ze vlnovkova ststava sa pohybuje v kladnom smere osi x nevinkovej ststavy, ide len o tradiciu
pisat a kreslif veci zlava doprava. Dalej ¢ mé byt bezrozmerné, lebo je pod odmocninou odéitané
od 1. A rychlost svetla sa experimentalne nedari prekrocit - ani dosiahnut hmotnymi objektami,
teda Cakame |g| < 1. To naznacuje ¢ = —v/c. Prisli sme tak k transformécii

(3)= e e V() (35)

Obr. 21: Stradny systém S a jeho pohlad na stradny systém S, ktory je vodi nemu v rovnomernom
priamociarom pohybe. Svetociary svetelného signalu vyslaného z pociatku v ¢ase 0 st invariantné
voli transformadcii. Hladiny sticasnosti pre daného pozorovatela st rovnobezné s jeho priestorovou
osou. Svetociary objektov nehybnych z jeho pohladu st rovnobezné s jeho ¢asovou osou.
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Poznamenajme tu eSte, ze transformacia s rovnakymi koeficientami samozrejme viaze aj inter-
valy v na8ich stradnych ststavach. T4 forma je azda eSte uZito¢nejsia.

(A7) - = (e V) (R2) -

Toto si zaslazi rozpisanie. Jedna sa o Lorentzove transforméacie intervalov.

Axg — ZA
Ay = %76“21 (37)
1-(2)
Ax; — ZA
Ajy = —1_ 270

1- (1)

Treba si ich dlho obzerat. Pre v << ¢ sa znova objavuje galileovskd aproximécia. KedZe naSe
zmysly st citlivé na také rychlosti, dava tato aproximécia pouzitelné vysledky pre kazdodenné
bezné aplikicie. Potom je tu treba poukdzat na krasnu symetriu medzi priestorovymi a c¢aso-
vymi intervalmi. Zapis ct = xg, resp. ¢t = % jej napomohol. Dalej je velmi Tahké ndjst inverznt
transforméciu, stadi si uvedomit, Ze ak S ide voéi S rychlostou v, potom S ide voéi S rychlostou —v.

Uvedené intevaly sa vzfahuji na stradnice nejakych dvoch udalosti, ktorych priestorocasové si-
radnice sa liSia o intervaly Axg, Az, v nevinovkovom popise S a AZg, AZ; vo vinovkovom S.

Vsimnime si, 7e su¢asnost dvoch udalosti v S (Azy = 0) neimplikuje ich sucasnost v S, teda
AZgy # 0, pokial neboli dané udalosti v S aj stimiestne, teda aj Az; = 0. Relativnost sti¢asnosti je
novinka, ale je v peknej symetrii s relativitou simiestnosti, na ktori sme zvyknuti. Cestujuci vo
vlaku povie, Ze trebérs ¢aj si nalial aj vypil na jednom mieste, ale z pohladu vypravcu na nadrazi
sa tieto udalosti stali mnoho metrov od seba.

Priestorové aj Casové intervaly medzi udalostami sa teda relativne, zdlezia od pozorovatela. Ale
ak sa jednd o inercidlnych pozorovatelov, je kvadrat priestoro¢asového intervalu medzi uda-
lostami invariantny:

(AZo)? — (Ai1)? = (Azo)* — (Ax)? (38)

Zname efekty ako dilatacia ¢asu notoricky ilustrovand na ”paradoxe” dvojéiat ¢ kontrakcia dizok
podobne ilustrovana na vlaku idiicom cez prikratky tunel s nebezpeénymi zavorami, st $pecidl-
nymi pripadmi.

Osobitne vyzmamny pripad je situicia, ked dve udalosti ohrani¢ujlice casopriestorovy interval
zodpovedaji bodom na svetociare nejakého pozorovatela (povedzme pre konkrétnost toho, ktory
je trvalo v pociatku S‘) Pre neho je priestorova ¢ast intervalu nulova (kedZe obe udalosti nastali
v podiatku jeho sturadnej sustavy, ktora si z definicie nosi zo sebou) a teda ¢asopriestorovy in-
terval je imerny tdaju AT na jeho hodinkach, dobe, ktord mu uplynula medzi tymito pre neho
simiestnymi udalostami.

(cAT)? = (Azg)? — (Azy)? (39)

Je to jeho vlastny ¢&as, jeho miera plynutia ¢asu?* Velmi klacovd veli¢ina.

24Parameter, podla ktorého tika fiza jeho vinovej funkcie v kvantovej mechanike. Parameter, ktory je pri pohybe
optimalizovany, teda udavajuci (aspoi ¢iastkovi) agendu systému, ¢o mdZzeme vyuzit ak chceme zapojit do vypo&tov
varia¢ny pocet.
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4.4 Respekt pre treti zakon

Spomenme si na problém s galileovskymi trnasformédciami a nezachovanim symetrie tretieho Ne-
wtonovho zdkona. Overme, ¢i Lorentzove transformécie (35) obstoja lepsie. Uvazme teda dve telesa
A B rovnakej hmotnosti, ktoré boli najprv pokoji v poc¢iatku inercidlnej ststavy S a vzadjomnym
odpudzovanim nadobudli pri strate kontaktu rychlosti —u a u. Ich pohyb je z hladiska S popisany
rovnicami

TA = —Uutp
B :utB

TA TB
ta ip

A B
-l . . n
Pozrime sa na popis v stradnej ststave S, spojenej s S transforméciami (35). Vratime sa tu pre
porovnanie k priestorovej osi x a ¢asovej t = xg/c. Ako vidno, formalna symetria tym trochu utrpi:

Budeme potrebovat opa¢nt transforméciu, vyjadrenie x,t pomocou %, t:
. t—|—c%532 . :i+vt2
y1-(2) Vi-(2)

Pouzime Lorentzovu transformdciu na popis trajektdrie telesa A

Fatvia
v \2
TA \/1—(; Ta+ vty
—U = — = —= = = =
ta tat-5Za ta+ 5Ta

Zptutp
TB -(2)" _ Ip+tutp
Ctp tetEIs  fp+ Yig
1-(¢)°
IB u+v
= =+ U
s 1+
fA o B
ta  tp

Teda treti zakon je splneny aj v transformovanej stistave.
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“liew) [.1+g)

4.5 Druhy zdkon do prvého radu

Lorentzove transformacie st linearne, takze prvy zdkon reSpektuja - rovné a rovnomerne prej-
dené trajektorie takymi pri nich ostant. Treti zdkon zachovavaji, ako sme ukdzali (na rozdiel od
galileovskych!). Ako je to s druhym? Ide tu o jednoduché, len mierne zdihavé cvicenie v prepi-
sovani diferencidlnych vyrazov v druhom zdkone do novych stradnic (35), a pouZitie inverznej
d*z,
dxg )

d 9% 0  0& 0 1 (a ua>
2
)

G Ondm o

transformécie kde treba. Chceme prepisat vyraz

Pripravme si vypocty:

9% 0o

@ _ 1 ﬁ+(2)2<‘i_22 o
def 1 ()2 \0FF " \c¢/ 03 " cdFdi

T+ oo
Xr1 = 5
1-(2)
Pz 1 272
dz 7\ % dzd
( 1-(2) )
d2x 1 d%z2

m—— =,
dt? 2\ > di?
(Vi- )

w2 (o)) e -

Druhy zékon tym nie je strateny, ale musime pripustit jeho modifikdciu tym, Ze aj sila sa transfor-
muje. Upozornime tu este na fakt, ze tu sme boli v jednorozmernom pripade a sila bola nevyhnutne
v linii pohybu telesa, teda ide o longitudalny pripad. Aj transverzalna sila (teda v smere osi, ktora
sa netransformuje) vo vy$Som pocte rozmerov by sa transformovala, lebo aj ¢as sa transformuje,
nielen priestor. Ale ubudol by jeden faktor \/1 — (v/c)? zodpovedajici priestorovému smeru.

Vsimnime si tu eSte, Ze do prvého rddu v/c sa sila nemeni. Ako sa pisalo v spominanej Som-
merfeldovej poznamke.
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4.6 Neminut zmysel

Venujme este par slov istym nedorozumeniam o relativite. Tazko spomenut vSetky najrozsirenejsie,
ale adresujme aspon niektoré.

Niekedy sa pribeh relativity podéava v zmysle, ze pri nesihlasnych symetridch mechaniky a elektro-
magnetizmu stavila na elektromagnetizmus a stavku vyhrala. Prevzala grupu symetrii elektromag-
netizmu, aj sa to osvedcilo. Ale patri sa poznamenat, ze galileovské transformécie nie st sti¢astou
Newtonovych zdkonov, aj ked ich mozno povazovat za stcast klasickej tradicie. Kazdopddne vSak
ich prehlasovanie za symetrie klasickej mechaniky je trochu zavadzajace, ako sme videli pri ich
probléme s tretim zdkonom. Naproti tomu lorentzovské transformécie reSpektuje prvy aj treti
zdkon a druhy minimdlne do prvého rddu v parametri v/c. V tomto zmysle s tak lorentzovské
transformaécie azda lepSou symetriou aj pre tG mechaniku.

Tedria relativity nehovort, ze vSetko je relativne. Jeden z postulatov naznacuje, Ze veci odlisné
v roznych inercidlnych systémoch st len relativne, ale hned druhy trvd na absolitnej rychlosti
svetla (a nésledne ¢asopriestorového intervalu a mnohého ¢o s nim stvisi) pre vSetky inercidlne
systémy. Doba a vzdialenost medzi dvoma udalostami mozu byt pre rdoznych pozorovatelov rozne,
ale len za predpokladu, Ze nie st zdroven sucasné a sumiestne. Ak také st ¢o i len v jednej
zmysluplnej stradnej ststave, su také vo vSetkych. Stretnutie svetoCiar nie je relativne. Keby to
tak nebolo, potom trebdrs stretnutie skupiny Tudi by sa podla jedného pozorovatela na nastupisti
uskutocnilo a podla druhého v idacom vlaku nie. Takéto nezhody svedectiev sa vo fyzike netoleruja.

Tedria tiez nehovori, Ze ¢as je len dalia siradnica ako vSetky ostatné. Je mozné sa pohybovat
po uzavretej (z pohladu niektorej stiradnej ststavy) krivke v priestore. Casopriestorovy koloto¢
v8ak nemame. Znamienko minus v (38) robi z geometrie priestorocasu podstatne odlisna zélezitost
ako Pytagorova veta pre euklidovsky priestor, kde vSetky stradnice st rovnakého typu.

Obr. 22: Vsetko nie je relativne a ¢as nie je dalSia stiradnica ako vSetky ostatné.

Ale na rozdiel od newtonovskej fyziky ¢as sa pri pohybe v relativite transformuje spolu s pries-
torom, preto uvazujeme scendre v Casopriestore. To bolo nakoniec ¢asto vyhodné aj predtym. S
relativitou v8ak priSiel klti¢ovy vhlad, rozliSenie stiradnicového a vlastného ¢asu.

Osobitne zaujimavy je pojem vlastného casu v suvislosti so svetlom. Nech nasa sustava je S,

a uvazme v nej casopriestorovy interval medzi vyziarenim svetla z hviezdy a jeho pohltenim v
nasom oku. KedZze svetlo ide prave rychlostou svetla, bude tento interval nulovy. Ziaden vlastny
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¢as pre svetlo medzi udalostami, ktorymi prechddza, neuplynie.

0= (Az)® — ((Az1)* + (Aza)? + (Aw3)?) (40)
0= A7~—sveiflo (4]‘)

Pri pohlade na no¢na oblohu vidime svetlo z hviezd, ktoré sa podla nasho suradného systému
vydalo na cestu pred rozlicnymi dobami - pred 2,5 miliénmi rokov v pripade hviezd v Androméde,
pred vySe 8 storo¢iami v pripade Rigelu, pred asi 2,6 tisicro¢iami v pripade Deneb, pred 26 rokmi
v pripade Vegy. Niekedy hovorime, 7e vidime tak a tak vzdialentt minulost a cesta tomu svetlo
trvala tolko a tolko. To je pohlad ndsho suradného systému, nagho rozloZenia hladin stcasnosti.
Pre svetlo st vsak obe udalosti - opustenie povrchu hviezdy aj dopad do naSich o¢i - stcasné.
Ked pozerdme na no¢nt oblohu, vlastne aj na dennt, a nielen oblohu, je dobré si uvedomit, ze
nasa pozicia je jedind v celom vesmire, v ktorej je svetelné ”teraz”tvorené prave danou zostavou
momentiek.

Obr. 23: Jedine¢nd zostava davnych, vzdialenych, pre svetlo pritomnych udalosti.
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5 Vlnovo casticové dilemy

Kvantova tedria je na stole uz storoie. Niekedy sa predstavuje ako nepochopitelnd a nevelmi
peknd, ale je otdzne ¢o sa tym mysli. Ze ide proti mnohym predstavdm hromadenym osobitne od
zrodu modernej fyziky fazko popriet. Co sa krasy tyka, vratili sa s fiou v istom zmysle tvahy o
"hudbe sfér”, tak netreba robif unihlené zavery. Samozrejme aj tato tedria je len model. Ziaden
nie je taky pekny ako skutoc¢nd priroda.

Niekedy sa o tejto partii hovori ako o fyzike mikrosveta - ale nie je dobré to chapat tak, ze v
makrosvete by jej prejavy nebolo vidno. Aj les si niekedy nevS§imneme pre stromy. To, Ze sa vSetko
neprepadne ku stredu Zeme (vcelku makroskopicky efekt) je prejav Pauliho vylu¢ovacieho principu,
ktory ani nie je ako formulovat len s pojmami klasickej fyziky. Strelka kompasu je makroskopicky
objekt, aj jej stacanie k zemskym pdlom. Ale vysvetlit vlastnosti strelky nejde klasicky. Este aj
prezitie pohladu do ohniska ¢i kuchynskej riary bez oZiarenia tvrdymi gama la¢mi je tazko vysvetlit
klasickou fyzikou (ktora tu predpoveda nereélne tragicky scendr).

Obr. 24: Udrzat sa na povrchu, pouzivat kompas a prezit pobyt blizko zahriatych objektov moze
byt podla klasickej fyziky privelky problém.

5.1 Dve cesty?

Na prelome 19. a 20. storoc¢ia bolo Cerstvo objasnenych mnoho javov. Ale préve pozorovanim
novych a novych situdcii zacinalo byt zrejmé, Ze nieco s klasickym popisom je problém. Mozno
malokto Cakal, aké zakladné predpoklady bude treba prehodnotit, ale ndznaky potreby nejakého
prehodnotenia boli. Spiitne si mdZeme vyberat, ktory z prejavov tejto skuto¢nosti pouZzijeme na
didaktické ucely. Velmi ¢asto sa pouziva prave dvojstrbinovy experiment - moZno prave kvoli
jeho jednoduchosti je na hom vidno zdsadné prvky kvantovej mechnaniky bez rozptylovanie mno-
hymi detailmi.

Potrebujeme nejaky zdroj objektov, ktorych vlastnosti skimame. Moze sa jednat o elektrénové
delo ¢i lampu s podla moZznosti monochomatickym svetlom. Experiment bol ski§any aj pre mno-
homolekulové atvary, a predpokada sa, ze vysledky by platili aj keby sme pouzili nerozbitné
meteority, s predpokladom prislusného nastavenia parametrov (pre niro¢nost tohto nastavenia sa
s nimi experiment nerobil). Budeme tu hovorit o elektrénoch, ale nezabudnime, Ze zastupuji aj
iné objekty, véitane foténov svetla.

Pred zdrojom je umiestnend nepriestrelnd clona s dvomi otvormi - povedzme rovnako velkymi,
symetricky umiestnenymi voci zdroju. Zdroj vypuasta objekty velmi velkoryso, necieli $pecificky na
ziadnu strbinu. V nejakej vzdialenosti od clony je tienidlo. Je celé pokryté detektormi. Kazdy de-
tektor zabera rovnaka mala plésku a vSetky st rovnako citlivé. Zaznamenavaja pocet elektrénov,
ktoré do nich dopadli a podielom tohto poctu k celkovému poétu dotdvame pravdepodobnost
dopadu do danej oblasti tienidla. Je vyhodné zaviest aj pojem hustoty pravdepodobnosti. Tato
vynédsobend rozmerom prislusného detektora predstavuje pravdepodobnost zachytu pre oblast nim
kontrolovanti. Vynasobend rozmerom nejakej oblasti (rozmeru dlzky, plochy, objemu - podla toho,
kolkorozmerny problém uvaZzujeme) dava pravdepodobnost zachytu v danej oblasti.
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Zacnime zaznamendvat elektrény naprv v situdcii, ked $trbinu II. uzavrieme. VSetky, ¢o sa do-
tali na tienidlo, tak mohli prejst len $trbinou I. Hned si v8imneme, ze vSetky zdchyty st rovnako
intenzivne - elektrén do detektora bud pride cely, alebo nepride vobec. To vyzerd na velmi casti-
covy charakter. Pozrieme sa eSte na pocetnost zachytenych elektrénov v zavislosti od polohy na
tienidle, a pravdepodobnost potom znézornime pomocou krivky. Nijaké velké prekvapenie - naj-
viac elektrénov Slo do detektora prave oproti otvorenej Strbine, nejaké sa dostali trochu dale;j.

Zavrieme prva Strbinu a otvorime $trbinu II. Zopakujeme vSetko ako bolo a dostavame velmi po-

dobny vysledok, akurdt maximum vyskytu elelktzrénov je teraz prisluSne posunuté oproti stredu
druhej $trbiny.

dvojstrbinova clona tienidlo

Obr. 25: Experimentélna zostava a priebeh pravdepodobnosti zachytu v zévislosti od miesta pri
otvorenej bud jednej alebo druhej Strbine.

Teraz otvorime obe Strbiny. Naivna predstava nam hovori, Ze teraz stipne pravdepodobnost za-
chytu vSade, kam len elektrény mohli prist pri otvorenej jednej alebo druhej $trbine. Pribudla
predsa moznost dostat sa tam cez $trbinu, ktord bola predtym zatvorend. Ak elektrén pride do
daného detektora bud po prechode cez jednu alebo druh, potom celkova pravdepodobnost, Ze do
detektora pride, by mala byt stacet tych dvoch Ciastkovych. Tak predsa funguje skladanie pravde-
podobnosti nezdvishjch udalosti. Cakime teda len sticet pravdepodobnosti. Napodiv vSak vidime
¢osi vyrazne iné.

i
",
?,
»,

TRy,
—

Obr. 26: Naivne ocakivany a naozej pozorovany priebeh pravdepodobnosti pri oboch Strbindch
otvorenych. Prvy dostdvame ako stcet Stvorcov amplitid. Druhy dostavame ako $tvorec stuctu

amplituad.

Na niektorych miestach, na ktorych bola pri otvorenej jednej ¢i druhej Strbine nenulova pravdepo-
dobnost zichytu je teraz nulova. Ako mohli elektrény, ktoré by predtym boli ochotne pristali na
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danom mieste po prechode trebars strbinou 1., vobec vediet, Ze §trbina II. je otvorend? A preco by
to malo mat za nasledok neprist do toho miesta cez Ziadnu? Pravdepodobnost zachytu dopadne
takto podivne eSte aj ked ptstame mnoho elektrénov po jednom, takze nemdzeme argumentovat
tym, Ze sa azda nejako vzajomne vyrazali z drdhy. Pre nase bezné pochopenie ¢asticového cha-
rakteru je toto nezmysel. Ak elektrén prechddza jednou alebo(vylu¢éné) druhou Strbinou, potom
prechod jednou alebo druhou st nezdvislé moZnosti. Ak sa nejaka udalost (prichod do istého miesta
na tienidle) moZe udiat dvomi nezavislymi cestami, a kazdd mé svoju pravdepodobnost, potom
pravdepodobnost, Ze sa udalost vobec stane, je stcet tych jednotlivych pravdepodobnosti. Oso-
bitne, pravdepodobnosti st nezdporné c¢isla, teda ich vzajomné anihildcia neprichadza do tvahy.
Pritom existencia jednoznacnej polohy a hybnosti (pocas celej histérie pohybu, teda aj v case
prechodu clonou) je jednym z klcovych predpokladov klasickej mechaniky. Ale taky predpoklad
vedie k nezhode s pozorovanim. Predpoklad zrejme nie je splneny a elektrén nemd v kazdom
okamihu presne priraditeln polohu a hybnost.

Este tu poznamenajme, Ze pri vindch by nés interferenény obrazec neprekvapil. Pri vine ¢ postu-
pujicej v ¢ase t pozdlz 0si?® y, s amplitidou A, vinovou dlzkou X a periédou T, teda

27y 27rt)

by, 1) = AelRF

detektor zachytdva energiu, ktord je imernd druhej mocnine amplitidy viny. Klasickd vlna sa-
mozrejme prechadza oboma $trbinami naraz, nie je lokalizovand ako klasicka castica. Po prechode
oboma $trbinami mame akoby dva sekundarne zdroje vlnenia zo Strbin, a takto mdze vlna inter-
ferovat sama so sebou. Sekundarne vlnenia zo $trbin sa skladaja - zosilnujia, zoslabuja, pripadne
celkom anihilijt. Detektor zachytava Stvorec takejto sumy vin, a samozrejme pri destruktivnej in-
terferencii na mnohych miestach buda nuly tam, kde pri jednej zatvorenej Strbine bola nenulové
amplitida a teda aj jej Stvorec. Uz-uz by sme elektrén prehlésili za vinu, nebyt skutoc¢nosti, ze
¢okolvek stvara po ceste, dopadne v celku, do jedného detektora, nie pozdlz celého tienidla.

To zas klasickd vina nerobi.

Obr. 28: Sme zvyknuti, Ze dve vlny sa na mnohych miestach anihilovat, a Ze musle také tendencie
nemaju.

25Trochu netradiéne je teraz vodorovnd os y, aby sme si pre polohy na zvislom tienidle rezervovali tradi¢nejsie
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Este moZeme urobit jeden chaby pokus. Pastame elektrény po jednom, a pri $trbiny umiestnime
dve lampicky. Chceme sa pozriet, kade elektrén ide. Predstava je taka, Ze pri prechode strbinou I.
sa odrazi od elektrénu svetlo z prvej lampicky, pri prechode strbinou II. svetlo z druhej. Pripadne
mozeme dat $trbiny (a teda aj lampicky) dalej od seba, aby sa ich dosah prekryval ¢o najmene;j,
pouzit v kazdej lampicke svetlo trochu inej farby atd. Rozlisovacia schopnost je lep$ia pre kratke
vlnové dlzky, takze ak ich zvolime privelké, jednak nemusime rozoznat jednu $trbinu od druhej, a
svetlo eSte aj moZe elektrén obist, v zmysle nerozptylit sa na hom. Ak vsak svietime svetlom dost
malgjch vinovyjch dlZok na to, aby sme nic neprehliadli, interferencény vzor sa strati a elektrény idi
bud jednou alebo druhow Strbinou.

NaSe pozorovanie bolo interakciou, prisilnou na to, aby sme z neho mohli robit zdvery o situ-
acii bez nasho zasahu. Svetlo tiez nesie hybnost, a to s krat$imi vinovymi dizkami ju mé vicsiu.
Pri rozptyle na elektréne dost velkt na to, aby ho mohlo odkopnit z hypotetickej dréhy, na ktorej
sme ho tak nasilu chceli $pehovat. Svietili sme svetlom s dostato¢nou hybnostou na to, aby sme
elektrén prili§ ovplyvnili. Ak skisime svetlo dihsich a dlhsich vinovijch dlZok, interferencny vzorec
sa objavi, prdve ked bude vinovd dlzka pridlhd na spolahlivi detekciu elektrdnov. Jednoducho v
kvantovom divadle sa bud nedd pozerat, alebo sa treba pridat k hercom a priznat sa k vlastnej
role.

Obr. 29: Klasické divadlo rozlisuje javisko a hladisko. V kvantovom je hranica otézna.

Experimentdlne mame neuré&itost polohy Az pri prechode clonou (priblizne vzdialenost medzi
§trbinami) a neuré¢itost hybnosti Ap, ktora je spdsobend interakciou so svetlom z lampy zviazané
nasledovne:

Az Ap > g (42)

teda cez redukovani Planckovu kon$tantu 7 ~ 1.05 x 10734J.s. Toto je momentélne jedna z
fundamentalnych kon$tant ktorej hodnota nie je predpovedand ziadnou tedriou, je jednoducho
zistend experimentalne a tedrie ju pouzivaju ako dany parameter.
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5.2 0Od klasického ku kvantovému popisu

Klasicky popis je v ruindch (ruiny st vsak skvely zdroj stavebného materidlu). Stav systému,
zékladnd matemetickd entita reprezentujica systém, byvala zadana ako bod vo fazovom pries-
tore, priestore poloh a hybnosti. Casovy vyvoj stavu bol reprezentovany krivkou vo fazo-
vom priestore, teda spojitou postupnostou jeho konkrétnych bodov, parametrizovanou ¢asom.
Fyzikédlne veli¢iny boli funkciami na fazovom priestore, teda jednalo sa o funkcie polohy a
hybnosti?®. Teraz sme narazili na to, Ze bod vo fazovom priestore, teda uréita poloha a hybnost
v danom okamihu, je niefo ¢o nevieme systému priradit - ba Ze uz aj samotny predpoklad, Ze
to mozno urobit, vedie ku sporu s experimentom (vid Gvaha o skladani pravdepodobnosti). Nuz a
tym pada zakladny predpoklad na predpovede o systéme na zaklade klasickych pohybovych rovnic,
ktoré su v podstate receptom, kam ist vo fazovom priestore v nasledujicom kroku, za predpokladu,
ze vieme, kde sme v hom teraz.

Vo fyzike sa v8ak revolicie nedeji zavrhnutim vSetkého starého. Treba pozbierat ¢o fungovalo.
Elektrény dopadali tylom celyj alebo nic. Casticovost teda nie je celkom prazdny pojem. Ani de-
tekcia niekde a niekedy nie je celkom prazdny pojem. Netreba sa zatial 1Gc¢it s Casopriestorom.
Skladanie bolo ako u klasickyjch vin. Vinovost teda nie je celkom prazdny pojem. Skladanie ampli-
tad (treba premysliet ¢oho) zrejme bude hrat velka rolu. Tieto ¢rty potrebujeme spojif v novom
matematickom modeli, ktory by mohol reprezentovat systém s takymito vlastnostami. V§im-
nime si, Ze sme sa nezriekli pojmu stav systému (tazko povedat ¢o by potom ostalo popisovat),
akurat ho ideme reprezentovat nie¢im inym.

5.3 Stav systému v kvantovej mechanike

Hustota pravdepodobnosti sa v experimente pri oboch §trbindch otvorenych spravala ako ener-
gia klasickej vlny. T4 je timernd $tvorcu amplitidy. Je teda namieste predpokladat, ze tak ako
odmocnina z energie vlny je entita sama osebe, mozno aj odmocnina z hustoty pravdepo-
dobnosti je entita sama osebe. Nazvime ju amplitiidda pravdepodobnosti. Hustota pravde-
podobnosti bola oc¢ividne funkciou miesta na tienidle, a keby sme elektrény poéitali priebezne (a
osobitne keby sme elektrény pustali v nejakom Specidlnom ¢asovom vzore), iste by sa prejavil aj
na aktualnom pocte zachytenych elektrénov v rozliénych ¢asoch. Ak hustota pravdepodobnosti je
funkciou priestoru a ¢asu, potom je namieste to cakat aj pre amplitidu pravdepodobnosti. Dajme
tejto veli¢ine nejaké oznalenie. V literattre je velmi rozsirené ¥(z,y, z,t). Amplitide pravdepo-
dobnosti sa ¢asto hovor{ vlnova funkcia 27. Predstavuje stav systému v kvantovej mechanike?®.
Fyzikadlny vyznam je nasledovny:

/ |U(z,vy, 2,t)|? dx dy dz = pravdepodobnost zichytu v objeme V v Caset (43)
v

Amplitada pravdepodobnosti moéZze byt komplexna. Nemeriame priamo ju, ale az jej velkost.
Mbzeme ju pisat ako sucin velkosti ¥ a fazového faktora e'?, ako je ¢asto zvykom v komplexnej
matematike

T = |T|e?

26kineticka, potencidlna energia, moment hybnosti,... ale efte aj elektricky prtid predsa stvisi s tym, kde st
elektrény s akou hybnostou, tlak sa di chipat ako funkcia hybnosti mnohych naraZajucich molekil atd

2Tn3zov, ktory azda niektorych matematikov vedie ku §kripaniu zubami, ale museli uz prehltndt horgie, vid ”delta
funkcia”.

28Vgimnime si, %e sme ju zaviedli ako funkciu €asu a stiradnic x, v, z, teda sme akoby uprednostnili konfiguraént
Cast fazového priestoru pri dedeni z klasickej fyziky. Jednd sa o tzv. x-reprezentdciu, Wi . Nie je jedinou volbou.
MoZeme si zvolif hybnostn(l, p-reprezenticiu Wy, a uvaZovat stavy ako funkcie U(pe,py,p-,t) Jednd sa o ind
reprezenticiu toho istého, a \Ilﬁ,\lf; tvoria fourierovsk( dvojicu, jedna je fourierovskym obrazom druhej.
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Pod $tvorcom sa tu mysli “komplexny kvadrat”, teda stc¢in ¥ a zdruzenej?® Wt
T2 =T o*

Uz v klasickej mechnike a elektromagnetizme sa pri popise skladajicich sa vektorovych veli¢in ¢i
vIn osved¢ili komplexné ¢isla ako skveld vypoctova skratka. V kvantovej mechanike je ich vyznam
zd4 sa fundamentalnejsi®®, potrebujeme bud komplexné ¢isla alebo nejaka im analogicktl struk-
taru, aby sme dostavali sihlas predpovedi tedrie a experimentov.

Je tu aj istd zvlastnost - stavu nezodpovedd jedna hodnota ¥(x,t), lebo ak zmenime fizu, ktorej
komplexny kvadrat je rovny 1, nezmeni sa hodnota |¥|?. Akurét treba daf pozor, ak skladdme
viacero amplitid, aby sme (ak uZ fazy postvame) posunuli vSetky konzistentne (lebo faza sice
nehra rolu pri kone¢nom umochovani kone¢nej amplitidy, ale pri priebeznom skladani je klticova.)

Ak |U|? predstavuje hustotu pravdepodobnosti, potom musi spliiat istd normalizaénti pod-
mienku. Elektréon nemusi mat urciti polohu, ale ak raz existuje ako na$ systém, celkova pravd-
podobnost niekde ho najst v oblasti jemu dostupnej musi byt rovna jednej. V tomto je kvantova
mechanika nemenej urcita ako klasicka. Je zaujimavé, ze prave tato urcitost kvantovej mechaniky
je Castokrét (z vypoétového hladiska) dovodom kvantovania hodnot meratelnych velié¢in. Dosledok
urcitosti je tak asociovany s tedriou, ktord je asociovand s neurcitostou.

/ W2 dV =1 (44)
Vtotal

Zdoraznili sme tu integraciu cez celt dostupni oblast V; .1, obvykle sa bude mysliet implicitne.
Nie vzdy sa jedna o trojrozmerny integral, ale ¢itanim kontextu mozno predist zméitkom.

Upozornime tu este ja $irsiu interpretaciu: To, ¢o vidime v (44) je isty druh skalarneho stdinu.
Normovatelné vlnové funkcie (lepsie povedané ltiée vinovych funkcii, kde pod lG¢om sa mieni celd
trieda We!®, danej funkcie a jej fizovych posunuti) tvoria linedrny vektorovy priestor vybaveny
skaldrnym sac¢inom (Hilbertov priestor), ktory ndm umozhuje poéitat nielen velkosti, ale aj
prekryvy.

Skalarny saéin (¥Uq, Uy) dvoch réznych stavov Uy, Uy je

<\p1|\1/2>:/vxpl whav (45)

Ak je taky sacin nulovy, prekryv stavov je nulovy a hovorime, Ze st dané stavy kolmé. Hilbertov
priestor je Standardne nekone¢nerozmerny, preto netreba nasilu vizualizovat, ale analdgia s vek-
tormi z linedrnej algebry nie je na skodu (pokial sa nefahé aj kam nesiaha.)

Zhrhme tato ¢ast prechodu od klasického ku kvantovému popisu:

Stav systému klasicky: bod vo fadzovom priestore (7, p)
Stav systému kvantovo: vlnova funkcia V(7 t)
5.4 Fyzikalne veli¢iny v kvantovej mechanike

Ked uz bod vo fazovom priestore nereprezentuje stav systému, potom treba premysliet aj repre-
zenticiu fyzikdlnych veli¢in. UZ to nemdzu byt funkcie na fazovom priestore. Ale mali by to bat

29Vgeobecnejiie hermitovsky zdruZenej (transponuj a komplexne zdru¥), preto znacka T namiesto *. Pri jednodu-
chych modeloch nie je ¢o transponovat a hviezditka oznacujica komplexné zdruZenie by stacila. Pri redlnej ¥ je aj
hviezdiCka navyse - ale neskodi.

30Minimé4lne niektoré ¢asti matematického formalizmu sa sice daji prisposobit aj inym asociativnym podielovym
algebram nad redlnymi ¢islami (sem patria redlne, komplexné a kvaternidnové &isla), ale je potom potrebné k nim
dodat istt matematicka $truktiru. S komplexnymi ¢islami sa po&ita najlahsie, aj ked je to moZno silou tradicie a
s tym spojenych nijdenych nastrojov.
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matematické entity operujice na stavoch. Nejaké operatory O na vlnovych funkcidch W. Nase
stavy st komplexné, operatory zodpovedajtce veli¢inam tiez nebudi mat komplexnost zakdzant, s
jednou vynimkou: meratelné veci musia byt reprezentované redlnymi vecami. Imaginirnu
energiu, moment hybnosti ¢ polohu by bolo fazko interpretovat. Meratelnou vecou je hodnota
fyzikalnej veliéiny, napriklad energia je tolko a tolko joulov. Je to redlny tdaj. Povedzme, Ze
veli¢iny su reprezentované operatormi na vlnovych funkcidch. Ako z operatora dostat ¢islo, oso-
bitne ¢islo v stvislosti so stavom, na ktorom operuje? Tu sa velmi pontika myslienka vlastnych
stavov a vlastnych éisel. A hned je naportudzi aj skupina hermitovskych operatorov, ktoré,
pri vSetkej svojej komplexnosti, maji vyluCne redlne vlastné ¢isla. Podobne ako vlnové funkcie
st analégmi vektorov z linedrnej algebry, st operdtory analégmi matic (matice tiez mali svoje
rodiny vlastnych vektorov a ¢isel), a hermitovské operdtory st analégmi symetrickych matic
s realnymi vlastnymi ¢éislami. Su tiez symetrické v nasledovnom zmysle:

(00, |Wy) = (U,|O,) (46)

/(@\pl)\p;dvz/ Uy (O dV
14 14

Skratene 3!

ot=0 (47)

Hermitovské operatory maji aj ti krasnu vlastnost, ze ich vlastné stavy®? ®,,, ktorym priradzujt
redlne vlastné hodnoty A,

O0®,, =\, P, (48)

tvoria casto aplny systém v Hilbertovom priestore, ktory je pre dany problém relevantny. Mozeme
ich prendsobenim vhodnym faktorom normovat, pripadne pre degenerované spektrum vlastnych
hodnot (viac stavov prislicha tej istej) najst ortogonalne kombinécie prislusnych vlastnych stavov
a pouzit cely systém ako ortonormalnu bazu

<(I>n|q)m> = /V (I)nq)jn = Jnm (49)

Vsetky ostatné stavy mozno vyjadrit ako ich komplexnii linedrnu kombinéciu?®?

U=> c,P, (50)

Velkosti koeficientov |¢,| predstavuji mieru zasttpenia daného bazového stavu ®,, v
stave ¥, prekryv dany skalarnym sti¢inom

<\Ij|(1)n> = Zcm<q)ma (I)n> = Z CmOmn = Cn (51)

Pre normovany stav |¥;| = 1 plati, Ze stéet kvadratov koeficientov sa séitava na 1:

1=(T|¥) = ZZcmc;&((I)mkI)n} = ZZcmclémn = Z lem|? (52)

m

317 matematického hladiska sme tu na zaplakanie neporiadni, k definicii patri edte poziadavka na hustt definiciu
a spravny prekryv defini¢nych oborov ot 0.

32Teraz budeme &islovat vlastné stavy indexom n evokujicim diskrétnost, ale zatial ju nasilu nepredpokladajme.

33V pripade spojitého spektra treba integrovat namiesto sumovania
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Teraz si to dajme dokopy s interpretaciou hermitovského operatora ako fyzikalnej veliciny. Vlastné
stavy takého operatora zrejme predsatvuju stavy systému, ktorym dany operator jednoznacne
priradi realne ¢islo. Hovorime im ¢&isté stavy. M4 teda zmysel uvazovat o tejto hodnote ako o
hodnote danej veli¢iny v danom stave. Ak tento operator pustime na nie vlastny stav, ale stav
dany ako linedrne kombindcia vlastnych stavov (zmieSany stav), hermitovsky operdtor dod4 ¢osi
takéto®?:

OV =0 cn®y =Y 0Py = cadnthy (53)

Teda nedostali sme tu jedno vlastné realne ¢islo zo spektra, ale ich komplexnt kombinéciu. Ziaden
meraci pristroj ndm neukédze imagindrny nasobok nejakého poctu joulov, metrov a pod. Ale spo-
menme si, ze koeficient ¢, vyjadruje prekryv stavu ¥ s vlastnym stavom ®,,. Tiez ze suma Stvorcov
koeficientov dava jednotku ako pravdepodobnost. Ze ak by niektory z koeficientov sdm mal velkost
1, potom by ostatné boli nevyhnutne nulové a operator by jednoznacne priradil prislusné vlastné
¢islo ako hodnotu velic¢iny, ktora operator predstavuje. Toto vSetko ndm napoveda nasledovné:

Pri merani nejakej veli¢iny O moézeme najst len hodnoty zo spektra vlastnych ¢isel operatora
O, ktory dant veli¢inu reprezentuje. Ak meriame veli¢inu O na vlastnom stave jej prislichajiceho
operatora, napriklad ®,,, potom mdzeme nameriat len hodnotu k nemu prislusnej vlastnej hod-
noty A,. Ak previdzame meranie na vSeobecnom stave ¥, zmieSanom z vlastnych, potom stéle
mozeme namerat len jednu z vlastnych hodnét operatora. Pravdepodobnost, Ze nameriame prave
konkrétnu n-ti hodnotu je danéd kvadratom velkosti koeficientu, s ktorym n-ta vlastna funkcia
vystupovala v rozvoji V.

U= ch<1>n — pravdepodobnost namerat hodnotu A, je |c,,|? (54)

n

Zmienme sa tu eSte o moZnosti spojitého spektra. V takom pripade treba integrovat namiesto
sumovania. Nespocitatelnd baza méa svoje matematické haciky, ktorym sa tu nejdeme venovat.

Zhrhme tato ¢ast prechodu od klasického ku kvantovému popisu:

Fyzikélna veli¢ina klasicky: funkcia f na stavoch (bodoch fézového priestoru) (7, p)
Fyzikdlna veli¢ina kvantovo: operator O na stavoch (vlnovych funkciach) ¥(7,t)

5.5 Existuji nezmyselné otazky

Toto je zaujimava situdcia. Jednak pokial méa operator diskrétne spektrum, potom mozeme na-
merat len diskrétne hodnoty veli¢iny, ktori reprezentuje. A aby nebolo prekvapeni maélo: Nie
kazdému stavu prislicha jednozna¢nd hodnota danej veli¢iny! Neznamend to, Ze sa nedd merat -
ale ze ak méame niekolko identicky pripravenych stavov, meranie na nich moéze dopadnit rdzne.
Deterministickd predikénost klasickej mechaniky (kde znalost stavu implikovala aj znalost vSet-
kych relevantnych hodnot fyzikalnych veli¢in v tom stave) tu konéi. Fyzika sa doteraz spoliehala
na pravidlo rovnaké zadiatky veda k rovnakym koncom (ak sa prevadzaju so systémom rovnaké
veci), tu to neplati. Upozornime v8ak na jednu vec. Nameranie danej veli¢iny v nejakom stave
predstavuje nevratny zdsah do systému. Hovorime tomu kolaps vinovej funkcie. Ak meranie do-
padlo hodnotou )\,, potom systém uZ je v ¢istom stave ®,,. Dalsie meranie tej istej veli¢iny uz
dopadne rovnako. Nenameriame teda na tom istom zmieSanom stave viac hodnot (lebo meranim
ho zmenime, a dalSie meranie uz nerobime na tom, ¢o bolo). Dostaneme vSak vo vSeobecnosti viac
hodnét na mnohych képiach toho istého stavu. Pred meranim stav neméa konkrétnu hodnotu danej
veli¢iny. V istom zmysle ju m4, len ak je ¢istym stavom operatora, ktory dant veli¢inu reprezentuje.

347ase sme pohnali matematicki korektnost kamsi daleko. Nekomentujeme tu podrobne predpoklady za ktorych
moZno vymenit azda nekoneént sumu a operitor, ani nekomentujeme problémy ked je baza nespo&itatelna.
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Tu sa dostavame k dalSej zaujimavosti. Este sme si ziaden operdtor neuviedli, ale z linedrnej
algebry vieme, ze vlastné vektory jednej matice nemusia byt vlastnymi vektormi inej. Aby tomu
tak bolo, musia matice komutovat. Podobne vlastné funkcie jedného operatora nemusia byt vlast-
nymi funkciami iného. Aby tomu tak bolo, musia tie operdtory komutovat. To ale znamen4, Ze
stav, v ktorom mame isti trebars hybnost, bude mat neurciti polohu, ak operatory polohy a hyb-
nosti nekomutuji. Ak by sa ndm polohu podarilo hypoteticky presne zmeraft, dostali by sme ho do
¢istého stavu polohy, ale to uz by bol iny ako pdvodny stav, teda informéacia o hodnote hybnosti
by sa nieze "skryla”, ale otdzka na nu by v tomto novom stave uz ani nemala zmysel. Nemalo by
vyznam spytat sa akd je pred meranim hybnosti. A po fiom by zas §lo o iny stav...

Obr. 30: Ak by sme sa pri pohlade na pieskovec eSte nedotknuty dlatom sochéara pytali, ¢i je
jeho dielo podarené, aj zaporna aj kladnd odpoved by bola typu ” ani len zle”, kym neexistuje
socha, ktorej krasu by bolo mozné postudit. Analdgia je slabd, ale to sa pri klasickom komentari
kvantovych javov da ocakavat.

Skutocnost, Ze niektoré otazky nemaji vyznam, mo’no nie je takd nezvycCajna alebo tazko pri-
jatelnd. Otazka, ¢i sa mé pozorovatelna veli¢ina spajat so systémom ako takym alebo s meranim
na tomto systéme, mohla byt nastolend uz na trovni klasickej mechaniky. Aj tam by c¢lovek po
chvili poctivého uvazovania uznal, ze hovorit o uréitej hodnote pozorovatelnej veli¢iny bez vztahu
k pozorovaniu je dost nevedecky koncept. Preto je zmysluplnost otazok typu Akd je hodnota po-
zorovatelnej veliciny X, ak ju nepozorujeme? dost pochybnd uz v klasickej fyzike. Akurat ze tam
ndm nuansy unikaju vdaka tomu, Ze klasicka fyzika nepouziva v tomto smere taky jemny hreben
ako kvantova tedria. T4 moze byt neintuitivna v mnohych ohladoch, ale v niektorych je pri troche
velmi oby¢ajného uvazovania logickejsia.

5.6 Konkrétna reprezenticia: hybnost, poloha, energia

Doteraz sme hovorili velmi v8eobecne. Fyzikdlnym veli¢indm maju prislichat nejaké hermitovské
operatory posobiace na vlnovych funkcidch. Ale hermitovskych operédtorov je vela. Ako z nich vy-
berat? Tu nam opét prichddza na pomoc zdsada revolicii vo fyzike nevyhadzovat ¢o bolo dobré
na starsej tedrii. Ned4d sa popriet, Ze energia, poloha, hybnost, moment hybnosti atd z klasickej
fyziky funguji v istom priblizeni velmi efektivne. Pokiisime sa preto zachovat spojitost s klasic-
kou fyzikou v8ade, kde tato funguje, bez zanedbania toho, ¢o nis naudil trebars dvojstrbinovy
experiment, kde tato tedria zlyhala. Spominany experiment ndm napriklad hovori, ze hybnost a
poloha st spojené nejakou vzajomnou neuréitostou. Cim viac okreSeme interval hybnosti, tym viac
nam narastie interval polohy. To napoveda, Ze operatory polohy a hybnosti nebudi komutovat pri
posobeni na vlnové funkcie. Slo by to napriklad takymto priradenim (v jednorozmernom pripade):
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Poloha + &: 9 — 30 :=2U(x,t) (55)

g\I!(zzc,t)

Hybnost < p: ¥ — pU = —iha
x

Preco takto? Argumentov je dost, ale treba rozumiet, Ze ked sa vytvara nové tedria, neda sa od-
vodit zo starej (nebola by novd), nanajvys sa fiou dé ingpirovat. Vhodnost in$pirdcie je potom
rozhodnutd experimentalne. Fyzika sa nerobi v zrkadlovej miestnosti, treba sa pozerat von oknom
a konfrontovat s realitou.

Jednou z motivacii definovat operator polohy ako obyc¢ajné ndsobenie suradnicou je jednodu-
chost. Takto definovany operdtor méa svoje asociacie s argumentom vlnovej funkcie ¥(z,t), ktory
je interpretovany ako stiradnica konfigurac¢ného priestoru. Pre¢o potom aj operator hybnosti ne-
definovat ako nédsobenie hybnostou? Tu by sme narazili na poziadavku pre tieto operatory, aby
nekomutovali. Teda hladdme nejaky operator, ktory nekomutuje s x, pricom hodnota komutatora
operdtorov by mala byt imernd Planckovej konstante, tak napoved4 dvostrbinovy experiment?®
Naga volba tu ddva naozaj konstantu, dokonca timernti Planckovej®%:

ov 0
£, p|VU = z(p¥) — p(z¥) = —th— | — (—th)=— (V) = AT o7
.10 = a(p0) ~ 5@0) = = (05 ) - (im) - (@) = i 657)
Operétory hybnosti a polohy st dolezité, nakoniec v klasickej mechanike im asociované veli¢iny x,
p tvorili siiradnice fazového priestoru klasickych stavov. Ostatné veli¢iny boli funkciami tychto, a

stoji za to sa po tejto analdgii pustit aj v kvantovom pripade. Napriklad kinetickd energia Castice
2

s hmotnostou m bola v klasickom pripade dand ako Fj = 7. Potencidlna bola funkciou polohy

U(z). Potom v kvantovej verzii mozeme vyskasat moznost

hQ 82

9
Kineticka energia + Ey:V — E,¥ = Py
2m 2m Ox?

Potencidlna energia < U:V — UV = U(2)¥ = U(z)V¥

Operator celkovej energie mé svoje $pecidlne meno, hamiltonidn, a velmi osobitné postavenie

52 2 52
Celkova energia <« H:V — HU = <§n + U(i)) U= <_2hm(‘;12 + U(x)) U (58)

Upozornime tu, ze vo viacerych rozmeroch by bol hamiltonidn dany ako

HU = (_inA + U(a:)) W (59)

35Dalsi argument je z tedrie symetrie a zdkonov zichovania, ktord nam hovorf, 7e translaéna invariantnost v
nejakom smere sivisi so zachovanim hybnosti v tom smere, a Ze operdtor hybnosti je generdtorom translicii.
Generdtor translacii v nejakej premennej je imerny derivacii podla tej premennej. V stvislosti s tymto je odporiéané
konzultovat texty o tom pojednédvajice.

36Imaginarna jednotka nas nemusi znepokojovat. Operdtory nemusia byt redlne, déleZité je , aby tie, ktoré
zodpovedaji nejakej meratelne]j veli¢ine, mali redlne vlastné hodnoty. Imaginarne jednotky v definicii operatorov
moZu prave zachranif splnenie tejto poZziadavky.
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Laplacian je geometricky velmi kla¢ovy operédtor. Niekedy sa hovori o relativite ako krasnej geomet-
rickej tedrii a o kvantovej mechnanike ako o nie¢om nevelmi ladiacom. Nejaké problémy tam s,
ale kvantova mechanika mé ocividne s geometriou mnoho docinenia.

Samozrejme, je namieste otdzka ¢ takito kongtrukcia operdtorov bude fungovat vzdy. Naozaj
staci len vziat klasické vyjadrenie fyzikalnej veli¢iny ako funkcie polohy a hybnosti, a v iom zame-
nit klasickt polohu a hybnost za naSe operatory (56), (57)7 Apriori nemame pravo predpokladat,
ze takyto jednoduchy recept bude fungovat, ale oplati sa ho vyskasat v ramci Occamovej britvy, a
upravit, ak sa potom predpovede nezhodni s experimentom. Napodiv (alebo o¢akivane?) jedno-
duchy recept velmi ¢asto funguje. Nie celkom vzdy, a je to do istej miery oc¢akavatelné aj preto, ze
kym z, p klasicky komutuj, ich kvantové verzie &, p nie. Ak nejaka klasickd veli¢ina obsahuje ¢len
umerny sucinu zp, je to zaroven ¢len tmerny sucinu px. Ale v kvantovom pripade &p # pz. Niekedy
sa vec dd oSetrit velmi jednoducho: prepiSeme klasicky vyraz tak, aby bol explicitne symetricky
na permutdciu, a kvantovy urobime podla toho vzoru

pm:px—;—xp px—;—xp

5.7 Casovy vyvoj

Uz mame kvantovia verziu reprezentécie stavu systému ako vinovej funkcie (amplitady pravdepo-
dobnosti), a reprezentaciu niekolkych veli¢in ako operdtorov na vinovych funkcidch. Ako budeme
reprezentovat ¢asovy vyvoj?

V tomto pripade sa velmi oplati poznat hamiltonovsky formalizmus v klasickej mechanike. Zdo-
raznime, %e sa nejednd o ina tedriu, ale o iny, stale klasicky, formalizmus. Velmi stru¢ne ho tu
predstavme aspon nakolko bude potrebné pre dalSie ucely. Pozrime sa, ¢o vlastne klasickd me-
chanika robi. Zo znalosti stavu systému teraz ndm pohybové rovnice poskytuja predpoved pre
stav neskor (alebo aj spitne). Casovy vyvoj systému predstavuje postupnost (parametrizovant
¢asom) jednotlivych stavov. Pohybové zdkony nidm umoziiuji zrekonStruovat tito postupnost
zo znalosti jedného jej ¢lena. Ako sme uz spominali, stav systému v klasickom pripade je pre velmi
jednoduchy systém (ako hmotny bod hmotnosti m v jednom rozmere) dany jeho polohou z a
hybnostou p = mi (tradi¢ne bodka znad¢i ¢asovi derivéciu).
Newtonov druhy zdkon pre toto teleso

mi = F (60)

je diferencidlna rovnica druhého radu. F' je externd sila posobiaca na teleso, nezdvislou premennou
je Cas t (parameter vyvoja), zavislou je stiradnica polohy telesa x(t). Takato rovnica druhého radu
vyzaduje dve pociato¢né podmienky - hodnotu neznamej funkcie a jej prvej derivacie v nejakom
konkrétnom (obvykle pociatoénom) ¢ase. Inymi slovami stav v nejakom Case.

PrepiSme rovnicu (60) do tvaru, v ktorom vystupujia klu¢ové pojmy (stav, energia, vyvoj)
tak explicitne ako sa da. Hybnost savisi s ¢asovou derivaciou polohy, zmena hybnosti stvisi so
silou

p=F (61)
P
T=—

m

Vidime tu neoficidlny zakon zachovania formélnej zloZitosti - mame dve rovnice prvého radu (61)
namiesto jednej rovnice druhého radu (60).

Ak je sila konzervativna, moZeme ju vyjadrit ako zaporne vzaty gradient potencidlnej energie
U. Ale kedze kinetickd energia zavisi od hybnosti, nie od polohy, méze byt beztrestne vsunuta do
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”pozi¢ného gradientu”:

F=-0,U= *am(U + Ek) = -0, F
Tymto prepisom sily ako zdpornym gradientom energie mame polovicu (61) vyjadrena s energiou
na pravej strane. Aby sme podobnt vec dosiahli aj pre druhd polovicu, v§imnime si, Ze pravd
strana moze byt prepisand ako derivacia kinetickej energie (Ej = p?/2m) podla hybnosti. Tentoraz
vyuZijeme skutoc¢nost, ze potencidl nezavisi na hybosti v pripadoch ktoré tu uvaZujeme, a teda
mozeme do derivacie bezpeéne popri kinetickej energii prepasovat aj potencidlnu:

% = 0,E), = 0y(Ey + E,) = 0,F

£0)- (59

7

. A este vSetko dokopy:

Teda asova zmemu stavu sivisi s energiou®’, resp. so vztahom energie a stavovych veli¢in (x, p).
Ako teraz najst kvantovomechanicka verziu zdkonov pre ¢asovy vyvoj? Ako uz bolo spomenuté,
keby sa dali odvodit z klasického pripadu, bola by kvantova mechnanika len $pecidlnym pripadom
klasickej. Je ¢as midro hadat kym nepride zhoda s experimentami.

Sktisme sa vSak inspirovaf klasickym pripadom (62): Casovy vyvoj stavu bude zrejme ¢osi imerné
¢asovej derivacii vlnovej funkcie, 0; ¥. Vztah energie a stavu moze byt cosi tmerné HY. Analdgia
klasickej verzie teda moze byt HU = kd,U. Konstanta timernosti by mala byt volena tak, aby
bola zhoda predpovedi s experimentom, aby bol operdtor ¢asového vyvoja hermitovsky v zmysle
(47), ¢o suvisi s komplexnou jednotkou, a vhodne uhddnut zvy$ok poméaha aj pohlad na Planckovu
kon§tantu v definicii hamiltonidanu a poziadavka rozmerovej konzistentnosti.

ih0, U (x,t) = HU(z, t) (63)

L 0 h? 02
ih a\ll(x,t) = <27n6362 + U(x)) U(z,t)

Pre viacrozmerny pripad je rozsirenie trividlne (na napisanie, nie nevyhnutne dorieSenie)

hZ
ih%\lf(ﬁ t) = <2mA + U(F)) U(7,t) (64)
To je zndma Schrédingerova rovnica pre ¢asovy vyvoj stavu (amplitidy pravdepodobnosti) v
x-reprezentacii. Je to parcidlna diferencidlna rovnica, prvého radu v ¢asovej derivacii a minimaélne
druhého v priestorovej, kedze kinetickd ¢ast hamiltonidnu zahfha laplacidn. Treba eSte v zévislosti
od konkrétneho pripadu doplnit poéiatoé¢nii podmienku a okrajové podmienky. Naro¢nost
najdenia rieSenia zavisi do velkej miery od konkrétneho tvaru potencidlu U (7). UkdZeme si neskor
jednoduchy priklad kde je rieSenie Tahké a zdroven na hom vidno aj trochu toho slavneho kvanto-
vania.

Najprv vSak komentar k ¢asovej zavislosti. Uvazujme, ako suvisi vlnova funkcia v nejakom case ¢
s jej podobou v Case o € neskor:

U(z,t+€) = U(x,t) +edU(x,t) = (1 — iheH)U(x,t)

3TV klasickej mechanike v lagrangeovskom a hamiltonovskom formalizme energia stvisi s generdtorom posunuti
v Case, a tie sa reprezentuja deriviciami podla Casu. Zakon zachovania energie stvisi prave so symetriou systémov
vo¢i posunutiam v Case.
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Hamiltonidnu sa preto hovori generdtor ¢asového vyvoja, kedze je tmerny Casovej derivacii,
a tato diktuje prvy krok v Taylorovom rozvoji. Operator takto sivisiaci s ¢asovym vyvojom, s
predmetom, ktory fyzika skiimala azda vo vSetkych svojich etapach, bude mat klIti¢ovy vyznam,
a s nim samozrejme aj veci ¢o s nim suvisia, napriklad vlastné ¢isla a vlastné funkcie. Tieto
tvoria Gplny systém a casto sa volia ako baza. Okrem ich vyznac¢ného postavenia aj pre svoju jedno-
duchost. Vlastné ¢isla hamiltonidnu teraz budeme volat sugestivne E namiesto . Ak je spektrum
diskrétne, bude aj rodina vlastnych fukcii diskrétna, vtedy sa ¢asto oznacuji aj spodnym indexom.

—

Pre vlastné stavy hamiltonidnu ®(7,¢) plati

iho,®(F,t) = HO(7,t) = E®(7,1) (65)

To su vlastne dve rovnice

ih 8, (7,t) = E (F, 1)

H (7 t) = E®(7,t)

Casova zavislost jednotlivych vlastnych stavov hamiltonidnu (samozrejme zmieSané stavy
na tom mozu byt inak, kedZze kombinécia jednoduchych veci moéze nabrat zlozitej$i charakter)je
velmi jednoduché - exponencidlna funkcia exp (—iEt/h). Vlastny stav hamiltonidnu ®(7, ¢) sa teda
da napisat ako suéin Casovej exponenty a funkcie priestoru ¢(7), ktord je rieSenim bezcéasovej
Schrédingerovej rovnice

Ho(7) = Eg(7) (66)

O(7,t) = Be "Rt o(F) (67)

B je kon$tanta, vo v8eobecnosti komplexné. Jej velkost stvisi s normovanim. Volnost pripadnej
fazy e'® stvisi s tym, ze stav je dany ako l4¢, mnozina vlnovych funkeii liiacich sa len fazou.
Niekedy sa vynechéva privlastok ”bezéasovd”, treba si vSak uvedomit Ze sa jedna len o skratko-
vité vyjadrovanie. Podobne ako v klasickej mechanike, aj v kvantovej rieSime ¢asovy vyvoj stavu,
a podobne ako tam, je tento vyvoj fundamentalne spity s energiou. Bezcasovd Schrédingerova
rovnica je medzikrok vo vypocte, a kym Casova plati pre vSetky stavy ktoré mozu nastat (aku-
rat pri zmieSanych nemozno apriori oc¢akivat taka jednoduchii ¢asovi zédvislost ako pri éistych),
bezcasové plati len pre Cisté, vlastné stavy hamiltonidnu. Bezc¢asova rovnica mé vSak s ¢asovou
zévislostou ¢istych stavov velmi mnoho. Totiz riesenim bezéasovej Schridingerovej rovnice do-
stavame konkrétne povolené hodnoty energie, ktoré potom dosddzame do exponenty popisujicej
casovt zdvislost Cistého stavu.

VSeobecny, zmiesany stav V(7 ¢) sa potom di napisat ako linedrna kombindcia viace-
rych vlastnych stavov hamiltonidnu ®(7,t). Ak je spektrum diskrétne, je diskrétna aj rodina
vlastnych funkcii a treba sumovat.
) E’VL
(1) =D enPu(Ft) =D cne Bl g (i) (68)

n n

V pripadoch, ked je spektrum hamiltonidanu spojité, treba namiesto sumy vziat integral.

\I/(F,t):/EdEC(E)QE(F,t):/ dEC(E) e "%t ¢ (F) (69)

E
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V takomto pripade hraja spojito rozlozené hodnoty véhy C(FE) tlohu analogicka ako koeficienty
cn, 7 diskrétnej verzie.

Zhrhme tato ¢ast prechodu od klasického ku kvantovému popisu:

Casovy vyvoj systému klasicky:

Casovy vyvoj systému kvantovo:

N
zhﬁlll(r,t) = HU(7,1)

Teda takto sa riesi Casovy vyvoj stavov v kvantovej mechanike. Upozornime tu vSak, ze Sch-
rodingerova rovnica predpoveda ¢asovy vyvoj pre nerusSeny systém, a predpovedd ho urcito - s
dodanim pociatoc¢nej a okrajovych podmienok mame jednoznac¢né rieSenie pre amplitidu, az na
mozni komplexnt fazu. Akurat Ze ak prevedieme na systéme meranie, Schrodingerova rovnica uz
s nim prineseny kolaps vlnovej funkcie nepopisuje. Ale pre ttekom nam eSte zanechd pravdepo-
dobnosti pre vysledok. Ako sa deje kolaps je dost nejasné na to, aby sme fyziku nepovazovali za
¢o i len blizku hotovej.

5.8 Tony z hlbiny

Vsetko vysSie napisané bolo zatial formulované vSeobecne, a pri takej prezentacii ¢asto hrozi, ze
sa zo zretela strati, ¢o je vlastne zname, ¢o nezndme, a v akom poradi treba vypocty prevadzat.
Ukazme si teda notoricky znadmy priklad kvantového systému, elektrénu v potencidlovej jame. Ako
to stvisi s hudbou by mohlo byt jasnejSie o chvilu. Elektrén je, ako sme videli na dvojStrbinovom
experimente, akasi entita javiaca vinové a Casticové vlastnosti. Tendencia vyhladdvat preferencéne
oblasti s niz8ou potencidlnou energiou plati aj v kvantovej mechanike®®. Pod potencidlovou jamou
sa mysli oblast, kde je potencial nizky (najjednoduchsie bude dat tam jeho nulova hladinu) oproti
situédcii v okoli. Ako nas prvy priklad vezmime predpoklad, Ze v okoli je potencidl dost velky na
to, aby sme ho efektivne mohli povazovat za nekonecny. Teda Ze elektrén je naisto v ohranicenej
oblasti, kde je potencial nulovy.

U— oo U— oo
Zakézana u=0

0 L zakézana
oblast' povolend oblast

oblast’

Obr. 31: Jednorozmerna nekonecne hlboka potencidlova jama. Steny si treba predstavit do neko-
necnej vysky. Elektron je viazany na jednorozmerni tisecku, plosny obrazok pouzivame, aby sme
naznacili aj hodnoty funkcii na osi.

38Ten okrajovo tu spomeiime, e ani v klasickej ani kvantovej tedrii nejde len o energeticki agendu, ale o akiisi rov-
novahu medzi snahou minimalizovat energiu a maximalizovat entropiu. V tomto jednoduchom systéme si vysta¢ime
s tvahou o energii.
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Pre hamiltonian mame

2 92
H= L +U(x)

 2m 922

kde m je hmotnost elektrénu a potencidlna energia je skokovita funkcia

U@)= 0 z e (0, L)
U(z) » o© x € (—o0, 0) U (L, c0)

Efektivne je elektron viazany na tsecku. Na§ model je extrémne idealizovany, z realnych objektov
sa mu blizia niektoré dlhé molekuly s elektrénmi slabo viazanymi na konkrétne jadro, ale s pohy-
bom obmedzenym na molekulu.

Pre v8etky mozné stavy elektrénu ¥(z,t) ma platit Schrodingerova rovnica
ih0, U (z,t) = HU(z,t)
Néajdime v8ak bazu. Pre ¢isté stavy ®(x,t), vlastné funkcie hamiltonidnu, ma platit

ihou®(x,t) = H®(2,t) = E®(x,t)

teda postupne

HO(x,t) = Ed(x,t)

ih0;®(x,t) = E®(x,t)

Casové zavislost sa navrhne jednoducho
Dz, ) = e FIT0 ()

kde ty zavisi od podiato¢nych podmienok. Tu ho pre jednoduchost vezmeme nulové. Nevieme eSte,
aké F,, patri do exponentu. To vSak ziskame dosadenim do priestorovej Casti a jej doriesenim:

A (e Ft(a)) = Be~Fro(a)

(-3 o +U@)) (+7H76(0)) = BT o)

" 2m 02

(-4 s + V) ) o) = Bt

- 2m 0a?

Teraz je Cas uvazit konkrétnu podobu potencidlu a interpretaciu vinovej funkcie. Ak je poten-
cidl na intervaloch z € (—o0, 0) U (L, co) nekonecny, elektrén tam naisto nebude. Amplitada
pravdepodobnosti tam bude nulové v kazdom ¢ase, teda jej priestorovéa ¢ast spliia

¢(z) =0 x € (=00, 0) U (L, 00)

Na zvy$nom intervale z € (0, L) je potencidl nulovy, a beztasovd Schridingerova rovnica pre
priestorovii ¢ast vlastnych stavov je velmi jednoducha:

0? 2mFE

w‘i)(f) = _?Cf)(x)
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s vSeobecnym rieSenim

¢(x) = Acos <\/ Q;?QE :E) + Bsin ( QT;E ;v)

Pozrime, kolko ndm tu ostalo nezndmych parametrov: konstanty A, B a vlastné ¢islo E. Kolko
rovnic mame k dispozicii na ich ndjdenie? Mame tu jednak normovaciu podmienku na amplitidu
pravdepodbnosti (pravdepodobnost najst elektrén na intervale (0, L) je rovna jednej), a dve okra-
jové podmienky pre nulovi hodnotu vlnovej funkcie ®(x,t) na okrajoch povoleného intervalu v
kaZdom case (a to tu vie zabezpetit len jej priestorova cast ¢(z)).

Podmienka ¢(0) = 0 ndm zakaze kosinusovi Cast

0 = ¢(0) — A=0

a podmienka ¢(L) = 0 ndm obmedz{ moZnosti na argument sinusu

2mE 2mE
0:¢(L)=Bsin< ’;;L> = 2 L=

pre nejaké celé ¢islo n. Nula je zakdzand, lebo takd volba by viedla k identicky nulovej amplitade
pravdepodobnosti v celej jame, ¢o je v protiklade s predpokladom, ze tam nejaky elektrén naisto je.
Nagu podmienku mozno splnitf mnohymi, av§ak len velmi §pecidlnymi hodnotami energie, diskrétne
rozlozenymi. Oznacme ich ako

wh?
=——n
" omL?
Im prislachajice vlastné stavy hamiltonianu budua

2mkE, i En
O, (x,t) = B, sin( 777;2 x) et

Pre jamu nejakej fixnej sirky mame povolené len tie hodnoty energie, ktoré s timerné prevrate-
nému Stvorcu tejto Sirky. Najnizsia je
n2h?

B =
V™ omL?

Ostatné st jej ndsobkami. Nie st ekvidistan¢né; vyssie st jej n?- nasobkom, teda mame postupnost
FEy, 4F1, 9E;, 16E;, 25F,

Este najdime konStanty B,, z normovacej podmienky. Akykolvek pripustny stav, ¢isté nevynima-
jic, ma splhat interpretaciu ako amplitiida pravdepodobnosti a z toho plyniice dosledky. Kom-
plexny kvadrat preintegrovany cez cely dostupny interval je rovny jednej, ¢o nam da potrebni
podmienku pre konStantu B,,. Pri vypocte sa zide skutoc¢nost, Ze

2mEn_nl
V rt T L

84



L
1:<<I>n|<I>n>:/ dx ®,®]
0

L
= / dz Bjsin (—mm> et B]sin (—mm) e
0 L L

L
L
= ‘Bn|2/ dx SiIl2 (?) = |Bn|2 5
0

Toto je obmedzemie na velkost B,,, nie na pripadant komplexnt fizu e'*. V tomto pripade nor-
movacia konStanta je pre vSetky n rovnako velkd. MdZeme pre jednoduchost volit

Teda sme dostali takéto vlastné stavy hamiltonidnu pre elektrén na tsecke, bazu na vyjadrenie

vSetkych ostatnych:
2 2mkE, i En
O, (2,t) = \/Zsin < 77;2 :1:) i 4 (t=to)

Obr. 32: Priestorova ¢ast amplitid pravdepodobnosti pre prvé tri stavy s ostrou hodnotou energie

|61()[* o ()| |6a()I”

Obr. 33: Hustoty pravdepodobnosti pre prvé tri stavy s ostrou hodnotou energie

Cisty stav elektrénu na tisecke velmi pripomina momentku klasickej struny chvejticej sa v ¢istom
téne. Aj v pripade elektrénu ide o momentku, lebo je zndzornend len priestorova cast. Podobne
ako sa struna chveje s nejakou frekvenciou, jednou z povolenych dizkou struny, aj elektrénova am-
plitada prekmitava s frekvenciou E,, /A, pricom tato tiez nadobuda len jednu z hodndt povolenych
rozmerom priestoru, na ktory je viazand.

5.9 Citat medzi rovnicami

Pozbierajme zaverom nejaké tvahy, ktoré je Tahko zabudnit pri slepom pocitani. Toto bola len
mald exkurzia do kvantovej mechaniky. Nepreskiimali sme problém merania, ani relativistické ro-
z§irenia takého hrackarskeho modelu ako bol prezentovany a mnoho iného. Ale aj po maélo krokoch
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sa da robit aspon lokdlne postdenie vyvoja.

O wilnovo casticovom dualizme sa uz povedalo tolko, Ze samotné notorickost niekedy moze budit
dojem porozumenia. Bolo by omylom domnievat sa, Ze sa jednd o otazku tykajicu sa az kvan-
tovej fyziky. O vlnovych aj ¢asticovych (korpuskularnych) vlastnostiach svetla sa sporili fyzici uz
za Newtona, pri¢om obe stranky mali argumenty v prospech svojho nézoru. Specidlna relativita
tiez vykazuje velmi silné ¢rty tohto dualizmu. To, Ze vo vyzna¢énych - inercidlnych - vztaznych
sustavach rychlost svetla nezavisi od pohybu jeho zdroja, poukazuje na vlnovy chrakter svetla.
Rychlost sirenia vin na hladine jazera alebo zvukovych vin vo vzduchu ma takito vlastnost. Rych-
lost signdlu je dand parametrami prostredia, ktoré ho nesie. Na druhej strane, to, Ze rychlost svetla
vnimaji ako izotropni vsetci inercidlni pozorovatelia, poukazuje na balistickd, ¢asticovi tedriu.
Ak ¢lovek na hladko sa pohybujicom vlaku hodi od seba na dve opacné strany (jednu v smere
pohybu vlaku, druhi proti smeru) dve lopticky rovnako velkou silou, buda sa v ststave spojenej
s vlakom pohybovat rovnako velkou rychlostou. A §pecidlna relativita tito vlastnost pripisuje aj
svetlu. Teda Casticovo vlnova povaha svetla bola davnou otdzkou. Azda trochu novSou bola ¢as-
ticovo vlnova povaha aj hmotnych objektov ako elektrény. Nakoniec vS8ak mozno to bolo treba
oCakavat - ak podla relativity synchronizovanie hodiniek na roéznych miestach mozeme robit bud
hmotnymi objektmi (ako lopticky spomenuté vyssie) alebo svetelnymi signdlmi, poukazuje to na
podobné previazanie s Casopriestorom ako u svetla, tak u hmotnych ¢astic. Vlnovost a Casticovost
st tiez v podstate pojmy nemyslitelné bez Casopriestoru, a teda nie je taky absurdny predpoklad,
7e sa elektrény a svetlo buda podobat aj v tomto.

Obr. 34: Castica aj vlna st len modely. Modely st pouZitelné az kym takymi neprestant byt.

Je dobré ujasnif si v stvislosti s akymi javmi st uzito¢né, a mozno dalej pouZzivat bezny jazyk,
hovoriaci o morskych vindch ako vinach a malych kiiskoch hmoty ako o Casticiach. Ale jedna sa len
o uzito¢ny efektivny model. Morské viny su plné Castic, ktoré by pod drobnohladom javili vinové
vlastnosti na dalsej iirovni. Slogany typu ”podla kvantovej mechaniky sa éastica mdze vyskytovat
na dvoch miestach naraz”si, zjemnene povedané, trochu nestastné. Ich ”Sokujicost”je v tom, ze
pouzivaju pojem (”Castica”) ako ho Iudia maja zafixovany z klasickej mechaniky, a predstavia
ho v situécii, ktord je v tej klasickej mechanike nemyslitelnd. Experimenty vedice ku kvantovej
mechanike vSak nehovoria o tom, ¢o robi klasicka Castica, ale ze klasicka Castica neexistuje. Res-
pektive ak hej, nie je to ni¢ z toho, co bezne oznacujeme ako ”Casticu”. S vlnami je to podobne.
Ani svetlo nie je ” elektromagnetické vlnenie”v klasickom zmysle.

Asociicia kvantovej mechaniky s neurcitostou modze niekedy narobit vela Skody, ak sa nerozumie
poriadne. Podobne ako relativita netvrdi, ze vSetko je relativne (naopak), ani kvantovd mecha-
nika netvrdi, Ze v8etko je viac ¢i menej neurcité (naopak). Neurcitost ako takd nebola poprvykrat
prinesend kvantovou mechanikou. Fourierova transformécia bola znama sto rokov pred fou, a
tato viaze dve veliiny vztfahom neurcitosti velmi podobnym tomu Heisenbergovmu. Zenove sta-
roveké tivahy o probléme existencie ¢ neexistencie pohybu v jednom okamihu (ked je poloha
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urcend presne) mozno chapat v savislosti so zmysluplnostou ¢i nezmysluplnostou pojmu okamih,
teda moznosti spojitého delenia ¢asového intervalu na mensie donekonecna - a tiez v suvislosti s
nekompatibilitou sti¢asného poznania hybnostia a polohy, teda ”heisenbergovskou”neurcitostou.
Opit, poucenim kvantovej mechaniky je, Ze niektoré pojmy (ako napriklad stav a hodnota kon-
krétnej veli¢iny) nemozno k sebe slepo priradovat. Neur¢ité mozu byt niektoré veci z tych, ktoré
sme za také nepovazovali. Ale st veci, ktoré kvantovd mechanika berie ako isté. Napriklad prav-
depodobnost musi byt normovand. Prave poZziadavka tejto istoty (ktord okrem iného naznacuje,
Ze niektoré veci jednoducho nemizni) vedie ku kvantovaniu energie v mnohych systémoch - pozia-
davka istoty, nie neurcitosti. Schrodingerova rovnica tiez nie je neista v zmysle nedeterministicka.
Stav systému sa podla nej vyvija velmi jednoznacne. Zo stavu teraz rovnica povie stav neskor.
Akurat Ze ten stav mé pravdepodobnostny charakter, prejavujuci sa v situécii, ked Schrodingerova
rovnica priebeh prestane popisovat - pri merani. Netvarme sa v8ak, Ze determinizmus nedostal s
prichodom kvantovej mechaniky fazk( ranu. Problém merania, kolapsu vlnovej funkcie, je stile
este otvorend vec (ako nakoniec mnoho veci vo fyzike), ale nevyzerd pravdepodobné, Ze by este
bolo treba sa obavat determinizmu v zmysle, akym bol niekedy prezentovany.

Kvantové fyzika sa Casto tiez spomina v stavislosti s diskrétnymi, nespojitymi spektrami. Nako-
niec ma to aj v mene. Na jav kvantovania a absurdity kontinua v niektorych pripadoch vsak
nardzali Tudia uz ddvno. Bezzvyskové zreagovanie chemickych latok, ak ich mnoZstva boli v po-
mere vhodnych celych ¢isel, bola ndpoveda k atoméarnej tedrii, ¢o mozno povazovat za kvantovanie
hmoty. Toto bolo na stole davno pred dvadsiatymi rokmi dvadsiateho storoc¢ia. Vysky harmonic-
kych ténov na strune ako celociselné nasobky zakladnej vysky boli zndme hadam tak dlho ako
strunové néstroje, ¢o mozno povazovat za kvantovanie hudby. Prekvapenie kvantovej mechaniky
v8ak bolo v tom, Ze kvantované boli aj veci, o ktorych to malokto ¢akal.

Obr. 35: Hudbe pomaha kvantovanie jej krokov, na cestich je niekedy nevyhnutné. Priepast sa
neprekond na mnoho malych skokov.

Mozno aj uspech diferencidlneho poctu viedol Tudi k mienke, Ze ”priroda nemé rada skoky”. Nezda
sa vSak, ze by k nim mala zrovna odpor. Poucenie z kvantovej mechaniky okrem iného je, ze prie-
pasti mozu byt tam, kde si namyslame spojité prechody. Mozno ich je viac ako si myslime, alebo
je to este celé inak.
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