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Tento výber tém z fyziky je predkladaný ako doplnok k základnému kurzu pre technické odbory.
Snahou je predlo¾i» témy vo fyzikálnom duchu - je tu menej dôrazu na algoritmické pou¾ívanie
prírodných zákonov v konkrétnych technických aplikáciách a viac na hlb¹ie zamý¹µanie sa nad
jednoduchými vecami. Text je tie¾ zostavovaný s výhµadom na nov¹ie kapitoly, ako relativita a
kvantová teória, ktoré majú s klasickou mechanikou spoloèné viac, ne¾ je èasto vidie» pri rýchlych
prehµadových prezentáciách. Pri zohµadnení týchto kritérií sa mô¾u dosta» do popredia aspekty,
ktoré sa v be¾nom kurze spomenuli len okrajovo alebo vôbec. Naopak tie, ktoré sú pre technické
aplikácie preberané v prvých kurzoch do vyèerpávajúcich detailov, tu mô¾u by» prakticky vyne-
chané.

Tento projekt získal �nancovanie z výskumného a inovaèného programu EU Horizon 2020 v rámci
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1 Klasická mechanika s výhµadom k zov¹eobecneniam

1.1 Popis javov v prírode

Vo fyzike sledujeme javy okolo nás, sna¾íme sa nájs» v nich nejaký princíp, odhali» pravidlá
hry, korektne ich sformulova» a potom ich konfrontova» s ïal¹ími pozorovaniami .
Aký proces sa v¹ak skrýva za tak krátkym popisom práce! Ako sledujeme? Ako reprezentujeme
pozorované javy v na¹ej mysli èi reèi? V akom jazyku a ako sformulujeme princípy, ktoré sú za
spomenutými javmi? Èo je mierou korektnosti danej formulácie?
Toto nemá by» �lozo�cký traktát, ale ne¾ sa èlovek ponorí kdesi do mora vzorcov a výpoètov, je
dobré sa poobzera», o èo sa vlastne jedná.

1.1.1 Cez �lter vnímania a predpokladov

Na¹e sledovanie javov okolo nás je poznaèené na¹im spôsobom vnímania, spracovania signálov
sprostredkovaných na¹imi zmyslami. Dosah týchto mô¾eme vylep¹i» pou¾itím vhodných prístro-
jov. Av¹ak výber a spracovanie informácií je nevyhnutne poznaèené spôsobom, akým funguje ná¹
mozog a k dôsledkom tohto faktora nemáme nadhµad z ktorého by sme ich nezávisle posúdili.
Mô¾eme sa sna¾i» od�ltrova» rozlièné subjektívne prvky v pozorovaniach, ale tento faktor do istej
miery ostáva. Na¹a schopnos» objektívneho skúmania prírody je relatívna. Treba robi» èo sa dá.
A iste nevyvodzova» z na¹ej subjektivity ¾e niè nie je objektívne.

Èo sa týka reprezentácie javov v prírode v na¹ej mysli, problémom pri snahe o pozorné uva-
¾ovanie mô¾e by» práve zdanlivá situácie, mno¾stvo implicitných predpokladov, ktoré u¾ ani ako
také nerozoznávame. Nie ¾e by na tom, ¾e máme predpoklady, bolo samo osebe nieèo zlé; napriek
pseudovedeckým sloganom o tom ako treba nikdy niè nepredpoklada», faktom ostáva, ¾e s nulo-
vými predpokladmi sú nulové výsledky. Ale je dobré sa zamyslie», èo máme v na¹ej teórii v roli
samozrejmých pojmov (napríklad v euklidovskej geometrii to boli priamky, body, uhly, kru¾nice)
a èo ako axiómy o nich (príkladom sú opä» Euklidovské axiómy, napríklad ¾e ka¾dé dva body sú
jednoznaène prepojiteµné priamkou atï). Potom mô¾eme robi» rozlièné odvodené závery, konfron-
tova» ich s pozorovaním sveta okolo a prípadne prehodnoti» svoje voµby axiómov. A celý proces
opakova».

1.1.2 Základné/referenèné pojmy a ich matematická reprezentácia.

Zbierame teda pozorovania z reálneho sveta, a pri ich spracovaní v na¹ej mysli si zavádzame zá-
kladné popisné pojmy ako èas, teleso, poloha. Pou¾ívame ich èasto, a pritom máme veµké »a¾kosti
ich vysvetli» pri tých vzácnych chvíµkach hlb¹ieho uva¾ovania alebo rozhovoru s malými de»mi. Èo
myslíme pod telesom? Kde je jeho hranica? Patrí k nemu táto hranica? Poloha znamená èo? Je
prázdny priestor prázdny pojem? Èo je èas?

Èokoµvek ten èas je, keï z neho aj vlastnej mentálnej kapacity minieme isté kritické mno¾stvo,
azda sa pokúsime postupova» ako Euklides a ïal¹í matematici a uvedomi» si, ¾e nejaké pojmy budú
musie» by» v úlohe základných, ktoré sa budú vyskytova» ako dané, referenèné, a ktoré nevieme
vysvetli» èi popísa», keï¾e sú najzákladnej¹ie pomocou ktorých vysvetµujeme alebo popisujeme
ostatné. Oprávnenos» takého postupu (osobitne voµbu základného súboru pojmov) potom treba
spätne skúma» podµa toho k akým zmysluplným výsledkom povedie.

Na¹e popisné pojmy vo fyzike reprezentujeme matematickými objektmi ako súbory èísel,
funkcií, tenzorov, geometrických obrazcov atï. (Napríklad súbor v¹etkých, hoci aj hypotetických
kon�gurácií v priestore niekedy modelujeme ako euklidovský priestor; posunutia v tomto priestore
ako vektory; trajektórie telies ako krivky v tomto priestore, èas èasto reprezentujeme ako parame-
ter èíslujúci jednotlivé polohy na krivke atï.)
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Potom pou¾ívame veµmi voµný ¾argón, zamieòajúc reprezentovaný jav s matematickou reprezen-
táciou. Je to pomerne ne¹kodný folklór - pokiaµ èlovek nestratí rozlí¹enie ¾e jedno je skutoènos»,
aj keï poznaèená �ltrom ná¹ho vnímania, a druhé len akýsi matematický avatar, ktorého sme
tej skutoènosti priradili aby sme nad òou mohli rozmý¹µa» pomocou matematických nástrojov.
Pou¾iteµnos» záverov urobených pomocou takýchto avatarov je obmedzená predpokladmi, za kto-
rých sme priradenie jav - matematický avatar urobili, mierou analógie medzi javom a avatarom
atï. Ak sa nejaký avatar dobre osvedèil, máme tendenciu dôverova» mu viac a viac, a ak nakoniec
zabudneme, ¾e je len obmedzeným analógom niektorých aspektov reálnej veci, mô¾eme narazi» na
kdejaké paradoxy, ktoré sú prejavom toho, ¾e reprezentovaný jav sa nemusí podoba» na avatara vo
v¹etkom len preto, ¾e sa nám podarilo nájs» takého, ktorý vystihuje daný jav v nieèom. Reprezen-
tovaný jav je skutoènos» nezávislá od ná¹ho úspechu s hµadaním jeho reprezentácií. Aj obmedzené
avatary sú v¹ak veµmi u¾itoèné. Treba prizna» ich limity, ale aj na¹e obmedzené mo¾nosti spravi»
nieèo vo fyzike bez nich.

1.1.3 Pravidlá hry ako axiómy pre matematické objekty. Kritérium správnosti.

Keï si u¾ nazbierame nejaký súbor základných pojmov (s vedomím ¾e ich základnos» mo¾no bude
treba neskôr prehodnoti» a nahradi» ich inými), sna¾íme sa prís» na pravidlá hry prírody. Ke-
ï¾e na¹e popisné pojmy sú reprezentované ako matematické objekty, treba vz»ahy medzi nimi a
pravidlá ich hry vyjadrova» tie¾ matematickými formulami a rovnicami via¾ucimi dané objekty
dohromady. Niektoré z týchto vz»ahov bude potrebné postulova», bra» ako základné (ako axiómy
v matematických modeloch), a typicky sa z nich potom mnohé budú da» odvodi».

Potom èo urobíme tento preklad do matematického sveta, je nám k dispozícii tamoj¹ia ma¹i-
néria algebry, geometrie, analýzy, diferenciálneho a tenzorového poètu atï, pomocou ktorej pri-
chádzame k rozlièným tvrdeniam (stále e¹te v matematickom prevedení.) Tieto tvrdenia sa po
spätnom preklade do popisných pojmov zavedených pre reálny svet stávajú predpoveïami, ktoré
je mo¾no (ak nie, máme problém o ktorom treba niekedy pohovori») konfrontova» so skutoènos»ou.

Príklad: Na zaèiatku pozorovania (poèiatoèný èas reprezentovaný ako konkrétna hodnota pre-
mennej t0) bol meteorit (jeho miera zotrvaènosti reprezentovaná ako kon¹tanta m) tam a tam
(údaj rerezentovaný ako nejaký polohový vektor r⃗(t0)) - pôsobili naò také a také vplyvy (repre-
zentované ako súèet silových vektorov reprezentujúcich spomenuté vplyvy

∑
F⃗i). Podµa na¹ich

rovníc (m¨⃗r =
∑
F⃗i) teraz (v èase t) by mal by» tu a tu (v polohe zodpovedajúcej r⃗(t)) . . . Je to

pravda? Teda ak teraz spravíme spätný preklad od avatarov k skutoèným objektom, a pozrieme na
miesto zodpovedajúce r⃗(t) , v èase zodpovedajúcom t , nájdeme tam meteorit? Ak áno, ná¹ model
mô¾e by» dobrý. Ak nie, treba iný. Samozrejme sú tu praktické nuansy - niekedy sme spokojní s
pribli¾nou presnos»ou predpovedí a teda s pribli¾ným modelom - to je v poriadku, ale nepova¾ujme
ho za fundamentálne korektný.

Táto konfrontácia s pozorovaním/experimentom poskytuje fyzike veµmi silné kritérium na po-
súdenie teórií, modelov, súborov axiómov. . . rozhodne silnej¹ie ako v matematike, kde je »a¾ko
nájs» objektívny dôvod na zahodenie teórie okrem prípadu, ¾e je nekonzistentná sama so sebou
alebo je príli¹ prázdna na to, aby sa s òou dalo nieèo robi». Ak ná¹ model dáva predpovede, ktoré
protireèia korektne prevedenému a interpretovanému pozorovaniu, je model nesprávny. Ak nedáva
predpovede konfrontovateµné so skutoènos»ou, ako fyzikálny nástroj je zbytoèný.

1.2 Èasopriestor a predpoklady na priradenie matematických avatarov
pre jeho reprezentáciu,

Pozrime sa teraz na niektoré z na¹ich základných pojmov, ktorými popisujeme deje okolo nás.

Jeden z kµúèových je udalos». Nieèo sa udeje niekde a niekedy. Súbor v¹etkých, hoci aj hy-
potetických udalostí tvorí akúsi scenárovú sie», obvykle ju oznaèujeme ako èasopriestor. Jeho
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elementy mo¾no reprezentova» ako adresy udalostí. Na identi�káciu takej adresy typicky potrebu-
jeme 3 priestorové a 1 èasový údaj, preto èasto poèujeme hovori» o 4 rozmernom èasopriestore.
Netreba v¹ak v tomto pojme vidie» nieèo exotického vy¾adujúceho geniálnu predstavivos». Zavies»
takýto 4D model má za úèel len uµahèi» narábanie s údajmi, no a ak ku ka¾dej udalosti potrebu-
jeme 4, pou¾ívame matematický nástroj, aký sa k tomu hodí.

Teraz sa venujeme newtonovskej mechanike, kde je èitateµ pravdepodobne zvyknutý uva¾ova»
polohy telies v trojrozmernom kon�guraènom priestore, a zmeny týchto polôh v èase,
a teda vidie» èas ako univerzálny parameter, zoraïujúci udalosti pozdå¾ trajektórie (krivky v
konf. priestore). Niè nám v¹ak nebráni u¾ tu, na úrovni newtonovskej mechaniky, uva¾ova» ako
scénu èasopriestor, teda (keï si zavedieme vz»a¾nú sústavu) parameter pový¹i» na ïal¹iu súradnicu.
Èasto toti¾ mô¾e ma» zmysel uva¾ova» nielen trajektóriu telesa, (mno¾inu polôh kde sa vyskytlo),
ale celú jeho históriu (svetoèiaru), teda mno¾inu udalostí ktorých sa zúèastnilo.
Výraz èasopriestor majú µudia èasto spojený s einsteinovskou relativitou, ale ako mno¾inu (aspoò
hypotetických) udalostí má zmysel aj v newtonovskej fyzike. Je to nástroj na kompaktné uchopenie
dát. Av¹ak ka¾dý pozorovateµ vníma priestor okolo seba trojrozmerný, s èasom ako parametrom
zoraïujúcom tieto trojrozmerné momentky do celkovej histórie. 1 Trojrozmernos» kon�guraèného
priestoru je hlboký empirický fakt, ktorý je do modelu mechaniky zabudovaný ako predpoklad.
Na otázku preèo je trojrozmerný súèasná fyzika odpoveda» nevie.

Poïme sa teda pozrie» najprv na nejaký vhodný model pre ná¹ kon�guraèný priestor. Nemusíme
nasilu znova vynachádza» koleso - vieme, ¾e na reprezentáciu polôh telies a ich trajektórií sa
ako veµmi efektívny nástroj ukazujú geometrické útvary ako body, priamky, krivky. . . Vezmime
teda geometrický model, alebo aspoò prvky z neho, a pozrime kam vedie. Premyslime v¹ak prira-
denie základných pojmov v mechanike veµmi pozorne - akokoµvek samozrejmé sa v¹etko zdá. Máme
toti¾ tendenciu zamieòa» si zvyk a pochopenie, èo je problém, preto¾e príroda sa lep¹ie ¹tuduje
s postojom malého die»a»a ktoré je síce viac ako ochotné narába» s pojmami ktoré momentálne
nevie uchopi» inak ako dané, ale zvyk ho e¹te nenauèil predstiera» ich samozrejmos».

Fyzika je tanec medzi teóriou a praxou, a na pojmy ktoré nemajú miesto v oboch sa pozeráme
ako na málo preskúmané alebo pochybné. Poïme skontrolova» ako je to s na¹ím pou¾ívaním
geometrických pojmov ako reprezentantov pre rozlièné kon�guraèné zále¾itosti potrebné na popis
mechanických dejov. Nepredpokladajme automaticky euklidovskú geometriu, ale ne¹kodí pripome-
nú» si ju ako v¹eobecne známy prípad na ktorom sa mnohí zoznamujú s geometrickými pojmami.
Táto známa geometria predpokladá existenciu základných objektov ako bod a priamka. Máme
v na¹om priestore nieèo èo by mohli reprezentova»? Polohy telies by mohli by» reprezentované
euklidovskými bodmi, ich spojnice segmentami ktoré sa podµa Euklidových postulátov dajú (jed-
noznaène) predå¾i» na priamku. Tu je v¹ak èas konfrontova» sa s realitou. Zamyslime sa tu nad
predpokladmi ktoré robí newtonovská fyzika (jednak aby sme lep¹ie rozumeli jej, a aby neskor¹ie
zov¹eobecnenia èi korekcie nov¹ích teórií bolo s èím porovna»).

Bod mô¾eme vníma» v mechanike ako miesto kde sa mô¾e nachádza» dostatoène malé teleso. Èo
znaèí dostatoène malé? Mamut také kritérium spåòa menej ako tiger a tiger menej ako mucha. . .
Matematik by azda navrhol uva¾ova» limitne malé teleso. Ale tu treba bra» ohµad na overiteµnos»
experimentom. Teda bod bude reprezentova» polohu malého telesa, ale dos» veµkého aby sme ho
e¹te videli 2. Pre teraj¹ie úèely nám staèí takáto aproximácia bodovosti. Pamätajme si v¹ak
pre budúcnos», ¾e na¹e závery urobené na jej základe potom netreba automaticky zov¹eobecòova»
na situácie keï nie je aktuálna.

1To platí mimochodom aj pre neskor¹ie teórie ako relativita. Nikde sa nenájde pozorovateµ z ktorého hµadiska
kon�guraèný priestor nie je 3D a kde by èas nehral výrazne inú rolu ako priestorové rozmery. Ak v¹ak chceme dáva»
do súvisu takéto skúsenosti rozlièných pozorovateµov, ukazuje sa ako vcelku efektívny model 4-rozmerný model s
èasom ako jedným z rozmerov - nie v¹ak "len ïal¹ím rozmerom ako ostatné ".

2aparátom aký máme k dispozícii, nie nevyhnutne voµným okom - a prísne vzaté nejde nevyhnutne ani o optické
videnie, ale o nejakú detekciu polohy
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Poïme k spojnici medzi dvomi malými telesami, èo by kore¹pondovala euklidovskému segmentu
predå¾iteµnému na priamku. Ktorú spojnicu vybra»? Medzi dvomi telesami ich je mnoho - je nejaký
dôvod uprednostni» jednu pred ostatnými? Mo¾no sa nám chce poveda», ¾e tú najrovnej¹iu, tváriac
sa, ¾e vieme o èom hovoríme (kým a nepokúsime vysvetli» kde sme vzali prvotný ¹tandard, prvé
rovno). Pozor - e¹te len hµadáme èo bude v na¹om priestore zodpoveda» èastiam priamok, teda
¹tandardom rovných segmentov. Poveda» ¾e rovnú úseèku nájdeme ako rovnú úseèku úlohu nerie¹i.

Skúsime teda vybra» najkrat¹iu spojnicu. Teraz v¹ak treba konfrontova» otázku, èo tým mys-
líme, najkrat¹iu? Potrebujeme si ujasni» ako meriame då¾ky, a aké predpoklady a obmedzenia
s ním vstupujú do hry: Vezmeme nejaké teleso ako ¹tandard jednotkovej då¾ky, postupne ho
prikladáme pozdå¾ spojnice a poèítame koµkokrát sa tam vojde. Ná¹ ¹tandard då¾ky by mal by»
dostatoène malý, aby meranie bolo dostatoène jemné, ale zas nie natoµko, ¾eby sme ho technicky
nevedeli zrealizova». Takisto tu je potichu urobený predpoklad, ¾e existuje nejaká trieda objektov,
ktorých då¾ku budeme pova¾ova» za kon¹tantnú a budú pou¾iteµné ako meracie jednotky.

Povedzme ¾e máme vybranú najkrat¹iu spojnicu. Dá sa táto jednoznaène predå¾i» tak, ¾e objekt
takto vzniknutý bude dobre reprezentovaný euklidovskou priamkou? 3 Tu si »a¾ko pomô¾eme
výberom najkrat¹ej mo¾nosti, a musíme si na zoznam úloh prida» nájdenie nejakého kanonic-
kého ¹tandardu prvého rovno.

Ïal¹ím dôle¾itým pojmom je pohyb, zmena polohy v èase. Súbor polôh v danom èasovom
intervale potom tvorí tzv. (èasom) parametrizovanú trajektóriu. Ku ka¾dému èasu z daného
intervalu vieme priradi» polohu, ktorú v òom teleso malo. Keï¾e v dejoch okolo nás nevidíme
skoky v zmysle ¾e teleso by zmenilo polohu z jedného miesta na iné bez toho, aby sa vyskytlo
aj na (niektorej) spojnici medzi nimi, sú trajektórie reprezentované súvislými krivkami.
Blízkym bodom na trajektórii prislúchajú blízke hodnoty parametra - èasu. Podiel vzdialenosti
bodov ku príslu¹nému èasovému úseku, za ktorý sa teleso presunulo z jedného do druhého, v¹ak
nemusí by» kon¹tantný. Ne¾ sa v¹ak pustíme do pojmov ako rýchlos» zmeny polohy, uvedomíme si
¾e meranie èasu nie je o niè samozrejmej¹ie ako meranie polohy.

Potrebujeme nejaký prototyp hodín - jedno ich tiknutie bude najmen¹ou jednotkou èasu, teda
nemá zmysel tvári» sa, ¾e vieme bezpeène mera» èo a ako sa deje na krat¹ích intervaloch. Ïalej, tik-
nutia prvotných, ¹tandardných hodín sú z de�nície rovnomerné - intervaly medzi nimi sú rovnaké.
Rovnomernos» ostatných dejov sa bude posudzova» na základe porovnania s na¹ím kanonickým
¹tandardom. Na zoznam úloh pribúda nájdenie ¹tandardu prvého rovnomerna.

Zhrnutie: polohy malých telies sú reprezentované bodmi, treba si pamäta» ¾e ve-
µmi malé teleso stále nie je nekoneène malé teleso. Då¾ky meriame pomocou nejakých
limitne malých (opä», to nemusí by» vo fyzike to isté ako nekoneène malých) telies
predstavujúcich ¹tandard då¾ky, z de�nície kon¹tantnej a najmen¹ej mo¾nej o akej
sa e¹te dá relevantne hovori» ako o merateµnej. Aby slovo priamoèiaro malo zmysel,
budeme potrebova» nájs» prototyp prvého rovno. Èas meriame pomocou nejakého
objektu, ktorý umo¾òuje odèítanie cyklov, teda napr. podlieha periodickému deju.
Jeden cyklus predstavuje jedno tiknutie. Doba jedného cyklu je najmen¹ia merate-
µná, hovori» o krat¹ích vedie k experimentálne neoveriteµným tvrdeniam. Budeme
potrebova» kanonický ¹tandard/ prototyp rovnomerna, teda proces vyznaèujúci za
sebou nasledujúce rovnaké èasové úseky.

Poznámka: Dali sme si za úlohu nájs» referenèné ¹tandardy "rovno, rovnomerne ". Nemô¾eme
si ich zvoli» ? Newtonovskýá mechanika to naozaj tak robí, nieèo za také ¹tandardy jednoducho

3Keï¾e svet okolo nás berieme ako skutoèný a geometrický model ako avatar, formulujeme veci takto krkolomne
- ¾e nejaká èas» priestoru je reprezentovaná priamkou, a nie ¾e reprezentuje priamku. Èasom mo¾no túto pozornos»
k terminológii stratíme, ale je dobré ma» my¹lienku za òou na mysli.
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postuluje. Voµba je súèas»ou modelu. Nutnos» voµby v¹ak neznaèí zmysluplnos» hociktorej. Vo fyzike
je korektnos» modelu a teda aj spomínanej voµby posudzovaná podµa toho, èi potom predpovede
takého modelu súhlasia s pozorovaním prírody. Model si volíme v zmysle, ¾e sa sna¾íme
uhádnu» taký, ktorého predpovede sa s pozorovaním zhodnú èo najlep¹ie.

1.3 Vz»a¾ná sústava - Ako popísa» objektívne veci so subjektívnym apa-
rátom

U¾ sme si povedali o scéne a jej reprezentácii kvalitatívne. Pozrime sa teraz na spôsob, ako veci
skvantitatívni», priradi» èísla. Výhodou takého priradenia je silná matematická ma¹inéria na
manipuláciu s èislami, ktorá nám je potom k dispozícii, ak pravda vieme èo ktorá operácia v ma-
tematickom svete reprezentuje v tom skutoènom. Pri tomto priraïovaní èísel si treba uvedomi»,
¾e mô¾e existova» viac spôsobov ako ho urobi». Nakoniec jedná sa o pomenovávanie, vytváranie
systému adries napr. pre polohy telies.

Samotné oznaèenie udalostí v èasopriestore je v podstate mo¾né robi» akokoµvek, pokiaµ platí
¾e meno-udalos» je jedno-jednoznaèné priradenie. Podobne ako keï èíslujeme domy v ulici - staèí
ak ka¾dý dom má svoje jedineèné èíslo, a je mo¾né toto èíslo pou¾i» ako reprezentanta domu v
katastrálnych záznamoch atï. Ale kto kedy hµadal nejaký dom v ulici kde pomenovávanie domov
bolo urobené s len minimálnou po¾iadavkou jednoznaènosti, asi pripustí, ¾e to nie je najpraktic-
kej¹í spôsob. Omnoho µah¹ie sa nám orientuje ak blízke domy majú blízke èísla. Ak vidíme ¾e dom
s èíslom 17 susedí s domami èíslo 4 a 56, »a¾ko sa nám odhaduje o koµko domov ïalej je èíslo 18.
Podobne mená pre kon�gurácie v priestore a èase je vhodné voli» tak, aby tie èo sú si bli¾¹ie, mali
podobné mená. Miera blízkosti je samozrejme pojem ktorý treba v modeli premyslie» (matematik
sa s nami nebude bavi» v tomto ohµade, kým nevie aká miera je v modeli), ale minimálne po¾ia-
davka na nejaký systematický aparát pri pomenovávaní prvkov je azda evidentná.

Obvykle tento aparát budujeme referenèným spôsobom. Ak niekomu hovoríme, ako sa dostane
trebárs do parku, pou¾ívame pojmy ako doprava, doµava, sto metrov, atï, a ¾iaden z nich sám
osebe nemá jasný zmysel, minimálne implicitne rozumieme ¾e doprava a doµava sa myslí pri konve-
nène orientovanej chôdzi tvárou smerom kam ideme, vzdialenos» sa urèuje od nieèoho. . . Hµadáme
teda èo najefektívnej¹í referenèný systém - dostatoène bohatý aby sme popísali veci jednozna-
ène, a dos» úsporný na to aby nás nezahltili závislé dáta (odvoditeµné z ostatných). Ako sme u¾
spomínali, v priestore v ktorom ¾ijeme zis»ujeme je najúspornej¹í referenèný systém na urèenie
polohy nám umo¾òuje urèi» polohu telesa pomocou troch nezávislých údajov - priestorová adresa
má tri údaje. Èasová zlo¾ka adresy udalosti jeden. Aj systematické priradenie adries v¹ak rôzni
pozorovatelia mô¾u urobi» rôzne.

Obr. 1: Vz»a¾né sústavy sa dajú vybra» rozliène.

Je mo¾né, ¾e niektoré voµby sú v nejakom zmysle lep¹ie ako iné, ale treba si rozmyslie», na základe
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akého kritéria to budeme posudzova». Príroda sa nebude prispôsobova» ná¹mu vkusu, a na¹e kri-
tériá pre efektívnos» jej popisu by mali nejako odrá¾a» jej preferencie, nie na¹e.

Ne¾ sa pustíme do diskusie vz»a¾nej/referenènej sústavy, venujme e¹te poznámku pojmu prílu-
¹ného pozorovateµa ktorému je daný referenèný systém ¹itý na mieru. Vo fyzike pod pozorova-
teµom nemyslíme len nejakého �ktívneho èi reálneho jednotlivca, ale obvykle sa myslí centrálny
pozorovateµ spolu s mysleným systémom jeho komplicov-agentov rozostavených v celom priestore.
Centrálny pozorovateµ je ten, pre ktorého sú dané priestorové súradnice na¹ité na mieru v zmysle,
¾e udalosti v jeho histórii majú v týchto súradniciach najjednoduch¹ie mo¾né vyjadrenie - v¹etky
sa dejú v priestorovom poèiatku (jeho pozícia de�nuje poèiatok) a sú jednoducho zoradené, oèí-
slované tikmi jeho hodiniek (jeho vlastný èas je zároveò súradnicový èas pre celý systém).

Obr. 2: Synchronizovaní agenti súradného systému

Agenti prislúchajúci k tomuto centrálnemu pozorovateµovi sú vzhµadom na neho v pokoji, majú s
ním zosynchronizované hodiny, pri ka¾dom sa dá urèi» trojica èísel oznaèujúca jeho polohu vzhµa-
dom na centrálneho jedinca. Èokoµvek, kdekoµvek a kedykoµvek sa stane, je to v bezprostrednej
blízkosti jedného z agentov. Pozícia tohto agenta bude zároveò pozíciou udalosti, èas na agento-
vých hodinkách jej èasom. Centrálny pozorovateµ má takýmto spôsobom mo¾nos» pozbiera» dáta
o ka¾dej udalosti - priradi» jej konzistentným spôsobom ¹tvoricu èísel.

Pre neskor¹iu referenciu si e¹te ujasnime aké predpoklady sme pou¾ili pri úvahách o vz»a¾nej sú-
stave daného pozorovateµa. Predpokladáme, ¾e agent stojaci jednotkovú vzdialenos» od centrálneho
jedinca ostáva v jednotkovej vzdialenosti, ¾e je vzhµadom na centrálneho stále v pokoji, ¾e hodinky
na rôznych miestach je mo¾né konzistentne zosynchronizova», ¾e zosynchronozované ostanú, a ¾e
v¹etko toto sa v princípe dá zabezpeèi». V newtonovskej mechanike sa toto predpokladá, aj po-
kraèujeme s týmito predpokladmi, a na¹e závery sú urobené pod nimi. (Poznámka do budúcna, k
nov¹ím modelom vo fyzike: Ak sa niekedy objaví dôvod predpoklady spochybni», aj na¹e závery
bude potrebné prehodnoti».)

Zatiaµ sme e¹te nehovorili o tom, èi niektorí pozorovatelia sú nejakým spôsobom význaèní. Ne-
cháme ka¾dého rozostavi» si agentov a synchronizova» hodiny, a potom s pomocou Newtonových
zákonov urobíme výber význaènej triedy pozorovateµov.

Pozrime sa, akým spôsobom mô¾e pozorovateµ priradi» udalostiam identi�kaèné èísla. Pozoro-
vateµ vie, ¾e priestor je trojrozmerný, pokryje ho teda sie»ou s tromi triedami súradnicových
kriviek. Ka¾dá taká krivka je charakteristická tým, ¾e body na nej majú spoloènú hodnotu jed-
nej so súradníc. Príkladom je kartézska sie», sie» sférických súradníc, atï. Po¾iadavky na tieto
krivky sú zatiaµ dos» voµné - ka¾dým bodom priestoru by sa mala prechádza» práve jedna sú-
radnicová krivka z ka¾dej triedy. Bodu teda mo¾no priradi» tri súradnice podµa súradnicových
kriviek ktorých uzol tvorí. Predbe¾ne nazvime tieto súradnice q1, q2, q3. Blízke body by mali ma»
blízke hodnoty súradníc. V ka¾dom uzle kde sa stretajú súradnicové krivky si mô¾eme v princípe
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predstavi» agenta, ktorý na danom mieste zotrváva, s identickými hodinkami ako má centrálny
pozorovateµ. Newtonovská mechanika prepokladá, ¾e hodinky raz synchonizované ostávajú synch-
ronizované (úvahy o vybitých baterkách atï mo¾no odlo¾i» bokom, keï¾e tieto veci sa v princípe
dajú technicky zabezpeèi»).

Keï¾e na¹e po¾iadavky na pozorovateµa boli veµmi voµné, existuje veµké mno¾stvo veµmi rozli-
èných volieb súradných sústav. Rozlièní pozorovatelia dokonca nemusia by» jeden voèi druhému
v pokoji, zatiaµ sú v hre aj pozorovatelia, ktorí sa nezhodnú na poèiatku súradnej sústavy, na
súradnicových krivkách, dokonca na tom èi nejaké pozorované teleso mení alebo nemení svoje
priestorové súradnice a akým tempom èi spôsobom, keï¾e samotní pozorovatelia aj s celým svo-
jim dvorom agentov sa jeden voèi druhému mô¾u pohybova». V newtonovskej mechanike je v¹ak
urobený predpoklad, ¾e èasové rozdiely medzi udalos»ami namerajú v¹etci pozorovatelia rovnako.
Mnoho zdanlivo samozrejmých záverov je poznaèených týmto prepokladom a ak by sa ukázal ako
nevhodný, v¹etky by bolo treba prehodnoti».

Pozorovateµ mô¾e sledova» nejaké teleso a jeho históriu, a vo svojej vz»a¾nej sústave
mu v ka¾dom okamihu t priradi» aktuálnu trojicu priestorových súradníc q1, q2, q3.
Mô¾e skúma» ako sa tento súbor údajov mení v èase, teda skúma» trojicu funkcií
q1(t), q2(t), q3(t), skrátene qi(t), i = 1, 2, 3. Mô¾e sledova» zmeny jednotlivých súradníc za
èasový interval ∆t, teda velièinu qi(t+∆t)−qi(t)

∆t , prípadne zmenu tejto zmeny atï, hµada»
súvislosti medzi nimi a okolím telesa, jednoducho sna¾i» sa prís» s pravidlami hry.
Azda nie je nemiestne oèakávanie, ¾e ten pozorovateµ, ktorého význaèné krivky (sú-
radnicové) budú zároveò význaènými krivkami prírody, bude odmenený osobitne jed-
noduchým vyjadrením týchto pravidiel.

1.4 Newtonove zákony mechaniky

Newton sa pokúsil uhádnu» pravidlá hry v troch pohybových zákonoch. Podaril sa mu veµmi u¾ito-
èný model - predpovede urobené na jeho základe majú skvelú zhodu s pozorovaním. Nie kompletnú,
oèividne je to model s limitami, ale nakoniec nemáme ¾iaden ktorý by limity nemal - minimálne
vo forme predpokladov a teda dosahu na nejaké situácie.

Pohybové zákony v newtonovskej mechanike sú formulované ako platné pre tzv. iner-
ciálnych pozorovateµov. Inerciálny pozorovateµ je taký, v ktorého sústave v¹etky Ne-
wtonove zákony platia.

To znie ako do seba zacyklené tvrdenie. Zákony nárokujúce si platnos» v prípadoch, v ktorých
platia, predsa platia v daných prípadoch z de�nície. Èo v¹ak nie je triviálne je existencia ta-
kých prípadov! Akonáhle sa nájde aspoò jedna inerciálna sústava, máme spolu so zákonmi aj ich
enormnú predikènú silu a okrem toho celú triedu inerciálnych vz»a¾ných sústav ekvivalentných tej
aspoò jednej. O tom v¹ak neskôr.

Praktický význam Newtonových zákonov závisí od toho, èi sa teda oná aspoò jedna inerciálna
sústava nájde. Prísne vzaté nikdy sme nezrealizovali ¾iadnu dokonale inerciálnu, ale pokiaµ je
teória rozumne stabilná, èasto platí, ¾e aspoò pribli¾ne splnený predpoklad znamená aspoò pri-
bli¾nú uplatniteµnos» teórie a jej predikènej sily. Toto platí aj v tomto prípade. Èlovek nemusí
ma» newtonovsky ideálnu inerciálnu vz»a¾nú sústavu na úspe¹né pou¾itie newtonovskej mecha-
niky pre be¾né technické aplikácie (alebo trebárs aj tie menej be¾né ako exkurzia na Mesiac).
Samozrejme ostáva otázka principiálnej platnosti èi existencie, ktorej sa treba vá¾ne venova» ak
chce èlovek pochopi» veci do håbky a prípadne ich zov¹eobecni», a k tomu sa e¹te bude treba vráti».

Ak uva¾ujeme tuhé teleso ktoré sa nedrobí, teda nestráca hmotnos» strácaním svojich èastí (ako
by to bolo napríklad v prípade rakety vypú¹»ajúcej zvy¹ky paliva), Newtonove zákony pre jeho
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pohyb sa dajú zhrnú» nasledovne:

1. Teleso sa pohybuje rovnomerne priamoèiaro (¹peciálny prípad: zotrváva v po-
koji) pokiaµ vonkaj¹ie sily tento stav nezmenia.

2. Teleso hmotnostim získa pôsobením celkovej vonkaj¹ej sily F⃗ zrýchlenie a⃗ úmerné
pôsobiacej sile a nepriamo úmerné svojej hmotnosti; a⃗ = F⃗ /m.

3. Pôsobenie dvoch telies je v¾dy vzájomné; telesá sa seba pôsobia rovnako veµkými,
opaène orientovanými silami

1.4.1 Miera zotrvaènosti -hmotnos»

Hmotnos» m je jedným z veµmi hlbokých pojmov ktorých význam sa mo¾no e¹te celkom nedocenil.
Povedzme si aspoò nieèo o roli akú tu hrá. Hmotnos», o ktorj je tu reè, je tzv. zotrvaèná hmot-
nos». Je mierou neochoty nadobúda» zrýchlenie (meni» rýchlos») za pôsobenia externých síl. Dá
sa na òu pozera» aj ako na interakènú, silovú kapacitu (nepou¾ívaný termín) - súvisí s tým, koµko
sily treba investova», aby sa rýchlos» zmenila. Èím je táto kapacita väè¹ia, tým men¹ie odchýlky
má pohyb od rovnomerného priamoèiareho aj za pôsobenia vonkaj¹ích síl.

1.4.2 Miera pohybu - hybnos»

Newtonove zákony hovoria o pohybe, zotrvaènosti a interakcii. Velièina, ktorá s tými to pojmami
bytostne súvisí, je miera pohybu, hybnos» p⃗. Je to akýsi pohybový status, tu de�novaný ako súèin
hmotnosti m a rýchlosti v⃗, teda p⃗ = mv⃗ Jej konkrétna hodnota v na¹ej vz»a¾nej sústave, pokiaµ je
kon¹tantná, je jednoducho status quo podobne ako by kon¹tantná poloha bola jednoducho status
quo keby bolo teleso voèi nám v pokoji. Nakoniec ak je na¹a sústava inerciálna, existuje k nej iná,
s na¹ou rovnoprávna, vzhµadom na ktorú toto teleso je v pokoji. Jediný dôvod nezachova» toto
pohybové status quo je nejaký externý vplyv, o èom hovorí druhý zákon (uva¾ujeme tu kon¹tantnú
hmotnos»):

F⃗ = ma⃗ = m
dv⃗

dt
=
d(mv⃗)

dt
=
dp⃗

dt
Teda zmena hybnosti v èase je vyvolaná externou silou. Tretí zákon rehabilituje zachovanie
hybnosti aj pre prípad interakcie, ak sa vezme do úvahy celý interagujúci systém 4. Ak teleso
A pôsobí na teleso B silou F⃗ , zmení sa hybnos» B podµa

dp⃗B
dt

= F⃗

Podµa tretieho zákona B pôsobí na teleso A silou −F⃗ . Hybnos» A sa tak zmení ako

dp⃗A
dt

= −F⃗

Zmeny hybnosti sa práve vykompenzujú v rámci celého systému telies A, B.

dp⃗A
dt

= −dp⃗B
dt

Okrem iného to znamená, ¾e ich spoloèné »a¾isko sa ich vzájomnou interakciou neodkloní od rov-
nomerného priamoèiareho pohybu. ©peciálne, ak sa jedná o telesá rovnakej hmotnosti na zaèiatku
v pokoji, pôjdu od seba rovnako veµkými rýchlos»ami.

mA
dv⃗A
dt

= −mB
dv⃗B
dt

4Napríklad ak ako skúmaný systém vezmeme kameò vrhnutý v gravitaènom poli Zeme, jeho hybnos» sa zjavne
poèas letu nezachováva, ale sa mení (v súlade s druhým zákonom) - veï pôsobí externý vplyv, prí»a¾livos» Zeme.
Ak v¹ak vezmeme ako systém kameò aj Zem, ich celková hybos» sa zachováva - kameò síce zrýchµuje smerom k
Zemi, ale aj Zem ku kameòu (pomer ich zrýchlení je prevrátený pomer ich hmotností).
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(mA, mB sú hmotnosti, v⃗A, v⃗B rýchlosti telies A,B)

1.4.3 Symetria ako znak význaèného postavenia

Newtonove zákony sú formulované pre vz»a¾né sústavy v ktorých je zotrvaènos» homogénna a
izotropná. V týchto poznámkach budeme takéto sústavy vola» inerciálne.

Súvis prvého zákona a homogenity: Pohyb rovnomerne priamoèiaro je spojený s rovno-
cennos»ou oblastí priestoru ktorými teleso prechádza (ak nepôsobí vonkaj¹ia sila). Zotrvaènos» je
homogénna a teleso pokraèuje v rámci svojho pohybového stavu v danej vz»a¾nej sústave. Sa-
motná zmena miesta mu nedáva dôvod na zmenu hybnosti, veï tieto miesta sú ekvivalentné z
hµadiska zotrvaènosti - kamkoµvek teleso príde, príde tam s rovnakou zotrvaènou hmotnos»ou, a
pre zachovanie pohybového stavu teda musí zachova» svoju rýchlos» (ak externé vplyvy nevy¾a-
dujú uplatnenie zvy¹ných zákonov).

Súvis druhého zákona a izotropie v zmysle rovnocennosti smerov: Zmena hybnosti má
smer ako pôsobiaca externá sila, a veµkos» tejto zmeny za daný èasový interval je daná veµkos»ou
pôsobiacej sily. Nepozorujeme, ¾e by niektoré smery boli samy osebe privilegované a sila pôsobiaca
v nich by mala na zmenu hybnosti väè¹í efekt. Na jednotkovú zmenu hybnosti kdekoµvek do kto-
réhokoµvek smeru treba rovnako veµkú silu.

Súvis tretieho zákona a izotropie priestoru v zmysle rovnocennosti orientácie: Ak
trebárs interagujúce telesá na seba pôsobia odpudivo, vzïaµujú sa od seba pozdå¾ priamky, pove-
dzme ¾e A doprava a B doµava. Hybnos» èastice idúcej doprava a hybnos» èastice idúcej doµava sú
rovnako veµké a tak sa kompenzujú, ani jedna z orientácií nemá väè¹iu váhu èi preferenciu.

Význaèné vz»a¾né sústavy sa vyznaèujú tým, ¾e základné pojmy sa v nich sú spojené s vyso-
kou symetriou. Toto je znak osobitného postavenia naprieè disciplínami fyziky - symetrie
sú èosi ako diplomatický pas, ale majú objektívnej¹í základ a stabilnej¹ie trvanie. Samozrejme
navrhnú» si vysoko symetrický model nestaèí - treba sa tra�» do správnych symetrií. Správnos»
posudzujeme na základe toho, èi ná¹ model vybavený danými symetriami dáva predpovede súhla-
siace s experimentom èi pozorovaní. Voµne to niekedy formulujeme ako uhádnutie symetrie, ktorú
preferuje príroda.

Keï¾e symetria súvisí s tým, ¾e na nieèom nezále¾í z hµadiska nieèoho iného na èom
zále¾í, niekedy máme tendenciu ju prehliadnu». Napríklad v druhom zákone vec, na ktorej zále¾í,
je vz»ah medzi silou a zmenou hybnosti. Na èom nezále¾í je smer (nie v zmysle ¾e sily v¹etkých
smerov sú ekvivalentné, ale ¾e v¹etky smery sú ekvivalentné pre vz»ahy medzi silami v nich a nimi
vyvolanými zmenami hybností). Keï¾e v¹ak táto µahostajnos» sa prejavila ne¹peci�káciou smerov,
je µahké si ju nev¹imnú». Mô¾e sa zda» ¾e ide o akési �lozo�cké dumanie - ale úvahy o symetriách
sa ukázali ako veµmi silný zdroj nápovied vo fyzike, so silným potenciálom posunú» teóriu ïalej.
Ïalej posunutá teória vo fyzike máva merateµné dopady (ak nie, nepova¾uje sa za posunutú) - a
praktické pou¾itie veµmi èasto potom tie¾ nebýva ïaleko.

V kapitolách ako relativita, gravitácia, kozmológia, kvantová teória hrajú symetrie veµkú rolu.
Aj kvôli nim je dobré nauèi» sa symetrie rozoznáva» na známej¹ej pôde newtonovskej mechniky.
Niekedy sa pritom uká¾e, ¾e sme aj v tej známej pôde prehliadli viac ako zahliadli.

1.4.4 Prvý zákon a ¹tandard pojmov rovno a rovnomerne

Pri povrchnom uva¾ovaní by sa mohlo zda», ¾e prvý zákon je len ¹peciálny prípad druhého. Veï ak
vezmeme prípad nulovej sily F⃗ = 0⃗, druhý zákon nám hovorí ¾e zmena hybnosti v èase je nulová,
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teda ¾e hybnos» je kon¹tantná. V prípade kon¹tantnej hmotnosti to znamená kon¹tatnú rýchlos».

F⃗ = 0⃗ → dp⃗

dt
= 0⃗ → p⃗ = mv⃗ = konst

A tá predsa patrí k rovnomernému priamoèiaremu pohybu, k pokoju v ¹peciálnom prípade nulovej
rýchlosti. Treba teda osobitne aj prvý zákon? Treba, lebo bez neho by druhý nemal jasný význam.
Spomeòme si na úvodné úvahy o potrebe ¹tandardu pojmov rovno a rovnomerne. Prvý zákon
netreba èíta» tak veµmi ako popis toho èo voµné teleso robí, ale ako de�níciu rovnomerného
priamoèiareho pohybu. Je to návod na výrobu ¹tandardu.

Trajektórie voµných telies de�nujú priamky. Tempo, ktorým také telesá postupujú,
de�nuje rovnomerné tikanie hodín. Rovnomerne tikajúce hodiny sú tie, pre ktoré na rovnaký
kus prejdenej dráhy pripadne rovnaký poèet tiknutí.

Aby pozorovateµ bol inerciálny, a s mo¾nos»ou pou¾íva» druhý zákon ako trojicu diferenciálnych
rovníc pre súradnice interagujúcich telies, musia by» v jeho vz»a¾nej sústave parametrické vy-
jadrenia súradníc voµného telesa pozdå¾ trajektórie lineárnymi funkciami èasu.
(qi(t) = αt+ β , α, β = konst→ q̈i = 0. Nutná podmienka.)

A¾ keï vieme èo je rovnomerne priamoèiaro, mô¾eme zmysluplne hovori» o odchýlkach od
tohto ¹tandardu, o ktorých potom pojednáva druhý Newtonov zákon.

E¹te tu upozornime na spôsob ako trochu skomprimova» terminológiu (neskôr sa vec azda uká¾e
ako e¹te u¾itoènej¹ia): Rovnomerne priamoèiaro v priestore je priamoèiaro v èasopries-
tore. "Rovnomerne priamoèiaro "popisuje trajektóriu a jej parametrizáciu. Priamoèiaro hovorí o
tvare priamky (vezmi trajektóriu voµného telesa - mno¾inu bodov kde sa vyskytlo: taký tvar majú
priamky v na¹om kon�guraènom priestore). Rovnomerne hovorí o parametrizácii (vezmi rovnako
dlhé úseky na trajektórii - príslu¹né prírastky parametra (èasové intervaly) sú de�nované ako rov-
nako dlhé - takto rovnomerne plynie èas).

Ak parameter t pridáme ako ïal¹í rozmer na¹ich dát, uva¾ujeme teda èasopriestor (ka¾dý bod
predstavuje adresu potenciálnej udalosti, kedy a kde), potom mo¾no hovori» o geometrických
vlastnostiach svetoèiary (histórie), nielen trajektórie (priestoroèiary). Trajektória sa dá v
newtonovskej mechanike chápa» ako projekcia z priestoroèasu do priestoru.

Potom to, èo sa pre parametrizovanú krivku v priestore volalo rovnomerne priamoèiaro,
sa v èasopriestore pre prislúchajúcu svetoèiaru vola» iba priamoèiaro, keï¾e parameter
dostal tie¾ status súradnice a jeho rovnomerný prírastok u¾ je aj geometricky popísateµný ako
rovno v príslu¹nom (èasovom) smere.

1.4.5 Druhý zákon a pojem sily

V prípade druhého zákona si treba ujasni» istý kruhovo-pojmový problém. Pôsobiaca sila je rovná
èasovej derivácii hybnosti systému, na ktorý pôsobila. Pre pou¾iteµnos» druhého zákona na pred-
povede o systéme treba toto tvrdenie doplni» nejakou ïal¹ou informáciou o sile, inak by sa
dal druhý zákon chápa» nanajvý¹ ako de�nícia sily, ako skráteného oznaèenia èasovej derivácie
hybnosti. Ak nepoznáme hybnos» ako funkciu èasu p⃗(t) a chceli by sme ju pozna», je potrebné
dosadi» do rovnice známu pôsobiacu silu a dopoèíta» diferenciálnu rovnicu. Alternatívne, druhý
zákon sa dá pou¾i» aj na ¹túdium síl - sledujeme pohyb telesa, teda poznáme p⃗(t), a zo zmien zakó-
dovaných v jej èasovej derivácii ∂tp⃗ zis»ujeme informácie o silách, ktoré zmeny spôsobili. Av¹ak bez
poznania buï sily ako funkcie èasu alebo hybnosti ako funkcie èasu je pre nás zákon na predpovede
nepou¾iteµný.
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1.4.6 Tretí zákon a pôsobenie na diaµku

Najprv adresujme fakt, ¾e akcia a reakcia podµa newtonovskej mechaniky sú rovnako veµké, opa-
ène orientované, ale keï¾e pôsobia na rôzne telesá, neznamená to ¾e sa skompenzujú v zmysle
¾e by sa ¾iadne pôsobenie nedialo.

Tretí zákon, ako sme u¾ spomínali, rehabilituje zachovanie hybnosti - ak poèítame hybnos» v
rámci celého systému interagujúcich telies . Ak máme dve telesá èo na seba pôsobia, ani pre jedno
z nich osobitne sa hybnos» nezachováva, keï¾e je vystavené pôsobeniu druhého telesa. Ak v¹ak
uva¾ujeme obe telesá ako súèas» jedného systému, zlo¾ky síce podliehajú vzájomnej interakcii a
zmene hybnosti, ale ich vzájomné pôsobenie nepredstavuje vonkaj¹í vplyv na systém. «a¾isko
telies, akýsi zástupca systému, sa teda pohybuje rovnomerne priamoèiaro v zmysle prvého zákona.
Zmeny hybnosti sú rovnako veµké, opaène orientované, a poèítané dohromady pre celý systém sa
navzájom kompenzujú.

Obr. 3: Zmeny hybnosti Zeme a Mesiaca sa vzájomne kompenzujú.

Tretí zákon, osobitne ak sa jedná o trebárs gravitaèné èi elektrické pôsobenie, má v sebe príznaky
okam¾itého pôsobenia na diaµku. Implicitne tu máme predpoklad akcie a reakcie zladených v tom
istom èase. Teda zmeny hybnosti dvoch telies vzdialených od seba azda astromické jednotky su
koordinované skrz túto vzdialenos» tak, aby jedna presne kopírovala druhú, a¾ na znamienko.
Akým spôsobom by sa dal takýto komplot na diaµku dosiahnu» sa nevie. Newton si bol vedomý, ¾e
jeho model má èrty, ktoré sa mu nepozdávali. V súlade so zásadou hypotheses non �ngo nechal na
svojich èitateµov akými úvahami nejasnosti doplnia, prípadne akými novými poznatkami sa podarí
nájs» dos» podkladov na rozumnú hypotézu.

1.4.7 Prejav sily èi neinerciálnosti?

Predstavme si, ¾e pozorujeme pohyb nejakého telesa a jeho pohyb v na¹ich súradniciach nie je daný
ako rovnomerný priamoèiary. Súradnice telesa nie sú lineárnymi funkciami èasu. Èo to znamená?
Ak je to voµné teleso, na¹a vz»a¾ná sústava je týmto automaticky diskvali�kovaná z význaènej
triedy inerciálnych, keï¾e nespåòa nutnú podmienku na zaradenie sa k nim. Ak v¹ak na teleso pô-
sobí nejaká sila, je nerovnomernos» jeho pohybu potrebné pripísa» jej podµa druhého Newtonovho
zákona.

Ako vieme, èi sme narazili na prejav nejakej sily alebo neinerciálnosti na¹ej sústavy?

Odpoveï je veµmi prozaická. Robíme èo sa dá. Pokúsime sa nájs» voµné testovacie telesá. Zabezpe-
èíme aby boli elektricky neutrálne, odèerpáme vzduch a vyhladíme v¹etko tak aby sme eliminovali
interakciu s prostredím, jednoducho odtienime vplyvy ktoré mô¾eme odtieni», a skúmame po-
hyb týchto telies. Nastavíme na¹e súradnice tak aby mali súradnicové krivky pozdå¾ trajektórií
takýchto testovacích telies a nastavíme hodinky tak aby tikali spôsobom zladeným s pohybom
na¹ich voµných telies (v ¹týle rovnaká vzdialenos» - rovnaký poèet tiknutí). Skontrolujeme èi v na-
¹ej vz»a¾nej sústave je hybnos» izotropná, teda èi si interagujúce telesá spôsobia vzájomne zmenu
hybnosti takého smeru, orientácie a veµkosti, ¾e celková hybnos» systému sa vzájomnou interak-
ciou èastí nezmení. Keï sme takto vyladili svoju súradnú sústavu, budeme teleso ktoré sa v nej
nepohybuje rovnomerne priamoèiaro pova¾ova» za ovplyvnené nejakou externou silou.
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Av¹ak je tu jedna vec na zamyslenie pri zmienenom odtieòovaní vplyvov. Gravitáciu »a¾ko globálne
odtieni» èo i len v princípe. U¾ aj v rámci skúmania relevantnosti Newtonových zákonov pre tento
vesmír bude azda vhodné sa niekedy bli¾¹ie pozrie» na tento jav.

1.5 Význaèné vz»a¾né sústavy - výhµady k ¹peciálnej relativite

Potom èo sme si zopakovali Newtonove zákony, zopakujme si e¹te pre koho platia v uvedenej forme.
Inerciálni pozorovatelia sa (podobne ako Newtonove zákony) vyznaèujú re¹pektom voèi istým sy-
metriám, èo súvisí s výberom kriviek ktoré si zvolili ako význaèné, referenèné, ako krivky tvoriace
ich súradnicovú sie». Trajektórie a parametrizácie voµných telies (alebo jednoducho svetoèiary vo-
µných telies) sú podµa prvého zákona veµmi význaèné, a teda inerciálni pozorovatelia budú ma»
svoj súradný systém nalinkovaný pomocou nich. Ka¾dá súradnicová krivka takého pozorovateµa
je nastavená tak, ¾e mô¾e v princípe predstavova» trajektóriu voµného telesa, a tikanie hodiniek
tohto pozorovateµa je nastavené tak, aby pohyb voµného telesa pozdå¾ takejto trajektórie sa uka-
zoval rovnomerný.

U¾ sme spomínali, ¾e na¹e naozaj technicky prevedené súradné sústavy boli dosiaµ v¾dy len pribli-
¾ne inerciálne (okrem iného je »a¾ké zohna» naozaj voµné teleso). Súradnicové priestorové krivky,
referenèné priamky sa ukazujú v be¾ných prípadoch dostatoène presne spåòa» axiómy euklidovskej
geometrie, a tento model sa s úspechom pou¾íva na praktické úèely. Význaèná súradná sústava
je potom (èo do priestorovej èasti; èas sa obvykle berie ako parameter) be¾ná kartézska ako ju
poznajú deti u¾ na základných ¹kolách.

1.5.1 Relatívne a absolútne velièiny v newtonovskej mechanike

Pomocou Newtonových zákonov mô¾eme vylúèi» veµkú èas» súradných sústav ako nepreferovaných.
Ale v triede vyvolených aj tak ostáva veµké mno¾stvo rôznych, v istom zmysle v¹ak rovnocen-
ných, ekvivalentných pozorovateµov. Títo v¹etci sa nieèím lí¹ia (preto rôzni), majú v¹ak nieèo
dôle¾ité spoloèné (preto ekvivalentní). Toto je typický znak symetrie. Ak prejdeme od jednej
vz»a¾nej sústavy k inej (prechod daný nejakou matematickou transformáciou súradníc), èosi
pre na¹e úèely podstatné sa zachová, ostane invariantné. V prípade newtonovskej mechaniky je
podstatnou vecou iste tvar Newtonových zákonov. Povedzme ¾e máme nejakú inerciálnu vz»a¾nú
sústavu S, s pozorovateµom v ktorého súradniciach (t, x, y, z) je pre pozorované telesá zotrvaènos»
homogénna a izotropná, a silou ovplyvnené telesá vykazujú zmenu hybnosti ako druhý zákon ho-
vorí. Nanajvý¹ ako sa od tohto pozorovateµa mô¾e lí¹i» iný, aby bola aj jeho sústava S´zaradená
do význaènej inerciálnej triedy? (Ako sa mô¾u lí¹i» súradnice (t′, x′, y′, z′) od súradníc (t, x, y, z)?)

Ukazuje sa, ¾e transformácie danej inerciálnej sústavy S, ktoré vedú k tie¾ inerciálnej sústave
S´ (teda ktoré zachovajú tvar Newtonových zákonov), sú napríklad

� euklidovské rotácie v priestore (zodpovedajú pozorovateµom s rôzne natoèenými priestoro-
vými súradnými osami; nemyslí sa tu rotujúca sústava)

� translácie v priestore (zodpovedajú pozorovateµom s posunutými poèiatkami priestorových
súradníc)

� translácie v èase (zodpovedajú pozorovateµom s posunutým poèiatkom merania èasu)

Povolená je aj kombinácia vy¹¹ieuvedených transformácií. Èasto sa ako symetrie Newtonových
rovníc spomínajú aj galileovské boosty, transformácie (x, t) → (x− vt, t), kde v je rýchlos» iného
pozorovateµa. Tieto re¹pektujú rovnos» trajektórií v èasopriestore a zachovávajú zrýchlenia, ale
majú problém so symetriou tretieho zákona. Viac si k tomu povieme v partii o relativite.
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Symetria súvisí aj s pojmom relativity a absolútnosti. Ak máme nejakú triedu objektov (tu
to boli pozorovatelia, alebo ich vz»a¾né sústavy) ktoré sú si v istom zmysle rovnocenné, ale nie
rovnaké, potom sa rozlièné ich atribúty dajú rozdeli» na relatívne a absolútne nasledovne:

To, v èom sa lí¹ia, bude relatívne. Keï¾e sú si rovnocenní, nie je k dispozícii kritérium ako
rozhodnú» èia hodnota atribútu je tá správna. V prípade na¹ich inerciálnych pozorovateµov v ne-
wtonovskej mechanike je relatívna napríklad rýchlos» telies. Z hµadiska jednej inerciálnej sústavy S
mô¾e by» pozorované teleso v pokoji, z hµadiska sústavy S´ ktorá sa voèi S pohybuje rovnomerne
priamoèiaro sa teleso bude pohybova» rovnomerne priamoèiaro. Keï¾e S aj S´ sú rovnocenné,
nemáme ako rozhodnú» akú rýchlos» má teleso v absolútnom zmysle. Jeho rýchlos» je relatívna -
závisí od toho kto meria. Podobne je to pre jednotlivé priestorové a èasové súradnice udalostí -
pozorovatelia s posunutými hodinkami èi poèiatkami súradných osí, prípadne ich natoèením, sa
na spomenutých údajoch nezhodnú.

To, v èom sa zhodnú, je absolútne. Napríklad u na¹ich pozorovateµov z význaènej newtonov-
skej triedy je absolútna vzdialenos» dvoch udalostí, èasový interval ktorý medzi nimi uplynul,
zmena rýchlosti telesa, tvar Newtonových rovníc. . .

1.5.2 Èo bolo skôr: invariant alebo význaèná trieda?

Ako vlastne budujeme teóriu? Zaèíname s nieèím èo pova¾ujeme za absolútne, a hµadáme triedu
pozorovateµov, ktorí sa na tom zhodnú, prehlásiac ich za význaèných a ekvivalentných lebo sa
zhodli na na¹om predpokladanom invariante? Alebo zaèneme s nejakou triedou pozorovateµov,
ktorých prehlásime za význaèných a medzi sebou ekvivalentných (prehlásiac rozdiely medzi nimi
za nepodstatné), a hµadáme na èom sa zhodnú, a to potom prehlásime za absolútnu vec?

Z matematického hµadiska by sme mohli budova» model z jedného èi druhého konca, podµa toho
ktorý vezmeme za daný. Vo fyzike sa oplatí neustále obzera» èo robí príroda a na¹i» model na
mieru pozorovanému. A tak ideme z toho konca, na ktorý máme zrovna viac podkladov. Niekedy
je »a¾ko rozhodnú» z ktorého konca vlastne ideme, osobitne keï sme tak navyknutí na my¹lienku,
¾e nieèo musí by» invariant, a u¾ máme za¾ité, aká trieda pozorovateµov z toho vyplýva.

Príklad: Uva¾ujme inerciálneho pozorovateµa so sústavou S. Nech druhý pozorovateµ so sústa-
vou S´ sa od neho lí¹i len nastavením hodiniek - zabudol si letný èas aj v zime. Za fyzikálne
podstatné nepokladáme tie údaje, v ktorých sa na¹i dvaja pozorovatelia lí¹ia (èasové súradnice
ktoré priradia udalostiam). Za relevantné pova¾ujeme údaje, na ktorých sa zhodnú (èasové inter-
valy medzi udalos»ami). Napríklad v sústave S svieèka bola zapálená o ¹iestej veèer a zhasla o
ôsmej; v sústave S´ bola zapálená o siedmej a zhasla o deviatej. Fyzikálne relevantný je napríklad
fakt, ¾e svieèka mala dos» vosku na dvojhodinové horenie, a na tom sa obaja pozorovatelia zhodli.
Tu sa porovnateµne ponúkajú obe mo¾nosti: prehlási» oboch za rovnocenných, na základe úvahy
¾e predsa sa lí¹ia len nieèím o èo sa príroda nebude stara», aj vyhlási», ¾e to, èo majú spoloèné, je
podstatná vec, a tak sú na základe zhody na nej rovnocenní.

Niekedy je azda primárnej¹ie postulovanie/predpoklad ¾e nieèo je invariantné, a hµadá sa naj-
väè¹ia trieda pozorovateµov ktorá sa na tom zhodne.5 Alebo máme dve veci, z ktorých ka¾dá
je invariantná voèi inej triede pozorovateµov, a skúmame, èi nás k lep¹ej zhode s experimentom
privedie predpoklad o absolútnosti jednej alebo druhej.

5Napríklad kauzalita súvisí s predpokladom, ¾e poradie udalostí, ktoré mô¾u by» príèinne spojené je absolútne
- ak jeden pozorovateµ vidí udalos» A ako príèinu a udalos» B ako následok, tak tento vz»ah má plati» pre ka¾dého
pozorovateµa, s ktorým sa mienime vôbec zaobera». Toto mimochodom pripú¹»a vcelku ¹irokú triedu súradných
sústav, a e¹te väè¹iu ako pou¾íva ¹peciálna relativita.
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1.5.3 Príklad transformácie súradníc - pootoèenie

Uveïme si pre ilustráciu konkrétne transformácie súradníc ktoré prepájajú rozlièné súradné sú-
stavy bez toho aby menili ich zaradenie do inerciálnej triedy:

Rotácia v rovine xy o kon¹tantný uhol α domie¹a priestorové súradnice x a y. Pozorovatelia
sa zhodnú na poèiatku súradnej sústavy, na v¹etkých èasových údajoch (t = t), na vzdialenostiach
bodov, ale nie na konkrétnych priestorových súradniciach bodov. Tieto budú súvisie» nasledovne:x′y′

z′

 =

 cosα sinα 0
−sinα cosα 0

0 0 1

xy
z


Samozrejme ak sa zmenia súradnice pozièného vektora èastice, iste sa zmenia aj súradnice vektora
jej rýchlosti a zrýchlenia. Ale transformujú sa rovnakou rotaènou maticouR akou sa transformovala
pozícia. To isté platí aj pre súradnice vektora pôsobiacej sily.

r⃗ → r⃗′ = Rr⃗

v⃗ → v⃗′ = Rv⃗

a⃗ → a⃗′ = Ra⃗

F⃗ → F⃗ ′ = RF⃗

Druhý Newtonov zákon teda v pootoèenej sústave nakoniec bude vyzera» tak ako v pôvodnej; ak
platil tam, bude aj tu, a opaène:

ma⃗ = F⃗

mRa⃗ = RF⃗

ma⃗′ = F⃗ ′

Èo sa týka prvého a tretieho zákona, budú tie¾ plati» v pootoèenej aj pôvodnej sústave rovnako
- pootoèená priamka je stále priamka a ak pootoèíme akciu a reakciu rovnako, ich vz»ah sa tie¾
zachová ako bol.

1.6 Newtonov gravitaèný zákon

Pouèku o gravitaènom pôsobení medzi hmotnými telesami sa uèia u¾ deti na základnej ¹kole. Treba
si da» pozor, aby nás notorická známos» formulky nezviedla k domnienke, ¾e u¾ niet ohµadne nej o
èom uva¾ova». Newtonov gravitaèný zákon, jeho úspech i limity poskytujú typický príklad budo-
vania modelov vo fyzike. Keï¾e s fyzikou nie sme zïaleka hotoví (v kontraste s mienkou ktoréhosi
gentlemana krátko predtým ne¾ òou otriasli teórie relativity a kvantovej mechaniky), je dobré ve-
die», aké stratégie boli úspe¹né v minulosti (úspechom sa tu myslí lep¹í vhµad, v¹eobecnej¹ia uplat-
niteµnos», lep¹ia predikèná schopnos» modelu). Schopnos» budova» rozumné modely- reprezentácie
javov- je extrémne u¾itoèná kvalita pre µudí z vedeckých aj technických oborov - pre¹tudova» si
exemplárny príklad je teda v¹eobecne u¾itoèné cvièenie.

Zaènime tým, èo je notoricky známe: Ak teleso hmotnosti M je v strede súradnej sústavy (toto
mô¾eme predpoklada» bez ujmy na v¹eobecnosti), a teleso hmotnosti m je v v pozícii danej vek-
torom r⃗ (teda sú od seba vo vzdialenosti r), potom ka¾dé z nich pôsobí na druhé silou úmernou
súèinu ich hmotností a nepriamo úmernou ¹tvorcu ich vzdialenosti

F = κ
Mm

r2
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Smer a orientácia sily: Teleso M pôsobí na teleso m silou smerujúcou pozdå¾ spojnice do stredu,
teda jednotkový vektor charakterizujúci smer a orientáciu tejto sily je −r⃗/r:

F⃗ = −κMm

r2
r⃗

r

Táto struèná formulka je podµa klasickej mechaniky pou¾iteµná na ohromnú ¹kálu situácií, od
predpovedania návratu komét a zatmení Mesiaca po výpoèet stoèenia wolframového vlákna v
Cavendishivých váhach kdesi na stole ¹kolského laboratória. Ak má naozaj takúto univerzálnu
platnos», bude v nej pravdepodobne èosi hlboké. Pozorovania ukazujú, ¾e neplatí celkom presne;
ale pravdepodobne v nieèom je blízka správnemu modelu (nie¾eby sme taký u¾ naisto de�nitívne
mali). Niekedy sa o neznámom mô¾eme pouèi» pomocou jeho príbuzných. A newtonovský model
je dos» príbuzný "tomu pravému"na to, aby sa pou¾il pri výpoètoch, ktoré pomohli dosta» µudí na
Mesiac a spä» (¾ivých). Poïme sa teda pozrie» na aspekty tej krátkej formulky.

1.6.1 Univerzálna gravitaèná kon¹tanta

Vo formulke máme kon¹tantu úmernosti κ - hovorí sa jej univerzálna gravitaèná kon¹tanta.
A Newtonovmu zákonu sa hovorí zákon univerzálnej gravitácie. V èom je táto univerzálnos»?
Sme u¾ tak zvyknutí na formulku aj prívlastok, ¾e si mo¾no ani neuvedomujeme, aký jednotiaci
princíp je tu vyslovený. Predstavme si, ¾e máme k dispozícii aparatúry na meranie hmotností,
vzdialeností a síl. Newtonov gravitaèný zákon okrem iného hovorí, ¾e ak pre dve telesá zmeriame
ich hmotnosti M,m, vzdialenos» r a vzájomnú gravitaènú silu F , potom hodnota Fr2

Mm je èíslo
nezávislé od toho, kedy a kde vo vesmíre sme meranie previedli, ani od toho èi dve telesá boli
dvojica hviezd, klokanov, Zem a jablko, Zem a Mesiac, ¹pendlík a vidlièka,. . . pre v¹etky má
spomínaný výraz hodnotu κ. Mesiac poslúcha ten istý princíp ako jablko v záhrade. Odµahlé
kúty sveta sú akosi zjednotené v princípoch na ktorých be¾ia. Nestrati» ni» spoloèného základu,
uvedomi» si ¾e obe telesá padajú k Zemi, rozozna» ¾e odli¹nosti mesaèného a jablkového scenára sú
artefaktom odli¹ných poèiatoèných podmienok. . . si vy¾aduje hlboké uva¾ovanie a iskru geniality.
My si v¹ak mô¾eme u¾i» pointu tak, ako si u¾ívame detektívnu zápletku a rozuzlenie, na ktoré by
sme sami nepri¹li. A na tomto klasickom detektívnom príbehu si natrénujme pozornos» pre lep¹ie
ocenenie tých, èo budú nasledova».

1.6.2 Izotropia gravitácie a jej vizuálny prejav

Ïal¹ia zaujímavá vec v gravitaènom zákone je jeho symetria. Podobne ako pri troch pohybových
zákonoch, aj tu sa jedná o existenciu nejakých rozlièností, ktoré sú nedôle¾ité z hµadiska nieèoho, èo
dôle¾ité je. V tomto prípade je veµkos» gravitaènej sily nezávislá od smeru v ktorom le¾í spojnica
dvoch pôsobiacich telies. Ak vezmeme na¹e teleso M ako �xované v strede, na teleso m bude
pôsobi» rovnako veµká sila vo v¹etkých miestach vzdialených r od M . Dá sa uva¾ova», èi sa jedná
o izotropiu gravitácie alebo priestoru. Na úrovni newtonovskej mechaniky sa pravdepodobne
prikloníme k tomu, ¾e sa minimálne jedná aj o symetriu priestoru, ako naznaèuje neskor¹í odstavec
o poklese s prevráteným ¹tvorcom vzdialenosti6.
Symetrii, o ktorej tu hovoríme, sa niekeda hovorí sférická, keï¾e mno¾iny bodov v okolí centrálneho
telesa (M) ktoré sú ekvivalentné (z hµadiska veµkosti gravitaènej sily na iné teleso hmotnosti
m) sú sféry. V¹etky väè¹ie telesá slneènej sústavy sú pribli¾ne guµovitého tvaru. Keï¾e vznikali
gravitaèným zbieraním materiálu, ich viditeµný tvar vlastne odrá¾a symetriu zákona, ktorý do
istej miery vidíme reprezentovaný na¹ou formulkou. Reprezentovaný, nie identi�kovaný - na¹e
matematické reprezentácie sú prinajlep¹om u¾itoèné avatary, dúfajme odrá¾ajúce veµa aspektov
skutoènosti.

6Prepojenie gravitácie s èasopriestorom sa podµa v¹eobecnej relativity ukazuje ako tak úzke, ¾e (nielen) symetrie
majú spoloèné.
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Obr. 4: Sférická symetria je veµmi obµúbená.

1.6.3 Gravitaèné pole - intenzita

Doposiaµ sme hovorili o gravitaènej sile. Tento pojem si vy¾aduje aspoò dve telesá. Nemá význam
hovori» o tom, ako nejaké jedno hmotné teleso M pôsobí silou v nejakom bode, pokiaµ tam nie je
iné teleso, na ktoré by bolo pôsobené. Nakoniec podµa tretieho zákona ka¾dá sila vy¾aduje reakciu
od telesa na ktoré pôsobila, a »a¾ko obhájime ako by samotný bod takú reakciu poskytol v rámci
klasického modelu. Ak skúmame situácie, kde je jedno prominentné teleso z hµadiska hmotnosti, ako
napríklad Zem v okruhu niekoµkých státisícov kilometrov, èasto sa nám zíde ma» zmapované jeho
okolie z hµadiska jeho gravitaèného vplyvu - skúma» potenciálnu silu ktorá by pôsobila na nejaké
prieskumné/testovacie teleso na rozlièných miestach. Toto testovacie teleso nech má pre praktické
výpoètové úèely jednotkovú hmotnos». Takejto hypotetickej sile pripadajúcej na hypotetické teleso
jednotkovej hmotnosti v danom mieste sa hovorí intenzita gravitaèného poµa (telesa M):

E⃗ = −κM
r

r⃗

r

Intenzita je vektorové pole popisujúce gravitaèný vplyv telesa ktoré ho budí; má zmysel o nej
hovori» èi u¾ sa zrovna v okolí testovacia èastica nachádza alebo nie. Intenzita umo¾òuje popísa»
pole vektorovo - ka¾dému bodu pripí¹eme vektor. Jeho veµkos» hovorí kvantitatívne o miere pô-
sobenia na hypotetickú èasticu jednotkovej hmotnosti, jeho smer a orientácia hovoria o smere a
orientácii tohto pôsobenia v priestore.

Na ilustráciu u¾itoènosti pojmu intenzity si tu spomeòme prípad ktorý sa pou¾íva v praxi ve-
µmi èasto. V blízkom okolí je ako prominentne hmotné teleso bez konkurencie na¹a Zem. Keï sa
èitateµ poobzerá po predmetoch ktoré má na dosah ruky, v¹etky vykazujú dôsledky gravitaèného
pôsobenia Zeme na ne. Interakcie medzi nimi navzájom sú oproti tejto prominentnej zanedbateµné.
Pre výpoèty pohybov blízko povrchu Zeme sa (pokiaµ ide o gravitaèné pôsobenie) väè¹inou staèí
obmedzi» na pri»ahovanie medzi Zemou a sledovaným telesom. A medzi Zemou a ïal¹ím sledova-
ným telesom, atï. Znamená to èasté vyèísµovanie výrazu κMzm

R2
z
, kde Mz je hmotnos» Zeme , Rz

jej polomer, a m je premenná za ktorú dosadzujeme hmotnos» telesa ktorého pohyb v gravitaènom
poli, práve ¹tudujeme. Ako vidíme, pre rozlièné telesá tu vo výpoète v¾dy vystupuje spoloèný vý-
raz κMz

R2
z
, násobený gravitaèným nábojom daného telesa m. Po niekoµkých výpoètoch èlovek uzná

¾e opakujúca sa velièina sa oplatí spoèíta» zvlá¹», pomenova» a pou¾íva» ako skratka. V prípade
situácií blízko povrchu Zeme, pre ktoré mô¾eme vzdialenos» od jej stredu pova¾ova» za pribli¾me
rovnú jej polomeru (pár desiatok metrov je malá èas» tisícok kilometrov), má táto velièina hod-
notu pribli¾ne 9, 81m.s−2. Táto ¹peci�cká veµkos» intenzity gravitaèného poµa Zeme blízko
povrchu sa èasto sa znaèí symbolom g.

1.6.4 Pouèenie z turistiky - po vrstevniciach a naprieè nimi

O intenzite mo¾no uva¾ova» v kontexte mnohých javov, nielen gravitaèného poµa. Vektorové polia
v¹eobecne majú e¹te ¹ir¹ie uplatnenie. Pre obohatenie intuície, skúsme si vektorové pole ilustrova»
na konkrétnom príklade: spád terénu. Predstavme si horský terén a nás ako geodetov sna¾iacich
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sa ho zmapova». Pri tomto mapovaní pre turistické úèely má veµký význam strmos» svahov. Pred-
stavme si teda vektorové pole intenzity vý¹ky - strmosti. Ako ka¾dé vektorové pole, má v ka¾dom
bode svoju mieru (existujú strm¹ie a miernej¹ie stúpania/klesania), smer (kopce majú v niektorých
smeroch miernej¹ie svahy ako v iných) a orientáciu (stúpanie doµava znamená klesanie doprava a
pod.).

Obr. 5: Vrstevnice, ekvipotenciálne krivky

Napriek tomu, ¾e informácia o spáde je iste u¾itoèná pri plánovaní trasy, turistické mapy obvykle
neobsahujú vektorové dáta. Namiesto ¹ípky/vektora v ka¾dom mieste máme mapu pokreslenú
krivkami charakterizovanými jedným èíslom, vrstevnicami. Krivky nie sú z praktických príèin
nakreslené nekoneène husto, ale oèividne sa model myslí tak, ¾e cez ka¾dý bod prechádza práve
jedna krivka. Nepretínajú sa. Z tohto modelu sa dá vyèíta» o teréne mnohé. Vieme na základe hus-
toty a èíslovania susedných vrstevníc poveda», ktorým smerom je aké stúpanie èi klesanie. Pozdå¾
vrstevnice ¾iaden spád, kolmo na òu maximálny v danom mieste. Podµa hustoty vrstevníc v okolí
vieme urèi» mieru strmosti. V¹imnime si, ¾e vektorové pole (intenzita, strmos», spád) - niekoµko
èísel na ka¾dý bod bolo nahradené skalárnym poµom - ktoré priraïuje iba jedno èíslo ka¾dému
bodu. V na¹om turistickom podobenstve máme skalárne pole nadmorskej vý¹ky. Takéto skalárne
pole vo fyzike niekedy voláme potenciálom.

1.6.5 Gravitaèné pole - potenciál

Vrá»me sa ku gravitácii - aj tu existuje skalárne potenciálové pole, oznaème si ho pre prítomné
úèely ako ϕ. Jeho záporný gradient −∇⃗ϕ je vektorové pole inetnzity.

Uveïme si paralely gravitaèného poµa s na¹ou turistickou ilustráciou:

� potenciál (skalárne pole) ϕ - nadmorská vý¹ka

� gradient potenciálu, intenzita (vektorové pole) E⃗ = −∇⃗ϕ - spád, strmos» svahu

� ekvipotenciálne mno¾iny (na nich má ϕ kon¹tantnú hodnotu) - vrstevnice

� Pri pohybe po ekvipotenciálnej mno¾ine pole neovplyvòuje rýchlos» (neurýchµuje ani nespo-
maµuje, intenzita poµa má nulový priemet/ zlo¾ku v smere dotyènicovom k takej mno¾ine).
Pohyb po horách po vrstevnici nevy¾aduje stúpa» proti zemskej prí»a¾livosti ani brzdi» aby
nás neurýchlila dole príli¹.

� Intenzita je kolmá na ekvipotenciálne mno¾iny. Svah sa najprud¹ie mení v smere kolmom na
vrstevnice.

1.6.6 Vz»ah intenzita - potenciál

Podobne ako existuje vz»ah medzi vrstevnicami a strmos»ou terénu, existuje vz»ah medzi potenciá-
lovým a jemu príslu¹ným intenzitným poµom. Vektorové pole intenzity E⃗ je záporným gradientom

skalárneho poµa potenciálu ϕ:
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−∇⃗ϕ = E⃗

V kartézskych súradniciach sú teda zlo¾ky E⃗ vyjadrené ako parciálne derivácie ϕ v smere súradných
osí:

−
(
∂ϕ

∂x
,
∂ϕ

∂y
,
∂ϕ

∂z

)
= (Ex, Ey, Ez)

Intenzite gravitaèného poµa budeného telesom hmotnostiM situovaným v strede súradnej sústavy
potom v bode danom pozièným vektorom r⃗ prislúcha potenciál

ϕ(r⃗) = −κM
r

Potenciál je daný a¾ na integraènú kon¹tantu, ktorú obvykle volíme s ohµadom na nadchádzajúce
výpoèty - èasto nulovú hladinu potenciálu volíme v nejakom význaènom mieste pre danú aplikáciu.
Napríklad pre výpoèty astronomických predpovedí je význaèným miestom nekoneèno (okrem iného
je rovnako vzdialené od v¹etkých hviezd a planét pre ktoré výpoèty prevádzame). Aj my sme tu
poèítali s takou konvenciou.

1.6.7 Pokles intenzity so ¹tvorcom vzdialenosti

Veµkos» intenzity gravitaèného poµa so vzdialenos»ou klesá - v súlade so skúsenos»ou ¾e bli¾¹ie
telesá majú na seba väè¹í vplyv. Preèo klesá s druhou mocninou? Preèo ak dáme dve telesá trikrát
ïalej, klesne sila devä»krát? Preèo nie tie¾ trikrát? Preèo nie dvadsa»sedemkrát?

Pokles miery interakcie so ¹tvorcom vzdialenosti súvisí so symetriou priestoru a jeho trojroz-
mernos»ou. Od èias Michaela Faradaya poznáme veµmi názorný siloèiarový model poµa. Azda
by sme ho mohli e¹te lep¹ie vola» intenzitoèiarový model, keï¾e obvykle sa kreslí ako súbor
myslených èiar pozdå¾ ktorých by pôsobila sila na testovacie teleso ktoré by do daného poµa pri¹lo.

Povedzme ¾e v rámci modelu budeme kresli» M siloèiar na ka¾dú jednotku hmotnosti zdrojo-
vého telesa (aby sme nejako kvantitatívne rozlí¹ili polia budené telesami rozlièných hmotností).
Uva¾uje teraz ako závisí hustota siloèiar od pozície v priestore. Model je izotropný vzhµadom
na stred daný pozíciou telesa budiaceho pole - siloèiary sa zbiehajú izotropne k nemu. Dôvodom je
symetria priestoru - ak nie je dôvod uprednostni» nejaké smery, rozlo¾íme siloèiary rovnomerne
do v¹etkých strán od zdroja. Izotropia ako symetria nám umo¾òuje rozdeli» body priestoru do
mno¾ín ekvivalencie - rovnocenných bodov - v na¹om prípade ich voláme ekvipotenciálnymi
plochami. Rovnocennos» je tu myslená v zmysle odli¹nos» len (z hµadiska poµa) nepodstatným
atribútom - tu je takým atribútom smer od stredu.

Obr. 6: Intenzita je kolmá na ekvipotenciálne plochy

Ekvipotenciálne plochy sú v na¹om prípade sféry s centrom v poèiatku - intenzita je v¹ade kolmá na
danú plochu a pre ka¾dý bod danej plochy rovnako veµká. V¹imnime si teraz hustotu siloèiar. Ak
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by predstavovali prúdenie nieèoho, aký by bol prietok na¹imi ekvipotenciálnymi plochami?
Poèet siloèiar je kon¹tantný, ka¾dou sférou ich prebieha rovnaký poèet (ako sme spomínali, daný
výdatnos»ou zdroja poµa, tu hmotnosti). Èo sa v¹ak zo sféry na sféru mení je samozrejme hustota
týchto siloèiar. Ak sa M siloèiar má rovnomerne rozlo¾i» na sféru s polomerom r, bude poèet silo-
èiar na jednotku plochy nepriamo úmerný ¹tvorcu vzdialenosti, preto¾e plocha sféry je mu úmerná.
Ekvipotenciálne plochy, mno¾iny bodov s rovnakou hustotou siloèiar, sa zväè¹ujú so
¹tvorcom vzdialenosti, a hustota siloèiar reprezentujúca intenzitu poµa s ním klesá.

V¹imnime si e¹te, aký je vz»ah medzi poklesom intentity so vzdialenos»ou a dimenziou priestoru.
Predpokladajme euklidovskú geometriu - ukazuje sa by» pomerne dobrým priblí¾ením. Výdatnos»
zdroja poµa sa rovnomerne rozkladá medzi v¹etky body v rámci triedy ekvivalencie. Èím viac de-
liacich sa, tým menej pripadne na jedného. Teda intenzita izotropného poµa klesá s mierou mno¾iny
rovnocenných bodov (ekvipotenciálnou plochou).

� V 3D je miera bodov s rovnakou vzdialenos»ou od daného stredu úmerná ¹vorcu vzdialenosti
(4πr2), preto intenzita so ¹tvorcom vzdialenosti klesá. Trojnásobnej vzdialenosti prislúcha
devä»krát men¹ia intenzita.

� V 2D je miera bodov vzdialenách rovnako ïaleko od stredu úmerná vzdialenosti r, lebo
miera kru¾nice je 2πr. Hustota siloèiar, a teda aj intenzita, by tam klesala s prvou mocninou
vzdialenosti. Trojnásobnej vzdialenosti prislúcha trikrát men¹ia intenzita.

� V 1D sú mno¾iny bodov s rovnakou vzdialenos»ou od stredu dané dvojicami bodov. So
vzdialenos»ou miera týchto mno¾ín ekvivalencie neklesá, preto ani hustota siloèiar a intenzita
poµa. Trojnásobnej vzdialenosti prislúcha stále tá istá intenzita.

Obr. 7: Nárast ekvipotenciálnych mno¾ín so vzdialenos»ou závisí od dimenzie priestoru

1.6.8 Intenzita a sila, potenciál a potenciálna energia

Intenzita a potenciál sú charakteristiky vplyvu nejakého hmotného telesa v okolí; má význam
hovori» o nich bez ohµadu na to, èi sa kdesi nablízku nachádza testovacie teleso, ktoré by pod-
liehalo tomuto vplyvu. Sú v¹ak zavedené, aby sa taký vplyv µahko poèítal keï sa také testovacie
teleso hmotnosti m nájde: pomocou intenzity a potenciálu vyjadríme silu na testovacie teleso a
potenciálnu energiu ktorú v danom poli má: Ak sa v poli nachádza teleso hmotnosti m, sila
naò bude

F⃗ = mE⃗ = −m∇⃗ϕ

Z tohto hµadiska máme teda gravitaènú silu pôsobiacu na testovacie teleso m vyjadrenú ako súèin
dvoch faktorov: E⃗ = −∇⃗ϕ charakterizuje pole, a m je akýsi gravitaèný náboj èastice ktorá do toho
poµa pri¹la.

Potenciálna energia tohto telesa bude
U = mϕ

Opä» tu vidíme podobný vzorec: jeden faktor charakterizujúci pole (ϕ), druhý predstavujúci gra-
vitaèný náboj (m).
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1.6.9 Konzervatívna sila, potenciál

Popis interakcie pomocou potenciálu je veµmi u¾itoèná vec. Je pre ka¾dú interakciu mo¾ná takáto
reformulácia dát? Dá sa v¾dy namiesto vektorového nájs» skalárny popis, nejaká funkcia de�no-
vaná na priestore, priraïujúca ka¾dému bodu v priestore èíslo? Je to mo¾né pre gravitaèné pole a
niekoµko ïal¹ích. Nie vo v¹eobecnosti - v matematickej v¹eobecnosti prinajmen¹om.

Sily v prírode sú na prvý pohµad rozlièného druhu - a predsa niekedy sa za zdanlivo nepríbuznými
javmi nájde spoloèný princíp. Z praktických dôvodov si ponechávame aj oznaèenia síl, ktoré neod-
rá¾ajú zatiaµ najhlb¹ie nájdené princípy. Keï technik popisuje tlmièe v stroji, nebude sa odvoláva»
na elektromagnetické alebo dokonca spinové javy medzi elementárnymi èiastkami hmoty, popí¹e
systém pomocou sily pru¾iny. Podobne postupuje pou¾ije efektívny, skrátený popis pre interakciu
medzi povrchmi telies pomocou trecej sily, interakciu molekúl plynu a molekúl piestu pomocou
tlakovej sily atï. Newtonove rovnice sú pripravené prija» na svoju silovú stranu aj takéto efektívne
sily. Ale samozrejme pokiaµ sa v skúmaných javoch objaví nieèo, èo ich via¾e dohromady, treba za
tým ís». Vo fyzike toti¾ existuje akýsi nepísaný zákon, empiricky overený lep¹ie ako klasická me-
chanika: objavenie hlb¹ej súvislosti a prispôsobenie na¹ich matematických avatarov (reprezentácií
pojmov a javov - ako funkcie, tenzory, diferenciálne oparátory atï) tak, aby táto hlb¹ia súvislos»
bola explicitne vidie», vedie k jednoduch¹ím, v¹eobecnej¹ie platiacim modelom.

Èo sa týka interakcií v prírode, zatiaµ to vyzerá tak, ¾e poèet tých základných nie je viac ako
4, alebo azda 3, preto¾e jedna z nich (gravitácia) sa zdá by» lep¹ie uchopiteµná ak sa reprezentuje
ako geometrický artefakt, nie sila. Existujú modely, ktoré dávajú zvy¹né tri interakcie (elektro-
magnetická, silná a slabá) akosi pod jednu strechu. Toto nie je uzavretá kapitola vo fyzike, a
nejdeme håba» nad prognózami, ale skon¹tatujeme jednu dôle¾itú èrtu. Obvykle sa v prípade fun-
damentálych interakcií osvedèuje modelova» javy pomocou potenciálového poµa, umo¾òujúceho
pripísa» kon�guráciám èastíc/polí potenciálnu energiu. V uzavretých systémoch, kde sú v¹etky
interakcie konzervatívne sa (ako názov napovedá) zachováva istá velièina, celková energia. Táto
skutoènos» robí mo¾nými výpoèty aj tam, kde Newtonove rovnice dávajú buï príli¹ zlo¾ité výpoèty,
alebo ani nie jasné ako ich sformulova».

1.6.10 Gravitaèný náboj a zotrvaènos»

V predchádzajúucich paragrafoch sme si uviedli hmotnos» telesa ako gravitaèný náboj, akúsi
mieru, akou interaguje s gravitaèným poµom ak do nejakého príde. V newtonovskej mecha-
nike nemáme apriori dôvod predpoklada» ¾e tento gravitaèný náboj, miera tendencie interagova»
gravitaène, je nejako korelovaný s mierou zotrvaènosti telesa vystupujúcou v druhom Newto-
novom zákone ako inerciálna(zotrvaèná) hmotnos». Nakoniec spomínaný druhý zákon je myslený
pre akúkoµvek silu; hmotnos» uvedená v òom je miera zotrvaènosti voèi pôsobeniu akejkoµvej sily.
Preèo by táto miera zotrvaènosti mala by» daná práve gravitaèným nábojom telesa? Preèo nie
jeho elektrickým nábojom, prípadne e¹te inými velièinami charakterizujúcimi teleso?

A predsa experimentálne sa rovnos» oboch velièín, inerciálnej hmotnosti aj gravitaèného ná-
boja telesa, rovná s presnos»ou na mnoho platných ci�er. Nepoznáme ¾iaden experiment kde by
ich odchýlka bola väè¹ia ako citlivos» daného merania. Náhoda?

Táto rovnos» má mimoriadne nápadný dôsledok (nápadnos» je miernená zriedkavými príle¾ito-
s»ami skúma» gravitáciu bez doprovodu iných interakcií zastierajúcich efekt o ktorom má by»
reè). Napí¹me si druhý zákon napríklad pre teleso zotrvaènej hmotnosti mi s gravitaèným nábo-
jom/hmotnos»ou mg v gravitaènom poli Zeme (gravitaènej hmotnostiMz). Teda druhý Newtonov
zákon aplikujeme na prípad keï pôsobiaciu silou je práve sila gravitaèná. Zem nech je centrovaná
do poèiatku súradnej sústavy, a teleso ktorého zrýchlenie poèítame, nech je v mieste s pozièným
vektorom r⃗, teda v mieste kde má pole intenzitu E⃗(r⃗) Druhý zákon potom hovorí, ¾e pre zrýchlenie
ná¹ho telesa platí
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mia⃗ = mgE⃗

Ak gravitaèná a inerciálna hmotnos» sú rovnaké, z výpoètu vypadnú a zrýchlenie je od nich ne-
závislé. Teleso sa bude pohybova» so zrýchlením daným intenzitou gravitaèného poµa, nezávisle
od svojho inerciálneho atribútu. Teda keby na¹e teleso bolo dvakrát »a¾¹ie, dostalo by rovnaké
zrýchlenie akoby bolo dvakrát µah¹ie.
Èo je to za silu, ktorá urýchµuje v¹etky telesá rovnako?

Pre porovnanie, elektrostatická sila urýchµuje rôzne »a¾ké telesá rôzne. Tie¾ sa dá napísa» vo
forme súèinu intenzity E⃗el poµa a náboja q telesa, ktorého pohyb v poli ¹tudujeme. Ak toto teleso
má mieru zotrvaènosti mi, potom podµa druhého zákona dostane v poli zrýchlenie podµa vz»ahu

mia⃗ = qE⃗el

Teda ak bude ma» dvakrát väè¹iu zotrvaènos», dostane dvakrát men¹ie zrýchlenie. Aj be¾ná skú-
senos» s inými silami nám hovorí, ¾e urýchli» »a¾¹ie teleso je »a¾¹ie. Potrebujeme tým väè¹iu silu
na dosiahnutie daného zrýchlenia, èím väè¹iu má urýchµované teleso hmotnos».
Gravitácia je iná.

1.6.11 Sila èi pseudosila

Preèo je gravitácia taká odli¹ná od ostatných síl, preèo ten komplot zladenia sily so zotrvaènos»ou
telesa, na ktoré pôsobí? Èo je to za silu, ktorá je automaticky väè¹ia pre teleso s väè¹ou zotrva-
ènos»ou, men¹ia pre teleso s men¹ou?

Treba podotknú», ¾e hoci nepoznáme inú silu podieµajúcu sa na takomto spiknutí, poznáme celú
triedu pseudosíl (�ktívnych síl), ktoré sa správajú presne takto. Ide o "sily ", ktorým sa pripi-
suje zrýchlenie hoci aj voµného telesa pozorovaného neinerciálnym pozorovateµom, ak sa chce hra»
na platnos» druhého zákona aj vo svojej sústave. Mô¾e si pestova» �kciu, ¾e zákon u neho platí, ale
musí vymyslie» nejakých silových agentov zodpovedných za zrýchlenie, ktoré vidí. Ak zrýchlenie
v jeho sústave oznaèíme ako ˜⃗a, a zotrvaènú hmotnos» pozorovaného telesa ako mi, potom treba

domyslie» nejakú silu ˜⃗
F tak aby formálne platilo mi

˜⃗a =
˜⃗
F .

Tieto �ktívne sily majú vlastnos» ako gravitácia - tie¾ sú úmerné zotrvaènej hmotnosti telesa,
a teda po dosadení z rovnice závislosti an hmotnostiach vypadnú. V neinerciálnej vz»a¾nej sústave
sa tie¾ deje podivnos», ¾e v¹etky telesá bez ohµadu na hmotnos» dostávajú rovnaké zrýchlenie.
(Pravda okrem prípadu, keï pôsobí aj "naozajstná sila ", akú by za takú prehlásil aj inerciálny
pozorovateµ.)

Ak napríklad sedíme vo vlaku, so súradnou sústavou danou trebárs stenami a dlá¾kou kupé, mô-
¾eme nejaký èas pozorova», ¾e v¹etko sa deje ako druhý zákon ká¾e. Èo necháme na pokoji ostáva
na pokoji, èo po¹leme silou kamsi pôjde ako druhý zákon predpisuje. Odrazu sa v¹ak mô¾u v¹etky
dosiaµ pokojné telesá pobra» k prednej stene - v¹etky s rovnakým zrýchlením (ak odmyslíme rôzne
koe�cienty trenia apod.) Èo sa stalo? Pre pozorovateµa zvonku sa stala veµmi prirodzená vec v sú-
lade s prvým Newtonovým zákonom - najprv v¹etky telesá, ktoré sme my v na¹ej vlakovej sústave
vnímali v pokoji, vnímal èlovek na nádra¾í ako pohybujúce sa rýchlos»ou vlaku - rovnomerne, pria-
moèiaro. Keï vlak zaèak brzdi», pre èloveka z nádra¾ia v¹etky ¹álky, kufre a cestujúci jednoducho
pokraèovali podµa prvého zákona ako doposiaµ, ale stena vlaku tak nepokraèovala, lebo bola spo-
jená s brzdiacim zariadením a príslu¹nými silami. Pre nás vnútri v¹ak zrazu akási pseudosila hodila
v¹etko o prednú stenu 7. Èo je zaè a preèo v¹etko hodila s rovnakým zrýchlením nám dnu nie je
jasné. Ale pre pozorovateµa vonku to ani nemô¾e by» inak - v¹etci i¹li rovnako rýchlo, teda v¹etci aj

7Výraz pseudo- alebo dokonca �ktívna sila neznaèí, ¾e javy, v súvislosti s ktorými ich pozorovateµ zavádza, by
boli nejako imaginárne. Pozorovatelia vo vlaku aj vonku sa zhodnú na poète rozbitých ¹álok èi zlomenín.)
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mali pokraèova» rovnako rýchlo, smerom k pribrzdenej stene, ktorá bola pre v¹etkých tie¾ rovnaká.

To, èo neinerciálny pozorovateµ vníma ako poru¹enie Newtonových zákonov vníma inerciálny po-
zorovateµ ako ich potvrdenie.

Podobne je to pre Eulerovu, Coriolisovu, odstredivú "silu" atï - v¹etky tieto prejavy neinerciál-
nosti sústavy z pohµadu pozorovateµa v nich majú vlastnos», ¾e na telesá pôsobia priamoúmerne ich
zotrvaènj hmotnosti - dávajúc im v¹etkým z pohµadu neinerciálneho pozorovateµa to isté zrýchlenie.

Nie je potom aj gravitácia pseudosila, dôsledok neinerciálnosti sústavy? A nie je to
vlastne dobrá správa pre principiálnu pou¾iteµnos» Newtonových zákonov?

Spomeòme si, ¾e v Newtonových zákonoch hral kµúèovú rolu pojem voµného telesa. Jeho po-
hyb slú¾il ako ¹tandard pojmov rovno, rovnomerne. Ak vieme voµnú èasticu zabezpeèi» aspoò v
princípe, mô¾eme ma» taký ¹tandard aspoò v princípe. Ako teda zohna» voµnú èasticu? Odtienime
v¹etky sily na òu. Mô¾eme teleso odmagnetova», elektricky zneutrálni», vyle¹ti», odèerpa» okolitý
vzduch alebo iné odporové prostredie, odstrihnú» ka¾dú ¹núrku èi pru¾inku èo ho mô¾e ovplyvòo-
va». . . a toto mô¾eme urobi» technicky dôkladnej¹ie alebo menej dôkladne, ka¾dopádne ak vieme
odèerpa» miliardu molekúl odporového prostredia, azda budeme vedie» odèerpa» aj dve miliardy.

Ako v¹ak odtieni» gravitaènú silu a v¹etky s òou súvisiace? (Pole Zeme »ahá teleso dole, teleso
tlaèí na podlo¾ku, ale potom aj podlo¾ka na teleso. . .) Reakcie podlo¾iek a závesov mo¾no zlikvi-
dova» tak ¾e prejdeme do padajúcej sústavy, teda ¾e teleso nebude podopierané nièím - napríklad
postavíme laboratórium v padajúcom vý»ahu (a s odèerpaným vzduchom), alebo sa poberieme aj
s na¹ou aparatúrou kdesi do vesmíru. V¹etky tieto veci mo¾no v princípe urobi».
Ale ani s týmito v¹etkými opatreniami nie je v princípe mo¾né odtieni» globálne gravitaèný vplvyv
ostatných telies, keï¾e gravitaèná sila má podµa Newtonovej formulky nekoneèný dosah a pôsobí,
na rozdiel od trebárs elektrickej sily, v¾dy prí»a¾livo, nejde zneutralizova». Samozrejme, dajú sa
uva¾ova» pribli¾ne inerciálne sústavy, kde ¹tandard rovnomerne priamoèiaro bude realizovaný s
"takmer voµnými telesami". . . ale ostáva fakt, ¾e newtonovská mechanika (ak sa do nej zahrnie
spolu s tromi pohybovými zákonmi aj zákon gravitácie) sama o sebe hovorí ¾e v tomto vesmíre
platí len pribli¾ne, ak by gravitácia bola sila ako ostatné. Bola by to sila ktorú by bolo nemo¾né
globálne odtieni», teda by bolo v princípe nemo¾né vôbec ma» voµnú èasticu ktorá by nám dala
prototyp rovnomerného priamoèiareho pohybu.

Ak v¹ak gravitácia nie je sila - ak sa dajú jej prejavy chápa» ako charakteristiky geomet-
rie èasopriestoru - potom telesá na ktoré nepôsobí okrem gravitácie niè by sú voµné,
ich trajektórie v súlade s prvým zákonom de�nujú v èasopriestore pojem priamoèiaro. Akurát je
mo¾né ¾e to nie sú euklidovské priamky èo takto vznikajú. To v¹ak nijako neprotireèí Newtonovej
mechanike. Prvý zákon je zaradený práve preto, ¾e je potrebné zisti» geometriu, nie ju predpo-
klada» apriori euklidovskú.

¥udia oboznámení s históriou fyziky len povrchne mô¾u ma» dojem ¾e geometrický model gra-
vitácie ako zakrivenia priestoru èi èasopriestoru pri¹iel a¾ s dvadsiatym storoèím. Pritom potreba
nejakého geometrického obrazu bola zjavná u¾ v newtonovskej mechanike keï sa jednalo o prin-
cipiálnu konzistentnos». (Je pravda, ¾e vtedy e¹te nebol plne k dispozícii matematický aparát
rozvinutý v 19. a 20. storoèí, a chýbal aj prínos ¹peciálnej relativity.)

1.7 Gravitácia a krivos» - výhµady k v¹eobecnej relativite

V¹eobecná relativita je asociovaná s krivos»ou èasopriestoru. Názov niekedy azda laikov zvá-
dza k domnienke ¾e sa jedná o akési zov¹eobecnenie ¹peciálnej relativity. Ide v¹ak o zov¹eobecnenie
newtonovského modelu gravitácie (tak, aby boli lokálne zahrnuté princípy ¹peciálnej
relativity).
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1.7.1 Èo zov¹eobecòujú Einsteinove rovnice

Bez ambície urobi» tu rýchlokurz v¹eobecnej relativity, uveïme si pre neskor¹iu referenciu kom-
paktnú formu Einsteinových rovníc

Gµν + Λgµν =
8πκ

c4
Tµν (1)

s krátkym komentárom, ¾e na µavej strane máme objekt vyjadrujúci zakrivenie èasopriestoru,
napravo objekt súvisiaci so zdrojmi gravitácie, hustotou energie-hybnosti v danej oblasti
èasopriestoru. Súvis s Newtonovou gravitáciou vidno okrem iného v prítomnosti univerzálnej gra-
vitaènej kon¹tanty κ, spojitos» so ¹peciálnou relativitou naznaèuje rýchlos» svetla c. Prípadne e¹te
odcitujme Wheelerov výrok o tom ako hmota hovorí èasopriestoru ako sa má zakrivi» a èasopries-
tor hmote ako sa má hýba».
Do hlbín tenzorového poètu sa pri prehµadových predná¹kach nechodí, ale povedzme si, ¾e pred-
povede tohto modelu je síce »a¾¹ie spoèíta», ale sú v lep¹ej zhode s pozorovaním ako je tomu pri
newtonovskej verzii.

Len¾e tá newtonovská verzia do veµkej miery funguje. V¹eobecná relativita zov¹eobecòuje nieèo, èo
je tam dobre. Èo sa zov¹eobecnilo? Kde je analógia? Pod newtonovskou gravitáciou si mnoho µudí
rovno predstaví u¾ zmienenú formulku pre veµkos» gravitaèného pôsobenia dvoch telies povedzme
hmotnostíM , m v istej vzdialenosti r, so slávnou gravitaènou kon¹tantou κ (ktorej hodnotu vedia
desa»roèní ¹tudenti vysvetli» porovnateµne dobre ako ich vysoko¹kolskí kolegovia):

F = κ
mM

r2
(2)

Kde v newtonovskej gravitácii vidno náznak súvisu medzi krivos»ou a energiou èi hmotou? O kri-
vos» èoho by sa vôbec jednalo?

Ukazuje sa ¾e aj newtonovská gravitácia sa dá vyjadri» ako zakrivenie èasopriestoru, ale uká-
za» to vy¾aduje trochu èasu a priestoru - èasto viac ne¾ be¾ný prehµadový kurz základnej fyziky
umo¾òuje.
Av¹ak poukáza» na krivos» spojenú s gravitaèným potenciálom sa dá pomerne µahko a rýchlo,
s pou¾itím základov vysoko¹kolskej matematiky.

Najprv uveïme na pravú mieru, èo v newtonovskej gravitácii je vlastne zov¹eobecnené v rov-
niciach v¹eobecnej relativity. Nie priamo Newtonov gravitaèný zákon pre silu pôsobiacu na nejaké
testovacie teleso hmotnosti m v poli nejakého iného telesa hmotnosti M budiaceho skúmané pole;
Einsteinove rovnice (1) nakoniec o testovacom telese priamo nehovoria. Popisujú aký vplyv má
hmota (napríklad zmienené teleso hmotnosti M) na èasopriestor okolo.

Teda lep¹ím predchodcom/analógom Einsteinových rovníc je newtonovský popis gravi-
taèného poµa ako takého(pomocou intezity alebo potenciálu), nie jeho vplyv na testovaciu
èasticu.

Zopakujme si z predo¹lých odsekov, ¾e intenzita gravitaèného poµa budeného hmotou M v
poèiatku súradnej sústavy je konzervatívne vektorové pole E⃗, záporne vzatý gradient skalár-
neho potenciálu ϕ, meniace sa v závislosti od polohy v priestore (r⃗) :

E⃗ = κ
M

r2
r⃗

r
= −∇⃗ϕ (3)

Je v (3) nejaký súvis s krivos»ou? Krivos» je geometrický pojem, skúmajme teda geometriu
situácie. V priestore okolo hmoty M sú isté význaèné plochy - koncentrické sféry so stredom v
mieste kde je zmienená hmota. Sú to ekvipotenciálne plochy rozmeru S = 4πr2. Na ka¾dú z
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nich je vektorové pole intenzity kolmé a veµkos» intenzity je v rámci jednej plochy kon¹tantná.
Toto znamená okrem iného veµmi jednoduchý výpoèet toku poµa intenzity danou plochou:

�
S

E⃗.dS⃗ = 4πr2E (4)

Zo vz»ahu pre veµkos» intenzity

E = κ
M

r2

(po prenásobení 4π) vieme, ¾e tento tok intenzity plochou je úmerný hmote vo vnútri:
�

S

E⃗.dS⃗ = 4πr2E = 4πκM (5)

Obe strany (5) vieme prepísa» ako objemový integrál. ¥avú stranu pomocou Gaussovej vety ktorá
dáva do súvisu tok poµa uzavretou plochou S a divergenciu poµa v objeme V ktorý táto plocha
ohranièuje. Hmotu na pravej strane vieme prepísa» ako objemový integrál hustoty ρ. Potom máme

�
V

∇⃗.E⃗ dV = 4πκ

�
V

ρ dV

∇⃗.E⃗ = 4πκρ (6)

Teda divergencia intenzity gravitaèného poµa je úmerná hustote hmoty, alebo, povedané µudovo,
hmota pôsobí ako zdroj gravitácie. E¹te si spomeòme ¾e intenzita je záporne vzatý gradient po-
tenciálu E⃗ = −∇⃗ϕ a dosaïme to do (6):

−∇⃗.∇⃗ϕ = 4πκρ (7)

Divergencia gradientu je laplacián, suma druhých derivácií: ∇⃗.∇⃗ϕ = ∆ϕ, tak¾e (7) je mo¾né
prepísa» do tvaru zodpovedajúceho tzv. Poissonovej rovnici, ktorá dáva do súvisu hustotu
hmoty budiacej gravitaèné pole a laplacián gravitaèného potenciálu toho poµa:

∆ϕ = −4πκ ρ (8)

A tu je krivos»! Ak ju nevidno, tak aj príle¾itos» ujasni» si geometrický význam laplaciánu.

1.7.2 Stredná krivos» a laplacián

Z technického hµadiska je laplacián v euklidovskom priestore v kartézskej sústave diferenciálny
operátor ktorý mô¾e by» vyjadrený sumou druhých derivácií podµa jednotlivých súradníc:

∆ =
∂2

∂x21
+ ... +

∂2

∂x2n

Teda v jednorozmernom priestore je to jednoducho druhá derivácia. Táto súvisí s krivos»ou
grafu funkcie, na ktorú operátorom druhej derivácie pôsobíme. Ako je jasné u¾ zo základného
diferenciálneho poètu, v jednom rozmere majú druhú deriváciu (1-rozmerný laplacián) na súvislom
intervale (nielen v jednotlivých bodoch) v¹ade nulovú práve lineárne funkcie, ktorých grafom je
priamka - krivka bez krivosti. Pre lineárnu funkciu platí, ¾e jej hodnoty sú rovnomerne rozlo¾ené
v zmysle, ¾e hodnota v danom bode je priemerom hodnôt v susedných bodoch.

Vo vy¹¹ích rozmeroch nulový laplacián nejakej funkcie ∆f = 0 neznamená nevyhnutne ¾e graf
f je plochý v euklidovskom zmysle (hoci funkcia grafom ktorej je rovina má iste laplacián nulový),
ale graf s nulovou tzv. strednou krivos»ou. Nulová stredná krivos» v nejakom bode znamená,
¾e hodnota funkcie je tu priemerom hodnôt v susedných bodoch. Nenulová stredná krivos»
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kvanti�kuje odchýlku od takéhoto rovnomerného rozlo¾enia hodnôt. Grafy funkcií troch a viac
premenných nevieme vizualizova» (iba ich priemety do ni¾¹ích rozmerov), lebo by sme potrebovali
veµa rozmerný priestor (3 a viac rozmerov pre premenné, jeden pre funkènú hodnotu). Ale pojem
laplaciánu a strednej krivosti tam pokojne mô¾eme prenies» a opiera» sa o príslu¹ný matematický
aparát aj tam kde nás vizuálna predstavivos» nemô¾e vies».

Z tohto pohµadu teda Poissonovu rovnicu (8) mô¾eme vníma» ako súvis medzi rovnomernos»ou
rozlo¾enia hodnôt gravitaèného potenciálu ϕ v priestore a hustotou hmoty ρ v òom.
Tam, kde je hustota nulová, je potenciál rozlo¾ený v priemere rovnomerne, v zmysle ¾e stredná
krivos» vyjadrená laplaciánom je nulová (∆ϕ = 0). Teda pre potenciál v takej oblasti platí, ¾e
v ka¾dom bode je jeho hodnota priemerom susedných hodnôt. Tam, kde je potenciál rozlo¾ený
nerovnomerne (stredná krivos» ∆ϕ ̸= 0 ), sa podµa Poissonovej rovnice nachádza nejaká hmota
(ρ ̸= 0).

Einsteinove rovnice (1) hovoria èosi podobné, aj keï toho hovoria viac a v¹eobecnej¹ie, a krivos» v
nich spomínaná súvisí so samotným èasopriestorom. To je v¹ak aj dôsledkom toho, ¾e tamoj¹í po-
tenciál je desa»zlo¾kový a týchto 10 funkcií predstavuje nezávislé zlo¾ky metriky, geometrickej
charakteristiky èasopriestoru. Èo sa týka druhej strany rovnice, zdrojov gravitaèného poµa,
Poissonova rovnica uvádza ako zdroj nerovnomernosti gravitaèného potenciálu nenulovú hustotu
hmoty ρ. Einsteinove rovnice poèítajú s hmotou ako s formou energie, a ako taká má svoje miesto v
objekte Tµν na pravej strane (a majú tam miesto e¹te aj v¹elijaké iné aspekty, nakoniec v¹eobecná
relativita je v¹eobecnej¹ia teória ako Newtonova gravitácia.)

Ka¾dopádne, obe verzie, newtonovská aj einsteinovská hovoria o tom, ¾e prítomnos» hmoty má
dopad na geometriu v okolí.

1.7.3 Hypotheses non �ngo?

E¹te jedna zaujímavá analógia je medzi newtonovskou a einsteinovskou gravitáciou. Keï Newton
predstavil svoj model, priniesol mimoriadne zjednotenie do fragmetovaných poznatkov z mecha-
niky. Zrazu bolo mo¾né popísa» padanie jabåk a pohyb Mesiaca ako prejavy jedného princípu. A
predsa, u¾ v èasoch jej vzniku bolo jasné (Newtonovi samotnému azda viac ako mnohým iným),
¾e sú tu voµné konce. Sám sa vyjadril ¾e nevie akým agentom gravitácia pôsobí, ale ¾e je absurdné
aby tam nieèo, èomu e¹te nerozumie nebolo. Vo v¹eobecnej relativite, nie ako matematickej hraèke,
ale ako pokuse o popis ná¹ho èasopriestoru, je tie¾ niekoµko vecí o ktorých vieme, ¾e o nich veµa
nevieme - jednak sú to vlastnosti objektu Tµν na veµmi malých ¹kálach a vlastnosti podivného
èlena Λgµν zodpovedajúceho temnej energii, ktorý sa do rovníc (1) zahàòa na základe potreby, na
ktorú poukázali kozmologické pozorovania na veµkých ¹kálach.

Nejaký ïal¹í Einstein èi Newton azda príde s modelom, ktorý elegantne popí¹e tieto nejasnosti,
aby sme sa mohli posunú» k ïal¹ím veciam ktoré e¹te ani popísa» nevieme.

1.8 Energia a èasový vývoj - výhµady ku kvantovej mechanike

Klasická newtonovská mechanika sa dá skúma» v rôznych formalizmoch. Tradiène sa na ¹ko-
lách prezentuje mnohoraké pou¾itie druhého Newtonovho zákona, èo zahàòa diferenciálne rovnice
druhého rádu pre polohu skúmaného telesa. Ale newtonovský formalizmus nie je jediný, ktorý sa
dá pou¾i». Klasická mechanika sa dá skúma» aj v iných (lagrangeovský, hamiltonovský, variaèné
princípy). V nasledujucej èasti si spomenieme prvky tzv. hamiltonovskej formulácie, aj za
úèelom neskor¹ieho poukázania na spoloèné èrty klasickej a kvantovej mechaniky, ktoré v
tomto formalizme vidno azda µah¹ie ako v newtonovskom.

Zdôraznime ¾e sa nejedná o inú teóriu, ale o iný formalizmus. Preèo prepisova» èo funguje do
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iných tvarov a foriem? Veï s Newtonovými rovnicami sa dá namodelova» èo klasická fyzika umo-
¾òuje namodelova». Je to trochu ako pýta» sa, naèo vedie» pou¾íva» rôzne súradné sústavy. Veï
kartézska je dobrá a jednoduchá, naèo sférické a parabolické a cylindrické komplikácie - a¾ kým
èlovek nenarazí na rovnice, ktoré v jedných súradniciach vyzerajú ako zmes èlenov s veµmi nejas-
nou interpretáciou, a v iných sa rie¹ia viac menej pohµadom.. . Iný formalizmus niekedy umo¾òuje
situáciu lep¹ie preèíta», a niekedy umo¾òuje zov¹eobecnenia ktoré v inom nevidno 8.

Pozrime sa, èo vlastne klasická mechanika robí. Zo znalosti stavu systému teraz nám pohybové
rovnice posyktujú predpoveï pre stav neskôr (alebo aj spätne). Èasový vývoj systému pred-
stavuje postupnos» (parametrizovanú èasom) jednotlivých stavov. Pohybové zákony
(Newtonove v klasickej mechanike) nám umo¾òujú zrekon¹truova» túto postupnos»
zo znalosti jedného jej èlena.

Tu si treba seriózne uvedomi», èo je vlastne stav systému. Vezmime veµmi jednoduchý systém
- hmotný bod. Pri matematickom pohµade na Newtonov druhý zákon pre toto teleso

m
d2r⃗

dt2
= F⃗ (9)

vidíme, ¾e sa jedná o diferenciálnu rovnicu druhého rádu, nezávislou premennou je èas t (pa-
rameter vývoja), závislou sú súradnice polohy telesa r⃗(t) = (x(t), y(t), z(t)). Rovnica obsahuje
nanajvý¹ ich druhé èasové derivácie, dané jednak hmotnos»ou telesa m a pôsobiacou silou F⃗ (t)).
U¾ v jednorozmernom prípade (keï skúmaným systémom je jeden hmotný bod s jedným stupòom
voµnosti x(t), (napríklad mô¾e sa pohybova» len v smere jednej osi) si takáto rovnica druhého rádu
vy¾aduje dve poèiatoèné podmienky - hodnotu neznámej funkcie a jej prvej derivácie v nejakom
konkrétnom (obvykle poèiatoènom) èase. Stav jedného hmotného bodu teda tvoria jednak údaje
o polohe r⃗, a údaje súvisiace s hybnos»ou p⃗.

Reprezentácia stavu systému je jedným z dôle¾itých rozdielov medzi klasickou a kvan-
tovou fyzikou. Tu nejdeme robi» rýchlokurz kvantovej mechaniky, ale máme ju vo výhµade, keï
chceme predsatvi» alternatívny zápis Newtonových rovníc, preto si z nej spomeòme aspoò èosi.

Pohybovým zákonom v kvantovej mechanike je Schrödingerova rovnica. Akási kvantová al-
ternatíva k Newtonovým zákonom. Otázkou je, koµko z tej analógie je jasnej keï sa na spomenuté
dva zákony pozrieme, e¹te aj po zbe¾nom predstavení jednotlivých symbolov èo sa v nich vysky-
tujú. Keby sme polo¾ili otázku, ako sa klasický a kvantový zákon lí¹ia, mo¾no by sme mali problém
rozhodnú» kde vôbec zaèa» zoznam rozdielov, preto¾e je »a¾ké vyjadri» odli¹nos» dvoch vecí bez
toho, aby sme videli aspoò nieèo spoloèné k èomu vyjadrenie vz»ahova».
Kto videl aspoò základy hamiltovoského formalizmu aplikovaného na klasické problémy, mô¾e ma»
akú-takú predstavu o tom, ¾e z matematického hµadiska sú popisy kvantovej a klasickej mechaniky
v istom zmysle analogické. Pre¹tudova» hamiltonovský formalizmus do håbky ¾iada viac èasu ako
je v be¾ných kurzoch pre technické obory k dispozícii; ale dajú sa prezentova» aspoò nejaké èasti.
Ilustrujme si spoloèné aspekty Newtonovej a Schrödingerovej rovnice na systéme predstavujúcom
jeden elektrón v nejakom potenciáli (poli konzervatívnej sily). Klasický a kvantový popis:

m
d2r⃗
dt2

= F⃗ (10)

iℏ
∂Ψ

∂t
= ĤEΨ (11)

kde symboly znamenajú nasledovné: F⃗ - sila, m hmotnos», t èas, r⃗ poloha, i komplexná jednotka,
ℏ redukovaná Planckova kon¹tanta, Ψ vlnová funkcia, ĤE hamiltonián (index indikuje ¾e sa jedná

8A bez ambícii vysvetli» tu vec bli¾¹ie, u¾ sa vo fyzike stalo ¾e jeden formalizmus sa ukázal akosi hlb¹í ako iný,
aj keï na zaèiatku sa javili ako rovnocenné formulácie.
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o operátor energie, kvantový analóg klasickej velièiny).

Èasové derivácie, teda spojitosti s èasovým vývojom, sa objavujú v oboch zákonoch; ale jedná
sa o prvú deriváciu v (11) a druhú v (60). Treba si ujasni», èo sa vlastne vyvíja - aký je vz»ah
medzi objektmi v rovniciach (60) a (11). Snahou je ukáza», ¾e v pozadí oboch modelov je spoloèný
princíp - èasový vývoj stavu súvisí s energiou.

Prepí¹me rovnice do tvaru, v ktorom vystupujú kµuèové pojmy (stav, energia, vývoj) tak ex-
plicitne ako sa dá. Ak ¹tudovaným systíémom je spomínaný elektrón, jeho stav v kvantovej
mechanike je reprezentovaný tzv. vlnovou funkciou Ψ (teraz sa jej nevenujeme hlb¹ie, len ju
zmieòujeme), a v klasickej mechanike polohou a hybnos»ou (r⃗, p⃗). Teda v záujme porovna-
nia mechaník by sme mali radi v (60) explicitne (r⃗, p⃗). Toto sa urobí jednoducho, ak zvá¾ime ako
hybnos» súvisí s èarovou deriváciou polohy:

dp⃗
dt

= F⃗

dr⃗
dt

=
p⃗

m
(12)

Teraz máme dve rovnice prvého rádu (12) namiesto jedej rovnice druhého rádu (60). Av¹ak bolo
dosiahnuté viac ako len výmena rádu a poètu rovníc, toti¾ ¾e sa zaèína rysova» analógia s (11).
Na µavej strane(12) teraz explicitne vystupuje prvá èasová derivácia klasického stavu systému,
podobne ako je prvá derivácia kvantového stavu v (11).

Teraz dajme do súvisu pravé strany. V kvantovom prípade je to operátor energie (hamil-
tonián) pôsobiaci na stav. Klasická verzia mô¾e pôsobi» v tomto ohµade veµmi odli¹ne. Av¹ak
dosta» aj tu do obrazu energiu nie je veµký problém.
Predpokladali sme konzervatívnu silu, teda mô¾e by» vyjadrená ako záporný gradient vhod-
ného potenciálu. Aby bola jasnej¹ia analógia s pravou stranou (11), chceli by sme aj v klasickom
prípade dosta» do obrazu celú energiu, nielen potenciálovú èas». Toto nie je problém urobi»; keï¾e
kinetická energia závisí od hybnosti, nie od polohy, mô¾e by» beztrestne vsunutá do pozièného
gradientu:

F⃗ = −∇⃗r⃗Ep = −∇⃗r⃗(Ep + Ek) = −∇⃗r⃗E = −
(
∂E

∂x
,
∂E

∂y
,
∂E

∂z

)
Týmto prepisom sily ako záporným gradientom energie máme polovicu (12) vyjadrenú s energiou
na pravej strane. Aby sme podobnú vec dosiahli aj pre druhú polovicu, v¹imnime si, ¾e pravá
straba mô¾e by» prepísaná ako derivácia kinetickej energie (Ek = p2/2m) podµa hybnosti. Tentoraz
vyu¾ijeme skutoènos», ¾e potenciál nezávisí na hybosti v prípadoch ktoré tu uva¾ujeme, a teda
mô¾eme do derivácie bezpeène popri kinetickej energii prepa¹ova» aj potenciálnu:

p⃗

m
= ∇⃗p⃗Ek = ∇⃗p⃗(Ek + Ep) = ∇⃗p⃗E =

(
∂E

∂px
,
∂E

∂py
,
∂E

∂py

)
.

A e¹te v¹etko poskladajme dokopy:

d
dt

(
p⃗
r⃗

)
=

(
−∇⃗r⃗E

∇⃗p⃗E

)

iℏ
∂

∂t
Ψ = ĤEΨ
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Teraz oba zákony, klasický aj kvantový, vyjadrujú predstavujú èasovú zmemu stavu (na µavých
stranách prvé èasové derivácie polohy-hybnosti alebo vlnovej funkcie) v súvislosti s energiou (na
pravo). Matematické objekty a operácie sú samozrejme odli¹né 9 - veï kvantová a klasická mecha-
nika sa lí¹ia hlb¹ie ako len formalizmom.

Ale spoloèný princíp tu je: Energia je hlboko zviazaná s èasovým vývojom.

9Hoci predsa len podobnej¹ie ako táto struèná prezentácia umo¾òuje ukáza».
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2 Svetlo na konci rovníc

2.1 História

Dnes u¾ deti na základnej ¹kole vedia odrecitova» pouèku o svetle ako elektromagnetickom vlnení.
®e v¹ak elektrina a magnetizmus patria do jedného prívlastku, a ¾e by nieèo mali ma» so svetlom,
nebolo zrejmé e¹te nejaké dve storoèia dozadu. Dokonca e¹te dve desa»roèia po uverejnení Ma-
xwellovej práce z roku 1865, zhàòujúcej mnohé experimentálne aj deduktívne nazbierané aspekty
elektromagnetizmu, bolo treba namáhavo hµada» po vtedaj¹ích univerzitách µudí, ktorí by teórii
rozumeli alebo aspoò v nej videli nieèo hodné pozornosti. Mô¾e to ma» doèinenia s Maxwellovou
prezentáciou - v èase vydania jeho práce bola písaná zlo¾itých formalizmom, primatematickým
pre fyzikov a prifyzikálnym pre matematikov. Po úspechu Newtonovskej mechnaniky bola snaha
vysvetµova» a vizualizova» v¹etko cez mechanické sily medzi nejakými objektami, reprezentované
s napätiami a tlakmi v nejakom médiu. Úporne pretrvávajúca predstava svetlonosného éteru ako
be¾ného média s mno¾stvom mechanických vlastností, ktoré bolo zlo¾ité a¾ nemo¾né zmieri» s
experimentálnymi dátami, navádzala µudí hµada» zlo¾ité vizualizácie toho, èo rovnice predstavo-
vali. Navy¹e, Maxwell sa ukázal ako skromný èlovek, a keï mal mo¾nos» hovori» o svojej práci
pred rozsiahlym publikom, spomenul ju len okrajovo, na konci svojej predná¹ky venovanej inému
modelu, referujúc ten svoj ako inú teóriu elektriny, ktorá sa mu páèi. Notácia neveµmi priateµská
be¾nému u¾ívateµovi matematiky tie¾ nepomohla. ¥udia citliví viac na rýchle závery a vonkaj¹í
rozruch ako na håbku ju potom µahko prehliadli.

2.2 Èrty a kontakty

Súbor základných rovníc klasického elektromagnetizmu sa volá po Maxwellovi, prièom jednotlivé
èasti nesú iné mená - po Maxwellovi je vlastne priamo pomenovaný len jeden èlen v jednej z nich.
Preèo teda súbor nesie jeho meno? Gaussov zákon pre elektrické a magnetické pole, Ampérov
zákon pre prúdy a Faradayov zákon pre indukciu boli známe pred Maxwellovou prácou, ale ním
dodaný èlen (Maxwellov posuvný prúd) ich zo¹il konzistentne dokopy. Pri spätnom pohµade mohla
by» vodítkom snaha o symetriu medzi elektrickým a magnetickým poµom alebo konzistentnos» s
rovnicou kontuinuity. Ka¾dopádne, po zahrnutí sa ukázala nielen neznièiteµnos» elektrického ná-
boja a nerozluènos» elektriny a magnetizmu, ale aj ich súvis so svetlom. E¹te poznamenajme, ¾e
Maxwellove rovnice sú pri troche oboznámenia sa s vektorovou analýzou jednoduché a názorné v
ich dne¹nej formulácii, ale táto elegancia je »a¾¹ie badateµná v ich pôvodnom vyjadrení (1865, A
dynamical theory of the electromagnetic �eld), kde boli zákony v nich skryté rozpísané do cca 20
rovníc (nie nezávislých). Nájdenie jednoduch¹ieho formalizmu pre dané úèely si ¾iada niekoho, kto
je ochotný predra» sa divokej¹ou verziou, nestrati» zo zreteµa pointu, vy¹liapa» potom v divoèine
skratky a sprístupni» jednoduchú pointu masám. Tu to bola do znaènej miery zásluha Olivera
Heavisida, Josiaha Willarda Gibbsa and Heinricha Hertza.

Maxwellovým rovniciam sa treba venova» jednotlivo aj po skupinkách, preto¾e vz»ahy medzi je-
notlivými rovnicami sú porovnateµne dôle¾ité ako ka¾dá z rovníc osobitne. Jedná sa o previazaný
systém, ale jeho previazanos» bolo »a¾ké vidie», kým sa skúmali len jednotlivé ¹peciálne prípady.

Upozornime na niekoµko výrazných èàt týchto rovníc. Spomeòme aj veµmi struène niektoré prepo-
jenia na rozlièné oblasti fyziky.

Poµnos» - máme tu parciálne diferenciálne rovnice, v newtonovskej mechnaike boli obyèajné.
Aj v elektromagnetizme sa síce operuje s druhým Newtonovým zákonom v uvislosti s Lorenzo-
vou silou, ale dynamika polí samotných je daná Maxwellovými rovnicami. Sú parciálne, prvého
rádu, lineárne. Princíp superpozície teda mô¾e hra» veµkú rolu, aj s tým súvisiaci rozpis rie¹ení do
vhodných bázových funkcií. Vlastné stavy význaèných operátorov teda budú matematicky dôle¾ité.

S poµnos»ou súvisiaca lokálnos». Pole tu u¾ nie je len akási pomocná ¹truktúra, "sila na jednot-
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kový náboj ktorý by hypoteticky mohol by» v danom mieste". Sú tu difeneciálne rovnice popisujúce
dynamiku týchto polí, èasový vývoj ich samých. Polia majú kapacitu nies» hybnos» a energiu. Ako
také sú istým náznakom zbavenia sa "pôsobenia na diaµku", ktoré toµko znepokojovalo Newtona.
Dva náboje interagujú s poµom vo svojom bezprostrednom okolí, táto interakcia sa poµom prená¹a
a¾ k druhému náboju.

Sú tu isté prepojenia s kvantovou mechnaikou. Jedná sa o dvojvrstvový popis dejov. Rovnice
hovoria o vývoji velièín - polí v prípade elektromagnetizmu èi vlnovej funkcie v prípade kvantovej
mechaniky - na ktoré nemáme taký priamy dosah ako na ich kvadráty. Ïal¹ou zo smeroviek je
kvantovanie náboja. Podobne je to s vlastnos»ami trvalých magnetov a stabilitou atómov. Toto
v¹etko u¾ síce nevyplýva z Maxwellových rovníc, ale to je práve jeden z náznakov, ¾e teóriu treba
roz¹íri».

Prepojenia s klasickou mechanikou sú jednak formou spomínanej Lorenzovej sily, ale veµmi vý-
razné sú aj analógie s mechanikou tekutín.

Prepojenie na ¹peciálnu relativitu je veµmi výrazné. Z Maxwellových rovníc nám vyplynie akási
invariantná (voèi inerciálne sa pohybujúcim pozorovateµom) rýchlos», èosi o èom klasická mecha-
nika nechyrovala. Závislos» rozdelenia elektromagnetického poµa na elektrickú a magnetickú èas»
je závislé od pozorovateµa. Veµmi to evokuje podobnú závislos» delenia èasopriestorového intervalu
na èasovú a priestorovú zlo¾ku.

2.3 Jedna zo ¹tyroch

Elektromagnetická interakcia je momentálne vnímaná ako jedna zo ¹tyroch fundamentálnyhc síl
v prírode. Do istej miery sa jej matematický model prepája s modelmi slabej a silnej interak-
cie, s týmto prepojením sú v¹ak spojené rozlièné veµké " ale "kvantovej teórie poµa. S gravitáciou
v einsteinovskom zmysle je »a¾ké (resp tak sa nám to javí teraz) prepoji» ktorúkoµvek z nich.
Av¹ak podoba modelu klasického elektrostatického poµa s newtonovskou gravitáciou, spoèívajúca
v poklese intenzity poµa so ¹tvorcom vzdialenosti od zdroja je veµmi nápadná, a bola takou dávno:

Eg = κ
M

r2
Ee =

1

4πϵ0

Q

r2

Elektromagnetická interakcia voèi gravitaènej veµmi výrazná v nasledujúcom zmysle: U¾ pár »ahmi
hrebeòom vieme zo svojich vlasov nazbiera» dos» náboja na to, aby sme kompenzovali gravita»nú
prí»a¾livos» celej zemegule. Podobne veµkú silu je mo¾né vyvinú» obyèasjnou magnetkou ktorá dr¾í
nákupný zoznam na chladnièke. Táto magnetka kompenzuje prí»a¾livos» celého zemského jadra,
plá¹»a a v¹etkých oceánskych vôd. . . Napriek tomu v¹ak pohyb tejto zemegule a zvy¹ku slneènej
sústavy vyzerá by» podµa gravitaèných povelov, nie elektromagnetických.

Obr. 8: Po troche, ale bez kontra-tendencií sa nazbierajú obrovské sily ako pravidlá tanca celých
galaktických kôp. A aj veµké sily sa vedia efektívne strati» v oblastiach, kde idú proti sebe.
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Preèo? Kým "gravitaèný náboj", ktorým sa èastice anga¾ujú v danom poli, má len jedno
znamienko, elektrický má dve, aj magnet má dva póly. Gravitácia nevie by» odpudívá, elektro-
magnetická sila vie. Teda je mo¾né ju kompenzova», odtieni», vyru¹i». Toto, spolu s nápadnou
vyrovnanos»ou kladného a záporného elektrického náboja, a s výskytom magnetických pólov len
vo vyrovnaných pároch, je aj dôvodom, preèo na veµkých ¹kálach vyhráva gravitácia.

2.3.1 Elektrický náboj

Mimochodom, preèo nehovoríme o magnetickom náboji? Veï elektromagnetizmus je u¾ jedno
slovo. . . Lep¹ia otázka by asi bola, preèo nehovoríme o elektromagnetickom náboji. Azda z leni-
vosti a tradície: Existenciu toho, èomu hovoríme elektrický náboj, a neexistenciu toho, èomu by
sme hovorili magnetický náboj, mo¾no chápa» takto: Nepoznáme nieèo, èo by vytváralo nami me-
rateµné magnetické pole ¹týlom monopolu. Nieèo, èo vytvára nami merateµné elektrické pole ako
monopol, je to, èomu sa be¾ne hovorí elektrický náboj. Samozrejme dá sa nájs» elektrický dipól,
ale magnetický monopól nie. Pritom v¹ak objekt nesúci elektrický náboj je zdrojom magnetic-
kého poµa. Ak sa náboj voèi nám nepohybuje, necítime jeho magnetické pole na¹imi testovacími
nabitými èasticami (spin teraz nechajme bokom). Ale pohybujúci sa elektrický náboj je zdrojom
elektromagnetického poµa. O magnetizme sa niekedy hovorí ako o relativistickom jave, lebo pohyb
je relativistický pojem. Z makroskopického hµadiska teda mô¾eme takto zhruba hovori». Ale mag-
netizmus je aj kvantovomechanická vec (tu aspoò spomeòme ten vynechaný spin)- a elektrina ako
vec s ním nerozluène spojená teda tie¾. Nepohybujúci sa elekrický náboj je len pribli¾ný pojem,
model, ktorý neobstojí, ak zahrnieme aj kvantovú mechaniku, princíp neurèitosti a spin elektrónu.
Teda mohli by sme pokojne hovori» o elektromagnetickom náboji, lebo niè vykazujúce elektrický
náboj nie je celkom bez magnetických aspektov a opaène. Ak sa pohybujeme voèi danej nabi-
tej èastici, cítime markantné "makroskopicky badateµné"magnetické pole. Ak aj sme v pokojovej
sústave priemernej polohy »a¾iska èastice, stále ostáva jej spin, vnútorný moment hybnosti ne-
rozluène spätý s magnetickým momentom. (Tento mô¾e by» kompenzovaný momentmi okolitých
èastíc, ale je tam.) A opaène, niè vykazujúce magnetické vlastnosti nie je bez elektriny. Aj neutrón
má magnetický moment - a neutrón je elektricky neutrálny len ako celok, jeho kvarky sú elektricky
nabité. (Náboj je kompenzovaný, ale je tam.)

2.3.2 Gravitaèný, elektrický náboj a (ne)rovnomernos» rozdelenia

Ako je to s kvantovaním? Toto je vec, ktorú zatiaµ na gravitaèných nábojoch - hmotách - nepo-
zorujeme. Nezdá sa zatiaµ, ¾e by v¹etky hmoty boli celoèísleným násobkom nejakej minimálnej
jednotky. Tzv. Planckova hmota je na úrovni cca 20 mikrogramov. Atómy sú podstatne µah¹ie.
Najµah¹ie èastice vyzerajú by» neutrína, ale nezdá sa, ¾e by si vôbec udr¾iavali konzistentne svoj
hmotnostný stav, a nemáme dôkazy o tom, ¾e by ich "èisté hmotnosti"boli základnou jednotkou
pre iné èastice. Naproti tomu elektrický náboj, ak je naozaj prezícne zmeraný, sa ukazuje by» v¾dy
celoèíselný násobok elementárneho náboja elektrónu. Kvarky ako subnukleárne èasti síce javia tre-
tinové náboje, ale kvarky nikam nejdú bez takého doprovodu, ktorý doåòa celkový náboj v partii
na celoèíslený násobok základného. Pri elektrickom náboji ide naozaj o poèet kusov vo vesmíre,
a je namieste otázka, preèo je taký vyrovnaný. Vyzerá by»: ak by nebol, pozorovali by sme veµké
odpudzovanie nielen na úrovni rovnako nabitých galaxií, ale aj ich rozpad (gravitácia by nevedela
kompenzova» elektrické odpudzovanie). Dá sa azda namietnu», ¾e rovnováhu predsa netreba vy-
svetµova», vysvetlenie ¾iada odchýlka z nej. V takom prípade v¹ak, preèo nie je náboj rovnomerne
rozdelený na èastice rovnakých hmotností? Preèo je väè¹ina záporného náboja v µahkých elektró-
noch a väè¹ina kladného náboja v »a¾kých protónoch, namiesto varianty koµko elektrónov, toµko
(rovnako »a¾kých) pozitrónov a koµko protónov, toµko (rovnako »a¾kých) antiprotónov? Toto je
vlastne odno¾ otázky preèo je viac hmoty ako antihmoty, so zdôraznením rovnomernosti a nerov-
nomernosti pre elektrický, gravitaèný náboj a ích vz»ah.
Odpoveï vo fyzike zatiaµ nemáme. Vyrovnanos» spomínaných mno¾stiev by e¹te nemusela zname-
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na» neprítomnos» akejkoµvek energie, nakonie pri strete elektrónu a pozitrónu nie je výsledkom niè,
ale energeticky zospovedajúce svetlo. Av¹ak ¹truktúry ako ich vo vesmíre poznáme by nepre¾ili.
Niekedy sa na to reaguje v zmysle antropického princípu, ¾e keby podmienky neboli, aké sú, nebolo
by bytostí, ktoré by sa na ne pýtali. To je komentár, nie odpoveï 10

2.3.3 Plus mínus èíselná os

Na náboj plus, mínus, neutrál sme u¾ tak zvyknutí, ¾e sa nad tým ani nepozastavujeme. Aký iný by
mohol by»? Experimentálne to dávalo zmysel: V laboratóriu sa dali v¹elijako trie» a nabíja» pred-
mety, a rozdeli» na tri kopy - povedzme A,B,C. V skupine A boli tie, èo na blízkos» ostatných (bez
ohµadu na príslu¹nos» k A,B alebo C) nereagovali. V B boli tie, èo odpudzovali v¹etkých zo svojej
skupiny (B) a pri»ahovali v¹etkých zo skupiny (A). V skupine C boli tie, èo odpudzovali v¹etkých
zo svojej skupiny (C) a pri»ahovali v¹etkých z B. Nebolo potrebné vytvára» ïal¹iu kategóriu, ka¾dé
teleso v laboratóriu sa dalo zaradi» do jednej z týchto troch. Navy¹e, vhodnou kombináciou pred-
metov z B a C sa dali vytvori» objekty patriace do A. Èlovek ani nemusí vedie» mnoho z algebry,
aby videl vhodnos» pomenova» skupiny B,C ako kladné a záporné (alebo opaène, to je u¾ vec kon-
vencie a tradície) a skupinu A ako neutrálnu. Inými slovami, máme tu starú známu èíselnú os s jej
kladnou a zápornou èas»ou a nulou medzi nimi. Drvivá väè¹ina na¹ich matematických modelov je
spojená s èíslenou osou. Celé, racionálne, reálne èísla. . . dokonca aj modely euklidovskej roviny èi
priestorov sú vyskladané ako vhodné kombinácie "nezávislých èíselných osí". Mo¾no mnohé úspe-
chy vo fyzike máme skrz túto skutoènos» - ¾e s elektrickým nábojom, ktorý vyzerá by» spojený s
hmotou okolo nás veµmi fundamentálnym spôsobom, je práve nami pou¾ívaný poèítací systém tak
explicitne konzistentný. Ak potrebujeme nieèo vyvá¾i», potrebujeme siahnu» vhodne ïalekon na
opaènú stranu ná¹ho poèítadla. Ani neuva¾ujeme, ¾e by bolo potrebné aj èosi iné. Ale mo¾no sú
iné mo¾nosti. Predstavme si klasické mie¹anie troch základných farieb (ako ich vníma µudské oko
èi mozog). Ak bielu oznaèíme ako neutrál, tak na kompenzáciu trebárs modrého vnemu nám treba
siahnu» do dvoch ïal¹ích farebných smerov - èerveného a zeleného. To u¾ nie je èíslená os, ale akási
èíselná trojsmerka. ¥udské videnie je komplexná zále¾itos» a popísaná procedúra je len popisom
akýchsi efektívnych javov. Ale v prírode sa napodiv vyskytuje druh náboja, ktorý funguje práve
takto: Na to, aby sme nieèo kompenzovali, netreba nevyhnutne prida» jeden antikomplement, ale
mo¾no to urobi» aj tak, ¾e pridáme dva iné komplementy. Je to tzv farebný náboj (názov pochádza
práve z analógie µudského vnímania farieb) kvarkov, subnukleárnych èastíc. Na farebne neutrálnu
kombináciu treba buï farebne neutrálnu èasticu, alebo tri komplementárne farebné náboje. . .alebo
farebný a antifarebný. Tu u¾ analógia s videním farieb trochu zlyháva. Ale odhliadnuc od toho,
tu je zábavná vec, spojenie s elektromagnetizmom: Kvark a antikvark, napríklad modrý a anti-
modrý, sa lí¹ia znamienkom elektrického náboja! «a¾ko to zobrazi». Je tu samozrejme poku¹enie
vzia» euklidovský trojrozmerný priestor, s troma kolmými osami, ka¾dá majúca kladnú a zápornú
èas», a skúsi» èi skladanie 3D vektorov nebude dobrý model. Ale nie je to celkom to, èo skladanie
farebných nábojov. Trojrozmerný vektor »a¾ko mô¾e reprezentova» stav vo farebnom priestore,
lebo dvomi kolmými vektormi v smere x a y nevieme kompenzova» vektor v smere z, kým dvomi
"kolmými"nábojmi - modrým a zeleným - vieme vyvá¾i» èervený. Ktovie, mo¾no by bola fyzika
jednoduch¹ia, keby sme na¹li nejaké bytostne trojkové èíselné modely.

10Ak niekto znedazdajky dostane od suseda facku a opýta sa preèo, asi nebude pova¾ova» za adekvátne vysvetlenie,
¾e keby facku nedostal, nemohol by sa na òu pýta».
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2.4 Maxwellove rovnice

Po toµkých reèiach napí¹me koneène slávne Maxwellove rovnice. Pí¹eme ich tu ako vyzerajú vo
vákuu (v zmysle nie v prostredí s vlastnou permitivitou a permeabilitou)
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Poïme ich rozobra» po jednej aj po skupinkách, poveda» si o ¹peciálnych prípadoch a vz»ahoch
medzi rovnicami. Dvom vyjadreniam Maxwellových rovníc sa hovorí diferenciálny a integrálny
tvar. Súvis medzi nimi je veµmi jasný, ak je jasná daná partia vektorovej analýzy (Gaussova a
Stokesova veta). Ak tomu tak nie je, je doporuèené konzultova» nejaký text o tom pojednávajúci.

Najprv si ujasnime notáciu. E⃗, B⃗ predstavujú vektorové polia - intenzitu elektrického poµa a
magnetickú indukciu. Èasto budeme skrátene hovori» o elektrickom a magnetickom poli. Jednot-
kou elektrickej intenzity je newton na coulomb alebo volt na meter, jednotkou magnetickej indukcie
je tesla:
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Velièina ρ predstavuje hustotu elektrického náboja (jednotkou je C m−3), teda objemový integrál
z nej predstavuje celkový náboj Q v danom objeme:

�
V

ρdV = Q

Velièina J⃗ predstavuje plo¹nú hustotu prietoku náboja, náboj preteèený jednotkou plochy za jed-
notku èasu (jednotka Cm−2s−1 = Am−2). Po preintegrovaní cez plochu teda získavame prúd teèúci
skrz túto plochu:

�
S

J⃗ .dS⃗ = I

Náboj Q a jeho prúd I spolu samozrejme súvisia. Keï¾e náboj celkovo nevzniká a nezaniká, len
sa presúva, musí pri nenulovej bilancii toku z nejakého objemu V ohranièeného uzavretou plochou
∂V stúpa» alebo klesa» mno¾stvo náboja dnu (stúpa» ak viac pri¹lo ako vy¹lo, klesa» v opaènom
prípade):
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Ak na tok J⃗ cez plochu pou¾ijeme Gaussovu vetu
�

V

∇⃗.J⃗dV = − d

dt

�
V

ρdV

dostávame sa postupne k diferenciálnemu tvaru

∂ρ

∂t
+ ∇⃗.J⃗ = 0 (18)

Vz»ah (18), resp. (17) predstavuje rovnicu kontinuity, zákon zachovania elektrického ná-
boja.

Permeabilita µ je mierou magnetizácie prostredia pod vplyvom aplikovaného magnetického poµa.
Je vlastnos»ou materiálu vypåòajúceho daný priestor a dá sa poveda», aj priestoru samotného. Táto
vákuová èas» závislosti sa oznaèuje ako µ0. Jednotkou je henry na meter, alebo newton na kvadrát
ampéra. Celková permeabilita je potom súèin vákuovej a relatívnej (voèi vákuu) µ = µrµ0. Pre
vákuum potom µr = 1. Permitivita ϵ je mierou polarizácie prostredia pod vplyvom aplikovaného
elektrického poµa. Je vlastnos»ou materiálu vypåòajúceho daný priestor a priestoru samotného,
prièom vákuová èas» sa obvykle znaèí a ϵ0 a podobne ako v prípade permeability, je celková
permitivita súèinom vákuovej a relatívnej èasti ϵ = ϵrϵ0. Jednotkou ϵ0 je farad na meter, alebo
coulomb na volt na meter. Tu sa budeme zaobera» len vákuovým prípadom.
Teraz si ujasnime integraèné domény v integrálnej verzii Maxwellových rovníc. V zásade sa jedná
o vz»ahy integrálov cez nejaké domény a ich hranice a èasovú zmenu týchto integrálov.Jednoduchý,
dvojný alebo trojný integrál naznaèuje rozmernos» domény, cez ktorú sa integruje. Krú¾ok na in-
tegrále symbolizuje uzavretos» integraènej oblasti, teda ide buï o integrál po uzavretej krivke ∂S
ohranièujúcej otvorenú plochu S v prípade

�
∂S
, alebo o integrál po uzavretej ploche ∂V ohrani-

èujúcej nejaký objem V v prípade


∂V
. Oznaèova» hranice uzatvárajúce nejakú oblas» Ω ako ∂Ω

má svoju tradíciu a vcelku dobrý dôvod v teórii diferenciálnych foriem11. Skalárny súèin vekto-
rového poµa a elementu krivky, napríklad E⃗.d⃗l, preintegrovaný pozdå¾ uzavretej krivky, je mierou
cirkulácie poµa E⃗, pozdå¾ tejto krivky. Vektor d⃗l si mo¾no predstavi» ako in�nitezimálne posunutie
pozdå¾ krivky. Pre in�nitezimálne malú krivku dostávame rotáciu poµa E⃗ v bode predstavujúcom
stred in�nitezimálnej plochy ohranièenej spomínanou sluèkou, násobenú skalárne touto plô¹kou:

E⃗.d⃗l = ∇⃗ × E⃗.dS⃗

Skalárny súèin vektorového poµa a elementu plochy, napríklad E⃗.dS⃗, predstavuje tok touto plô¹kou.
Nezabudnime, ¾e vektor dS⃗ má smer normály na danú plochu 12 a tok poµa je najefektívnej¹í, ak
ide rovnobe¾ne s touto normálou, a nulový, ak teèie pozdå¾ plochy, teda vôbec nie cez òu. Preinteg-
rovaním po uzavretej ploche vlastne získavame bilanciu toku von a dnu - pre in�nitezimálne malú
plochu tak získavame divergenciu poµa v bode predstavujúcom stred in�nitezimálneho objemu
ktorý tá plocha ohranièuje, násobenú týmto objemom:

E⃗.dS⃗ = ∇⃗.E⃗dV

Toµko k znaèeniu, poïme si rozobra» Maxwellove rovnice aj po významovej stránke.

11ktorá je doporúèaná na pre¹tudovanie ako lep¹ia alternatíva v prípadoch, keï by sa èlovek chystal èas hor¹ie
zabi»

12Èo sa orientácie týka, je daná konvenciou: Ak sa jedná o uzavretú plochu, normála je kladná smerom von. Ak
sa jedná o uzavretú plochu, potom smer normály súvisí s orientáciou ohranièujúcej krivky: Keï obiehame hranicu
v smere hodinových ruèièiek, orientácia normály je podµa pravidla pravej ruky.
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2.4.1 Gaussov zákon pre elektrické pole

pozrime bli¾¹ie na prvú rovnicu

�
∂V

E⃗.dS⃗ =
1

ϵ0

�
V

ρ dV =
Q

ϵ0

Je to veµmi názorný zákon. Ak tok poµa z nejakej oblasti nie je vyvá¾ený (celkovo nulový, teda koµko
dnu, toµko von), potom tam musia by» nejaké pramene alebo pohlcovaèe, teda kladné alebo záporné
náboje, a to v nevyvá¾enim poète, aby zodpovedali za bilanciu toku 13. Pou¾itím Gaussovej vety
o divergencii 14

�
∂V

E⃗.dS⃗ =

�
∇⃗.E⃗dV 1

ϵ0

�
V

ρ dV =
Q

ϵ0

dostávame súvis divergencie a hustoty náboja, teda diferenciálnu verziu.

∇⃗.E⃗ =
ρ

ϵ0

Prvá Maxwellova rovnica nám okrem iného hovorí, ¾e existujú zdroje elektrického poµa, elektrické
náboje. Nehovorí, ¾e by v oblastiach bez nábojov bolo pole nevyhnutne nulové; v takých oblas-
tiach je len nevyhnutne nulová divergencia tohto poµa. Pre oblas» s celkovo nulovým tokom cez
jej hranicu nemusí nevyhnutne plati», ¾e tam ¾iadne náboje nie sú - len ¾e je tam toµko kladného
ako záporného náboja. Z gra�ckého hµadiska prvá rovnica hovorí, ¾e èiary znázoròujúce prúdnice
tohto poµa majú svoje význaèné poèiatky (vychádzajú z kladných nábojov) aj konce (na záporných
nábojoch).

Známy Coulombov zákon pre intenzitu elektrického poµa v okolí bodového náboja a jej pokles
so ¹tvorcom vzdialenosti je len ¹peciálnym prípadom prvej Maxwellovej rovnice. Podobne azda
trochu menej známe vz»ahy pre závislos» intenzity a vzdialenosti od nabitého dlhého drôtu a ve-
µkej nabitej roviny (ideálne nekoneèných rozmerov, aby sa mohla naplno vyu¾i» symetria toku v
plo¹nom integrále). Tieto výpoèty patria do be¾ných cvièení v ¹tandardnom kurze elektromag-
netizmu, tu len upozornime, ¾e charakter poklesu intenzity so vzdialenos»ou sa dá vidie» e¹te
ne¾ sa èlovek pustí do integrovania: V prípade bodového náboja sú triedami "rovnocenných bo-

Obr. 9: Pokles intenzity pre rozliène symetrické rozlo¾enia nábojov

dov"koncentrické sféry, v prípade dlhého nabitého drôtu (priamky) koncentrické valce, a v prípade
nabitej rozsiahlej roviny zas roviny s òou rovnobe¾né. Veµkos» týchto tried ekvivalencie závisí od

13V elektromagnetizme máme kladný a záporný náboj a je jasné, ¾e jeden bude hra» úlohu prameòa a druhý
"pohlcovaèa", teda ¾e vektor intenzity bude orientovaný z jedného do druhého. Ktorý je ktorý je vec konvencie, a
tá sa zaviedla tak, ¾e z kladných nábojov elektrické pole vyteká a do záporných sa prepadá.

14Po Gaussovi sa toho volá toµko, ¾e je lep¹ie trochu rozvinú» prívlastky.
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vzdialenosti nasledovne: sféry rastú s druhou mocninou vzdialenosti r2, plá¹te valcov s prvou moc-
nicou vzdialenosti r, a rovnobe¾né roviny nemenia veµkos». Tok elekrického poµa bodového náboja
sa prerozdeµovaním na plochy rastúce ako r2 riedi v opaènom pomere r−2, tok poµa nábojov na
priamke sa prerozdeµovaním na plochy rastúce ako r riedi v opaènom pomere r−1, a tok nabitej
roviny sa so vzdialenos»ou nemení, lebo sa prerozdeµuje stále na rovnako veµké plochy.

2.4.2 Gaussov zákon pre magnetické pole

Naproti tomu obdobná rovnica pre magnetickú indukciu hovorí, ¾e jej celkový tok cez µubovoµnú
uzavretú plochu je nulový.

�
∂V

B⃗.dS⃗ = 0

Pou¾itím Gaussovej vety o divergencii�
∂V

B⃗.dS⃗ =

�
∇⃗.B⃗dV = 0

dostávame diferenciálnu verziu

∇⃗.B⃗ = 0

Z gra�ckého hµadiska, magnetické prúdnice (integrálne krivky magnetického poµa) sú v¾dy uzav-
reté samy do seba. Teda zdroje magnetického poµa, ak nejaké sú, sa nikdy nevyskytujú izolovane,
ale v¾dy tak, aby dohromady pole malo v¹ade nulovú divergenciu. Pohybujúci sa elektrický náboj
je zdrojom magnetického poµa, ale je tu nevyhnutná dvojpólovos», lebo ide odniekadiaµ niekam.
Ak rozlomíme magnet s pólmi vzdialenými 10 cm, získame dva magnety s pólmi dvakrát bli¾¹ie
pri sebe. A tak ïalej. Nará¾ame tu v¹ak na zaujímavú otázku. Povedzme, ¾e v matematike mô-
¾eme deli» nejakú úseèku do nekoneèna. Ale magnety sú z atómov, a raz narazíme na posledný
v rade. Kde je magnetizmus v atóme? Aj v atóme máme pohybujúci sa elektrický náboj, a jeho
pohyb zodpovedá za èas» magnetického momentu. Povedzme, ¾e rozbijeme atóm na nukleóny a
jednotlivé elektróny. Kde sú teraz póly magnetu? Kde sa berie magnetický moment samotného
elektrónu? Magnetizmus nie je klasický jav, siaha do do kvantovej teórie a veµmi pravdepodobne
za òu. Keby si v¹ak boli Ampére, Maxwell, Faraday povedali, ¾e nemá význam formulova» zákony
elektromagnetizmu, kým nie je jasný mechanizmus vzniku zdrojov týchto polí, mo¾no by sme do-
teraz nemali ani Maxwellove rovnice, ani relativitu, ani kvantovú mechaniku. Podobne Newton
formuloval gravitaèný zákon s tým, ¾e si bol vedomý toho, ¾e sa jedná o neúplnú teóriu s istými
veµkými otáznikmi, mal v¹ak na¹»astie priveµa rozumu na to aby ju preto nechal le¾a» ladom. Vo
fyzike »a¾ko èaka» na v¹etky súèiastky, lebo kým sme nevideli v¹etko, ani nevieme, koµko ich e¹te
èaka». Treba stava» z toho èo máme, poèíta» s tým, ¾e je to neúplné a ¾e po nás príde niekto kto
podopåòa a poopravuje veci zas na základe toho, èo bude ma» k dispozícii on.

2.4.3 Faradayov zákon

�
∂S

E⃗.d⃗l = − d

dt

�
S

B⃗.dS⃗

Pou¾itím Stokesovej vety o rotácii
�
∂S

E⃗.d⃗l =

�
S

(∇⃗ × E⃗).dS⃗ = − d

dt

�
S

B⃗.dS⃗

dostávame diferenciálnu verziu

∇⃗ × E⃗ = −∂B⃗
∂t
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Dáva sa tu do súvisu cirkulácia elektrického poµa, teda integrál z neho pozdå¾ uzavretej krivky
ohranièujúcej nejakú plochu, s èasovou zmenou magnetického toku cez túto plochu. Integrál elek-
trického poµa po dráhe je elektromotorické napätie. Znamienko mínus je vyjadrením známeho
Lenzovho zákona. Vytvára sa napätie takej polarity, ¾e ním indukovaný pohyb nábojov by vytvá-
ral magnetické pole opaèné k tomu, ktoré indukovalo toto napätie. Prelo¾me to do trochu be¾nej¹ie
ho jazyka. V okolí magnetu je magnetické pole. Ak vezmeme nejaký vodivý drôt a urobíme z neho
uzavretú sluèku, ohranièuje nám v priestore nejakú plochu. Tok poµa vytvoreného magnetom cez
túto plochu je daný jednak veµkos»ou pola, veµkos»ou plochy, a ich vzájomnou orientáciou, èo
v¹etko je zahrnuté v plo¹nom integráli

�
S
B⃗.dS⃗. ak sa tento tok nemení, v drôte sa neindukuje

napätie. Ak v¹ak magnetický tok nejako v èase meníme, trebárs pohybom magnetu, pohybom
sluèky, alebo natoèením sluèky, potom v drôte sa touto zmenou indukuje napätie, teda (keï¾e kov
disponuje pomerne voµnými nábojmi schopnými nasledova» po¾iadavky vzniknutého elektrického
poµa) ampérmeter by tam registroval prúd. Ktorým smerom pôjde tento prúd? Tu veµmi vidno,
ako sú Maxwellove rovnice prepletené a »a¾ko ich vysvetµova» po jednej. Predbehnime trochu a
povedzme si, ¾e podµa Amperovho zákona elektrický prúd tie¾ vytvára magnetické pole. Teda ná¹
prúd indukovaný v drôtenej sluèke vytvorí nejaké sekundárne magnetické pole, a jeho polarita
bude podµa Lenzovho zákona opaèná ako polarita primárneho magnetického poµa. Je to mimo-
riadne významné mínus, podobne (a nie celkom nezávisle) významné ako znamienko kombinujúce
èasové a priestorové derivácie vo vlnovej rovnici, alebo relatívne mínus medzi silou smerom do
rovnová¾nej polohy a výchylkou z tejto rovnová¾nej polohy pri harmonickom oscilátore. ©írenie
svetla vákuom, cez miliardy megaparsekov pomedzi hviezdy, má svoj odraz aj v tomto mínus.
Oproti tomuto je technické vyu¾itie tohto javu azda neveµmi impozantné, ale patrí sa ho spome-

Obr. 10: Faradayov zákon prispel k vybudovaniu stretávacích lokalít pre lastovièky.

nú»: máme tu mo¾nos» premieòa» mechanickú èi tepelnú energiu na elektrickú. Voda z priehrady
alebo rozpínajúca sa zohriata para mô¾u mechanicky meni» tok magnetického poµa vo vodivých
sluèkách jednoduchým otáèaním èi u¾ týchto sluèiek alebo magnetov, indukujúc tak napätie ktoré
sa potom vyu¾ije - v typických prípadoch zas na nejakú mechanickú prácu alebo teplo. Skladovanie
energie v elektrickom poli je teda medzikrok, ale z hµadiska logistiky vcelku významný. Prepravi»
energiu elektrickým vedením je èasto jednoduch¹ie ako ka¾dému navozi» tony uhlia èi uránu alebo
postavi» pri ka¾dom podniku priehradu.

E¹te tu upozornime aj na statický prípad, toti¾ keï èasové derivácie polí sú nulové. V takom
prípade platí

�
E⃗.d⃗l = 0, v súlade s konzervatívnos»ou elektrostatického poµa, pre ktoré platí, ¾e

integrál
�
E⃗.d⃗l = 0 závisí len na rozdiele potenciálov medzi koncovými bodmi, a teda pre uzav-

retú krivku je nulový. Statická situácia je ¹peciálny prípad, samozrejme pokrytý Maxwellovými
rovnicami.
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2.4.4 Ampérov zákon a Maxwellov prídavok

�
∂S

B⃗.d⃗l = µ0

�
S

J⃗ .dS⃗ + µ0ϵ0
d

dt

�
S

E⃗.dS⃗

Pou¾itím Stokesovej vety o rotácii
�
∂S

B⃗.d⃗l =

�
S

(∇⃗ × B⃗).dS⃗ = µ0

�
S

J⃗ .dS⃗ + µ0ϵ0
d

dt

�
S

E⃗.dS⃗

dostávame diferenciálnu verziu

∇⃗ × B⃗ = µ0J⃗ + µ0ϵ0
∂E⃗

∂t

Toto je rovnica so zaujímavou históriou. Súvis cirkulácie magnetického poµa pozdå¾ nejakej uzavre-
tej krivky s prúdom pretekajúcim plochou, ktorú tá krivka ohranièuje, bol dobre experimentálne
podlo¾ený. V statickom prípade, keï veci nezávisia od èasu, Maxwellov príspevok samozrejme
nehrá rolu a pôvodný Ampérov zákon dáva dobré výsledky. Ale objav súvisu s èasovou zmenou
toku elektrického poµa (teda nielen toku nábojov) bol práve tým Maxwellovým príspevkom, ktorý
robí zo v¹etkých rovníc, ktoré teraz nesú ako súbor jeho meno, konzistentnú vec. Pri spätnom
pohµade sa tento príspevok priam pýta do rovníc kvôli symetrii. Ak zmena magnetického toku
indukuje elektrické pole, preèo by zmena elektrického toku neindukovala magnetické? Po vojne je
µahko by» generálom - v èase, keï Maxwell robil ¹túdie, bolo novinkou ¾e magnetizmus a elektrina
vôbec súvisia, a o nejakej hlbokej symetrii v ich vz»ahu bolo »a¾ko hovori», ne¾ k tomu presekal
cestu. Ako bolo spomenuté, aj dne¹né znaèenie komponent u¾ je prispôsobené symetrii, ktorá v¹ak
pred Maxwellom nebola známa. A netreba zatvára» oèi pred faktom, ¾e doteraz pou¾ívame pojmy,
v ktorých by bolo nezmyslom predstiera» absolútnu symetriu magnetických a a elektrických poj-
mov - viï elektrické monopoly a magnetické dipóly. Je to azda spôsobené aj tým, ¾e nevnímame
kon�guraèný ("pozièný") a hybnostný ("pohybový") priestor celkom symetricky, èo by v¹ak ani
nebolo celkom namieste vzhµadom na to, ¾e èasové a priestorové pojmy síce súvisia veµmi, veµmi
úzko, ale èas nie je "len ïal¹í rozmer", bez ohµadu na skratkovité tvrdenie kdejakých populariza-
èných aktivít.

Pozrime sa v¹ak na nevyhnutnos» prídavku, Maxwellovho posuvného prúdu, z hµadiska zákona
zachovania elektrického náboja, teda rovnice kontinuity. Z tohto hµadiska Ampérov zákon nemô¾e
by» "celý príbeh". Vezmime tie dve z Maxwellových rovníc, ktoré obsahujú zdroje, teda hustotu
náboja a prúdu - Gaussov zákon pre elektrické pole a hustotu náboja, a Ampérov zákon pre mag-
netické pole a elektrický prúd. Do tohto druhého pridajme ako¾e zatiaµ neznámu polo¾ku X⃗, a
uká¾me, èomu sa musí rovna», ak má by» rovnica kontinuity zachovaná:

∇⃗.E⃗ =
ρ

ϵ0

∇⃗ × B⃗ = µ0J⃗ + X⃗

Rovnica kontinuity (18) via¾e èasovú deriváciu hustoty náboja a divergenciu hustoty prúdu.
Hustota náboja vystupuje v Gaussovom zákone, hustota prúdu v Ampérovom. Preto poderivujme
Gaussov zákon podµa èasu a vezmime divergenciu Ampérovho zákona, prenásobme vhodne permi-
tivitou a podeµme permeabilitou aby sa ukázali èleny z rovnice kontinuity

ϵ0∇⃗.
∂E⃗

∂t
=
∂ρ

∂t
1

µ0
vec∇.(∇⃗ × B⃗) = ∇⃗.J⃗ +

1

µ0
∇⃗.X⃗
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a sèítajme takto upravené rovnice:

ϵ0∇⃗.
∂E⃗

∂t
+

1

µ0
∇⃗.(∇⃗ × B⃗) =

∂ρ

∂t
+ ∇⃗.J⃗ +

1

µ0
∇⃗.X⃗

Nezabudnime, ¾e divergencia rotácie je nulová, a teda máme

ϵ0∇⃗.
∂E⃗

∂t
− 1

µ0
∇⃗.X⃗ =

∂ρ

∂t
+ ∇⃗.J⃗

Ak teda platí rovnica kontinuity, potom pre prídavok k Ampérovmu zákonu musí plati»

ϵ0∇⃗.
∂E⃗

∂t
− 1

µ0
∇⃗.X⃗ = 0

∇⃗.(ϵ0
∂E⃗

∂t
− 1

µ0
X⃗) = 0

X⃗ = µ0ϵ0
∂E⃗

∂t

èo je práve èlen dodaný Maxwellom.

2.5 Ïaleko od zdrojov

Vo vákuu, v oblastiach, kde nie sú náboje ani prúdy, stále mô¾u by» - a sú - elektrické a magnetické
polia. Maxwellove rovnice tam vyzerajú nasledovne:

∇⃗.E⃗ = 0

�
∂V

E⃗.dS⃗ = 0 (19)

(20)

∇⃗.B⃗ = 0

�
∂V

B⃗.dS⃗ = 0

(21)

∇⃗ × E⃗ = −∂B⃗
∂t

�
∂S

E⃗.d⃗l = − d

dt

�
S

B⃗.dS⃗

∇⃗ × B⃗ = µ0ϵ0
∂E⃗

∂t

�
∂S

B⃗.d⃗l = µ0ϵ0
d

dt

�
S

E⃗.dS⃗

(22)

Upozornime tu na pozoruhodnú symetriu medzi poliami. A¾ na jedno mínus a kon¹tanty, ktoré sú
nevyhnutné kvôli konzistentnosti zvolených jednotiek, rovnice vzniknuté zámenou E⃗ a B⃗ sa nelí¹ia
od nezamenenej verzie15. Mô¾eme sa pokúsi» formálne rozseparova» (E⃗ a B⃗ vyjadri» nie jedno
pomocou druhého, ale ka¾dé zvlá¹».) Vieme, ¾e rotácia B⃗ je úmerná èasovej zmene E⃗ a opaène,
a vieme aj, ¾e nabla operátor komutuje s èasovými deriváciami (keï¾e parciálne derivácie podµa

15Mimochodom, spomenuté mínus nie je ¾iadnou chybou krásy. Súvisí so ¹truktúrou èasopriestoru a na tej »a¾ko
hµada» chyby krásy.
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èasu a priestoru ako nezávislých premenných komutujú). Vezmime teda rotáciu posledných dvoch
rovníc

∇⃗ × (∇⃗ × E⃗) = −∇⃗ × ∂B⃗

∂t
= − ∂

∂t
∇⃗ × B⃗ = − ∂

∂t
µ0ϵ0

∂E⃗

∂t
= −µ0ϵ0

∂2E⃗

∂t2
(23)

(24)

∇⃗ × (∇⃗ × B⃗) = −µ0ϵ0∇⃗ ×
∂E⃗

∂t
= −µ0ϵ0

∂

∂t
∇⃗ × E⃗ = −µ0ϵ0

∂

∂t

∂B⃗

∂t
= −µ0ϵ0

∂2B⃗

∂t2

e¹te uveïme, ¾e rotácie rotácie je gradient divergencie mínus divergencia gradientu (laplacián)
tohto poµa:

∇⃗ × (∇⃗ × V⃗ ) = ∇⃗(∇⃗.V⃗ )− (∇⃗.∇⃗)V⃗ = ∇⃗(∇⃗.V⃗ )−∆V⃗ (25)

Potom pre na¹e polia máme

∇⃗ × (∇⃗ × E⃗) = −µ0ϵ0
∂2E⃗

∂t2

∇⃗(∇⃗.E⃗)−∆E⃗ = −µ0ϵ0
∂2E⃗

∂t2

∇⃗ × (∇⃗ × B⃗) = −µ0ϵ0
∂2B⃗

∂t2

∇⃗(∇⃗.B⃗)−∆B⃗ = −µ0ϵ0
∂2B⃗

∂t2

èlen rovný divergencii bude s ohµadom na prvé dve Maxwellove vákuové rovnice nulový:

∆E⃗ − µ0ϵ0
∂2E⃗

∂t2
= 0

∆B⃗ − µ0ϵ0
∂2B⃗

∂t2
= 0

Jedna vec je, ¾e po (formálnom; stále platí ¾e mimo zdrojov sa tie polia udr¾ujú navzájom, zmena
jedného indukuje druhé) rozre»azení obe polia spåòajú rovnakú rovnicu, ¾iadne mínus ani kon¹tanta
ten súlad neru¹í. Druhá je, ¾e tá rovnica je vlnová! Toto je nieèo, èo u¾ dnes asi nevyvolá spad-
nutie sánky, jednak kvôli notorickej pouèke o elektromagnetickom vlnení a jednak ¾e sme èasto
zvyknutí prehliada», èo sa vlastne stalo. Tak èo sa stalo? Niekoµko rovníc pozbieraných ako súhrn
experimentov s vodièmi a magnetmi, plus dômyselný prídavok, ktorý chýbal do konzistentnosti, k
tomu matemetický rozmar "poïme rozre»azi» a pri¹li sme k tomu, ¾e magnetické a elektrické pole
poslúchajú rovnicu formálne rovnakú ako vlny na jazere alebo husµovej strune Faktor ϵ0µ0 stojí
pritom na mieste, kde obvykle stojí prevrátená hodnota kvadrátu rýchlosti ¹írenia vlny. E¹te aj
z hµadiska fyzikálnych jednotiek, v ktorých meriame permitivitu a permeabilitu, to sedí. A ak to
nestaèilo - permitivita a permeabilita boli namerané, a po dosadení èíselných hodnôt zodpovedajú-
cich vlastnostiam vákua prídeme k tomu, ¾e zodpovedajúca rýchlos» zodpovedá cca 2, 99.108m s−1,
èo súhlasí s nameranou rýchlos»ou svetla na pová¾livo veµa platných ci�er, priveµa na to, aby sme
túto zhodu kon¹tánt pripísali náhode alebo experimentálnej neistote.
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Nielen ¾e elektrina a magnetizmus nejestvujú separátne - ani od svetla nie sú separátne! Toto
je jedno z veµkých zjednotení vo fyzike, porovnateµné s Newtonovým objavom, ¾e Mesiac aj jablká
padajú podµa toho istého princípu, napriek tomu ¾e okrajové podmienky robia z tých pádov veµmi
odli¹né divadlo. A elektromagnetizmus bol kµúèový aj pre mechaniku, bez jeho vån by Newton to
jablko a Mesiac nevidel. To, ¾e vlny nie sú celý príbeh, nám nemá kazi» rados» z tejto kapitoly
fyziky. Ani kvantové zov¹eobecnenie nie je celý príbeh.
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3 Èriepky termodynamiky a ¹tatistickej fyziky

Postupy vo fyzike sa dajú deli» podµa rozlièných kritérií. Jedným z nich je orientácia postupu.

Teórie zospodu hore vychádzajú z jednoduchých zákonov pre elementárne objekty v teórii, a vy-
vádzajú dôsledky pre komplikovanej¹ie zlo¾ené systémy. Príkladom je ¹tatistická fyzika. Pohyb
jednotlivých molekúl je v klasickej ¹tatistickej fyzike popísaný cez jednoduchú newtonovskú me-
chaniku, a potom sa pomocou priemerov a efektívnych hodnôt opisujú pohyby veµkých súborov
molekúl.

Teórie zhora dole vychádzajú z akýchsi metazákonov, z niekoµkých princípov okrem iného po-
skytujúcich podmienky pre iné zákony (príkladom je zachovanie energie, neklesanie entropie). Do
takejto kategórie patrí klasická termodynamika.

Zaujímavé veci sa mô¾u objavi», keï popisujú tie isté javy.

3.1 ©tatistická fyzika

Toto je partia fyziky vyu¾ívajúca matematiku absurdne veµkých èísel. Základné numerické ma-
nipulácie s be¾nými èíslami a princíp indukcie, ktorý nám umo¾òuje zov¹eobecòova» aritmetické
zákony ïalej a ïalej, nás mô¾u zvádza» k domnienke, ¾e na èíselnej osi sa vyznáme dobre. Jed-
ným z èastých problémov je (ne)pochopenie pojmu nekoneèna, o ktorom sa uva¾uje ako o veµmi
veµkom èísle. Koµko nárazov na realitu to spôsobuje! Ultra�alová katastrofa známa v súvislosti so
zlyhaním popisu ¾iarenia èierneho telesa súvisí s rozdielom medzi nekoneèným a nie nekoneèným.
Vysporiadanie sa s òou zahàòalo aplikovanie ¹tatistických metód na ¾iarenie zahriatych telies a
rozpoznanie, ¾e nekoneène malé a iba ozaj malé je kvalitatívny, nielen kvantitatívny rozdiel.
Potom tu máme e¹te ïal¹í druh nerozli¹ovania - medzi normálnymi èíslami, aké pou¾ívame na
popis be¾nej skúsenosti, a absurdne veµkými èíslami, ktoré na taký popis nepou¾ívame. Kameòom
úrazu mô¾e by» práve naivne domý¹µavá viera vo vlastnú schopnos» extrapolova» svoju skúsenos»
do konèín kam nesiaha, na základe toho, ¾e si nevieme predstavi» kde a ako by to mohlo zlyha». Veï
práve. Zdá sa, ¾e redukcionistický pohµad (napríklad predpoklad, ¾e z vlastností zrnieèka piesku
vieme vydedukova» vlastnosti dún Sahary) tu nefunguje, ¾e v nejakom zmysle "More is di�erent",
ako písal Philip Anderson vo svojej slávnej eseji spred vy¹e polstoroèia.

3.2 Systém, stavy a ¹tatistický súbor

Keï pou¾ívame ¹tatistický popis, je dobré ma» jasno v tom, èo vlastne popisujeme, èím je de�no-
vaný ná¹ systém, teda ktoré kvality sú jeho charakteristikami natoµko, ¾e ich má v identi�kaènom
preukaze, a ktoré sa mô¾u meni», rozli¹ujúc tak jeho stavy. Pomyslený súbor toµkých kópií ná¹ho
súboru, koµko je v¹etkých mo¾ných rozlí¹iteµných stavov, (ka¾dá reprezentuje systém v jednom
stave)potom tvorí tzv. ¹tatistický súbor.

A teraz ku kµúèovému slovíèku "rozlí¹iteµných"stavov. E¹te aj v klasickom prípade, keï nie je
reè o principiálnej, kvantovomechanickej neurèitosti, máme rozlí¹iteµnos» podmienenú mierou pre
detail pri meraní. Podµa tohto rozli¹ujeme pojem makrostavu a mikrostavu. Makrostav je cha-
rakterizovaný hodnotami nejakých efektívnych makro-velièín,mikrostav je daný údajmi detailnej
realizácie.
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Uveïme si ako jednoduchý príklad hádzanie dvomi kockami - berme klasické rozlí¹iteµné kocky16.
Tu mô¾eme za makrostav pova¾ova» súèet na oboch, a mikrostav je daný detailmi hodnôt na
jednotlivých kockách.

Obr. 11: Pravdepodobnos» takéhoto hodu je 1:36. Pravdepodobnos» súètu 7 je 1:6.

Mikrostavov je 36, makrostavov 11. Oèividne na niektoré makrostavy musí pripada» viac mikro-
stavov. Uveïme si ich detailne:

2 = 1 + 1

3 = 2 + 1 = 1 + 2

4 = 1 + 3 = 3 + 1 = 2 + 2

5 = 1 + 4 = 4 + 1 = 2 + 3 = 3 + 2

6 = 1 + 5 = 5 + 1 = 2 + 4 = 4 + 2 = 3 + 3

7 = 1 + 6 = 6 + 1 = 2 + 5 = 5 + 2 = 3 + 4 = 4 + 3

8 = 2 + 6 = 6 + 2 = 3 + 5 = 5 + 3 = 4 + 4

9 = 3 + 6 = 6 + 3 = 4 + 5 = 5 + 4

10 = 4 + 6 = 6 + 4 = 5 + 5

11 = 5 + 6 = 6 + 5

12 = 6 + 6

Ako vidno, najviac mikrostavov (6) prislúcha makrostavu zodpovedajúcemu súètu 7. Najmenej
mikrostavov prislúcha makrostavom zospovedajúcim súètom 12 a 2 (ka¾dému po jednom). Pokiaµ
sú kocky nezaujaté, je pravdepodobnos» v¹etkých mikrostavov rovnaká (1:36), ale makrostavy sú
na tom inak - najpravdepodobnej¹í je ten sedmièkový, prislúcha mu 6 zo v¹etkých 36 mikrostavov.
Najmenej pravdepodobnné sú makrostavy zodpovedajúce súètu 2 a súètu 12.

Obr. 12: S narastajúcim poètom èastíc, medzi ktoré mo¾no prerozdeli» celkovú sumu, exponenciálne
narastá mno¾stvo mikrostavov a rozdiel v pravdepodobnostiach makrostavov. Hodi» pri dvoch
kockách maximálny súèet má pravdepodobnos» 1 : 62. Hodi» maximálny súèet pri ¹tyroch kockách
má pravdepodobnos» 1 : 64.

16hoci mô¾e by» zaujímavé uva¾ova» aj kvantový prípad nerozlí¹iteµných kociek
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3.3 Mikrokanonický súbor a základná veta ¹tatistickej fyziky

Jedným zo základných ¹tatistických súborov je mikrokanonický súbor. Systémom je v tomto
prípade istá skupina èastíc obývajúca pevne daný objem a izolovaná tak, ¾e celková energia Etotal

je kon¹tantná. Príkladom mô¾e by» plyn uzavretý vo fµa¹i, izolovaný od okolia tak, ¾e nemô¾e
meni» svoju energiu, objem ani poèet èastíc. Jednotlivé stavy sa lí¹ia rozdelením celkovej energie
medzi jednotlivé èastice. Na zaèiatku mohlo by» rozlo¾enie veµmi nerovnomerné - trebárs polovica
èastíc mohla by» "zamrznutá", s malými hybnos»ami, a druhá polovica mohla by» tvorená veµmi
rýchlymi èasticami. Èastice si pri zrá¾kach odovzdávajú energiu a hybnos», a èo jedna stratí, iná
získa.

Mikrostav je v tomto prípade detailná informácia o tom, akú èiastku celkovej energie majú jed-
notlivé èastice. Pokiaµ mô¾e energia èastice nadobúda» iba diskrétne hodnoty, potom makrostav
je popísaný informáciou, koµko èastíc Ni má energiu Ei (prièom samozrejme,

∑
iNiEi = Etotal).

Pokiaµ je mo¾né spojité spektrum energií, makrostav je daný informáciou, koµko èastíc n(E) má
energiu v rozmedzí ⟨E,E+δE⟩, kde ⟨δE⟩ mô¾e zodpoveda» trebárs jemnosti ná¹ho meraèa energie,
prièom

� Etotal

0
dE n(E) = Etotal.

Rozdelenie energie medzi èastice má pravdepodobnostnú interpretáciu: ak náhodne17 vyberiem
èasticu, bude ma» zrejme energiu z intervalu ⟨0, Etotal⟩. Aká je pravdepodobnos», ¾e má energiu z
intervalu ⟨E,E+ δE⟩ ? Teda ako sa správa pravdepodobnos» ako funkcia energie? Pred ustálením
je odpoveï silne podmienená poèiatoènými podmienkami a teda v¹eobecnú odpoveï »a¾ko poda».
av¹ak veµmi èasto nás zaujíma situácia v rovnováhe, po ustálení. Ak poèkáme dostatoène dlho
(v závislosti od veµkosti systému to niekedy znamená pár sekúnd kým sa makroskopické velièiny
prestanú meni»), nerovnomerný stav daný poèiatoènými podmienkami prenechá miesto istému
rovnová¾nemu rozdeleniu rýchlostí, istému makrostavu. Ktorý to bude? Zrejme ten s najvy¹¹ím
poètom mikrostavov. A ako sú na tom s pravdepodobnos»ami tie? Uveïme ako postulát základnú
vetu ¹tatistickej fyziky, akýsi analóg predpokladu o nezaujatých kockách:

V rovnováhe sú v¹etky dostupné mikrostavy rovnako pravdepodobné.
Ak poèet v¹etkých mikrostavov s celkovou energiou Etotal je Ω(Etotal), potom pravdepodobnos»
ka¾dého z nich (povedzme v¹eobecne n-tého) je

p(n) =
1

Ω(Etotal)

Takémuto rozdeleniu sa hovorí mikrokanonické, a jedná sa o akúsi Occamovu britvu ¹tatistickej
fyziky.

3.4 Entropia

Povedzme si nieèo o velièine zvanej entropia. Je to jeden z tých tajomných pojmov vo fyzike
ktorý ka¾dý pozná z poèutia, ale jeho súvis s inými be¾nými pojmami ostáva zahmlený. hovorí
sa o nej ako o neusporiadanosti, miere neporiadku èi zmätku. . . ale toto je oznaèenie vystavené
vysokému riziku nepochopenia. Miera skrytej informácie je trochu lep¹ia voµba. Je pravda
¾e v neporiadku sa mnoho informácií »a¾ko hµadá, ale pojem neporiadku má niekedy asociácie
nie celkom v súlade s entropiou ako je chápaná v ¹tatistickej fyzike. Pod skrytou informáciou sa
myslí informácia potrebná na identi�káciu konkrétneho mikrostavu, ktorým je realizovaný daný
makrostav. Vrá»me sa pre ilustraèné úèely k hádzaniu dvoma kockami. Ak ¹peci�kujeme makro-
stav "súèet je 2", nie je nijaká pochybnos» o príslu¹nom mikrostave, ktorým sa tento makrostav
realizoval. Nie je iná mo¾nos», ako jeden bod na jednej kocke a práve toµko na druhej. Tento mak-
rostav nedáva priestor ¾iadnemu skrytiu informácie o mikrostave. Má nulovú entropiu. Naproti

17Tu budeme slovo náhoda chápa» v klasickom zmysle, ako ¹tatistický pokryv nezistenej informácie o snáï nie
príli¹ relevantných zaujatostiach.
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tomu, k makrostavu "súèet je 7"prislúcha 6 mikrostavov ktorými sa mohol realizova». Je to najp-
ravdepodobnej¹í makrostav, ale na¹a pravdepodobnos» uhádnu» konkrétny realizovaný mikrostav
je v jeho prípade najmen¹ia. Mal by ma» najväè¹iu entropiu zo v¹etkých makrostavov (ostatným
prislúcha menej mikrostavov, máme lep¹ie pravdepodobnosti ich uhádnu» pri znalosti makrostavu).

Entropia je pojem prislúchajúci makrostavu. Je rastúcou funkciou poètu jeho mikrostavov. Aj
pravdepodobnos» makrostavu rastie s poètom jeho mikrostavov.
Makrostavy s vy¹¹ou entropiou sú pravdepodobnej¹ie.

Ostáva nám nejako rozumne zvoli» "rastúcu funkciu poètu mikrostavov". Volíme logaritmus tohto
poètu násobený kon¹tantou, ktorá si neskor¹ie vy¾iada osobitný komentár.

S = k lnΩ (26)

Voµba logaritmu je výhodná: jednak robí z absurdne veµkých èísel menej absurdne veµké èísla
ln 1023 = 23 ln 10 . A vïaka kµúèovej vlastnosti (logaritmus súèinu je súèet loragitmov) umo¾òuje
de�nova» entropiu ako aditívnu velièinu pre neinteragujúce systémy. Vezmime dva také,
ka¾dý sám osebe s entropiou S1, S2 a s poètom mikrostavov Ω(E1), Ω(E2). Kombinovaný systém
bude ma» energiu E = E1 + E2 a poèet mikrostavov

Ω(E1 + E2) = Ω(E1).Ω(E2)

k ln [Ω(E1 + E2)] = k ln [Ω(E1).Ω(E2)] = k ln [Ω(E1)] + k ln [Ω(E2)]

S = S1 + S2

Kon¹tanta úmernosti medzi logaritmom poètu mikrostavov a entropiou je Boltzmannova, s hod-
notou

k = 1, 38 . 10−23J.K−1

Jednotkou je joule na kelvin, teda Boltzmannova kon¹tanta bude slú¾i» ako prevodný faktor
medzi energiou a teplotou. Metódy na meranie týchto dvoch velièín boli pou¾ívané a prístroje
okalibrované na príslu¹né jednotky e¹te prv, ako bol ujasnený súvis medzi nimi. Prekladací faktor
to dopåòa. Malé èíslo v príslu¹ných jednotkách súvisí s tým, ¾e poèty atómov v objemoch, ktoré
be¾ne meriame, sú absurdne veµké a ich veµkosti oproti tým objemom absurdne malé. Vezmime si
azda (na ¹kolách) najznámej¹í výskyt Boltzmannovej kon¹tanty v stavovej rovnici ideálneho plynu:

pV = NkT

Tu p je tlak, V objem, T teplota. V¹etko je merané v takých jednotkách, aby be¾né tlaky, teploty
a objemy mali priradené "rozumné èísla". Len¾e takým objemom, tlakom a teplotám prisucha
prítomnos» obrovského mno¾stva N molekúl (obrovské v zmysle 1023). Kompenzuje ho (èíselne)
práve malá hodnota k.
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Obr. 13: Bez pokrievky mô¾eme v priebehu niekoµkých minút strati» poèet molekúl porovnateµný
s poètom hviezd vo viditeµnom vesmíre.

3.5 Zákony termodynamiky

Klasická termodynamika je princípová teória. Narába s pojmami teploty, energie a entropie, a jej
postuláty sú zhrnuté do ¹tyroch zákonov, resp. metazákonov, lebo ide viac o princípy, ktorými
majú prejs» zákony vhodného modelu. Tradujú sa v rôznymch fomuláciách, poznaèených tradí-
ciou, vkusom predná¹ajúceho a náladou strúha» vtipy. «a¾ko nájs» inú partiu fyziky, kde základné
postuláty znejú tak samozrejme (¾e èlovek má pocit po ich poèutí ïalej èaka» na pointu), a predsa
majú takú silu vylúèi» neperspektívne modely vo fyzike.
Poïme si ich tu zhrnú», pospája» trochu kµúèové pojmy termodynamiky a ¹tatistickej fyziky, a
ponecha» dostatok tajomstva na ïal¹ie uva¾ovanie (ponecha» dostatok naozaj nie je problém).

Obr. 14: Vyu¾iteµnos» údajov na teplomeri, dôvera ¾e energia sa netratí, len odovzdáva (a mo¾no
to trochu regulova» izoláciou), a ¾e èiastoèky lieèivých látok z byliniek difundujú do okolitej vody
(a efektívnej¹ie ak je zohriata) . . . Pri ka¾dej chrípke nám pomáha aspoò intuitívna znalos» ter-
modynamiky. Teplomer, termofor aj recepty na bylinkové èaje sú jej empirickým vyu¾itím.

Nultý zákon: Existuje velièina - teplota - taká, ¾e pre systém v rovnováhe sa nemení, a mô¾e
slú¾i» ako rozdeµovacia kvalita systémov do tried ekvivalencie. V nasledujúcom pod ka¾dým
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by» v rovnováhe s rozumejme ma» rovnakú teplotu ako. Overme po¾iadavky na vz»ah ekvivalencie:
Reexívnos»: Ka¾dý systém, ak je v rovnováhe, je v rovnováhe sám so sebou. Symetria: Ak A
je v rovnováhe s B, potom aj B je v rovnováhe s A. Tranzitívnos»: Ak je systém a v rovnováhe
so systémom B a zároveò B je v rovnováhe so systémom C, potom sú v rovnováhe aj systémy A a C.

Prvý zákon: Energia sa zachováva. Niekedy formulovaný ako nemo¾nos» zostroji» perpetuum
mobile prvého druhu (zariadenie, ktoré by periodicky pracovalo bez èerpania energie odniekadiaµ)
alebo obed zdarma. Tento zákon siaha naprieè fyzikou a nezdá sa, ¾e by bol niekde naru¹ený. Ak
máme podozrenie, ¾e sa nám v nejakom systéme stráca energia, skôr hµadáme nejakú jej dosiaµ
neznámu formu alebo chybu v izolácii systému, ne¾ poru¹enie prvého zákona. Okrem prípadu, keï
ako systém uva¾ujeme celý vesmír. Nie je v¹ak namieste tu celkom hovori» o zachovaní èi neza-
chovaní energie, lebo tu sme narazili práve na to, ¾e buï plne nerozumieme mechanike na veµkých
¹kálach, alebo nerozumieme v¹etkým formám energie, veµmi pravdepodobne oboje.

Druhý zákon: Existujú nevratné deje. Celková entropia neklesá. Teplo prúdi z teplej¹ieho
telesa na studen¹ie. Nemo¾no zostroji» perpetuum mobile druhého druhu (periodicky pracujúci
stroj, ktorý by v¹etko prijaté teplo bezo zvy¹ku premieòal na vyu¾iteµnú prácu, bez straty do
chladièa), alebo treba preplati» ten obed z prvého zákona. Výrok Arthura Eddingtona v tomto
ohµade je taký známy, ¾e ho tu uvedieme u¾ aj z tradície:

"Myslím, ¾e zákon o vzrastaní entropie má mimoriadne postavenie medzi zákonmi prírody. Ak
niekto pouká¾e na nesúhlas tvojej obµúbenej teórie a Maxwellových rovníc - tým hor¹ie pre Ma-
xwellove rovnice. Ak sa uká¾e, ¾e tvoja teória nesúhlasí s experimentom - nu¾, aj tí experimentátori
obèas veci dopletú. Ale ak tvoja teória ide proti druhému zákonu termodynamiky, neviem ponúknu»
¾iadnu nádej; neostáva pre òu niè okrem upadnutia do najhlb¹ej hanby."

O èo tu ide? Ako súvisí nevratnos» dejov a smer prúdenia tepla? Na druhý z týchto javov sa
spoliehame kedykoµvek dáme mlieko do chladnièky alebo panvicu na sporák, a na nevratnos» de-
jov sa spoliehame èastej¹ie ako sa pozrieme na hodinky (èo je len jeden z premnohých prejavov.)
Na nárast entropie, tendenciu smerovania do najpravdepodobnej¹ích makrostavov a s tým spoje-
jené rovnová¾ne usporiadania sa spoliehame v¾dy, keï hodíme èaj do kanvice alebo otvoríme okno
aby sme vyvetrali. . .

Pozrime sa na nárast entropie pri interakcii dvoch systémov. U¾ sme si ukázali, ¾e pre systémy,
ktoré pri kontakte neinteragujú, je celková entropia jednoducho súètom pôvodných jednotlivých
entropií (èo bol aj jeden z dôvodov na logaritmus v de�nícii entropie). Èo v prípade, ak si systémy
mô¾u vymieòa» energiu?

Majme dva systémy, pred kontaktom s energiami E1, E2 a poètami mikrostavov Ω1(E1), Ω2(E2).
Celková energia kombinovaného systému ostáva Etotal = E1+E2, ale prerozdelenie tejto sumy má
mnoho mo¾ností, viac ako len súèin poètu pôvodných mikrostavov. Teda entropia kombinovaného
systému, s umo¾nenou interakciou medzi jeho èas»ami, je väè¹ia, alebo aspoò nie men¹ia ako súèet
pôvodných entropií pred interakciou. Zdá sa, ¾e nárast entropie súvisí s interakciami, a s tým, ¾e
veci sa stávajú a neodstávajú, èo súvisí so smerom plynutia èasu. Smer plynutia èasu teda vyzerá
by» mimoriadne spojený s nárastom entropie. Nakoµko je ním daný je otvorená otázka. Jedna z
tých, èo siahajú za na¹e súèasné pochopenie dejov v prírode.

Poèet stavov kombinovaného systému je v prípade diskrétneho spektra energií, ktoré je mo¾né
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si vymieòa»

Ω(E1 + E2) =

E1+E2∑
Ei=0

Ω1(Ei)Ω2(Etotal − Ei) > Ω1(E1).Ω2(E2)

k ln (Ω(E1 + E2)) = k ln

(
E1+E2∑
Ei=0

Ω1(Ei)Ω2(Etotal − Ei)

)
> k ln (Ω1(E1).Ω2(E2))

S(E1 + E2) > S1(E1) + S2(E2)

(27)

Teda naozaj interakciami rastie entropia.

Pre ilustráciu smeru prúdenia energie pri kontakte systémov, vezmime si teraz hraèkársky
model, situáciu s jednoduchými numerickými hodnotami: Majme dva systémy, ka¾dý pozostá-
vajúci z nejakého mno¾stva èastíc N1, N2. Energia nech je kvantovaná (to je zjednodu¹enie, nie
hrozba), najmen¹ie kvantum nech má hodnotu ϵ.

Poèty èastíc sú N1 = 10 a N2 = 20 Celkové energie sú E1 = 200ϵ a E2 = 1000ϵ. Tieto kvantá sú
náhodne distribuované medzi èastice systémov. Treba predpoklada» rovnakú pravdepodobnos» pre
v¹etky mikrostavy. Najpravdepodobnej¹í makrostav bude ten, ktorému zodpovedá najväè¹í poèet
mikrostavov, teda najväè¹ia entropia. Je viac spôsobov ako realizova» rovnomernú distribúciu ne¾
spôsobov ako da» trebárs v¹etku energiu jednej èastici. Pozrime sa na situáciu v systémoch pred
kontaktom a po kontakte, a uva¾ujme, ako po¾iadavka maximálnej entropie súvisí s odovzdávaním
energie medzi systémammi:

Systémy separátne, pred kontaktom:

Systém 1 . . . 10 èastíc, 200 kvánt energie. Priemerný poèet kvánt na jednu èasticu: 200:10=20

Systém 2 . . . 20 èastíc, 1000 kvánt energie. Priemerný poèet kvánt na jednu èasticu: 1000:20=50

Ak umo¾níme migráciu kvánt energie celým kombinovaným systémom (odovzdávajú sa zrá¾kami
èastíc), rozdeµujeme vlastne 1200 kvánt na 30 èastíc, teda stredný a najpravdepodobnej¹í poèet
kvánt na jednu z nich je 1200:3=40 kvánt/èastica.

Systémy spojené, po interakcii:

Systém 1: 10 èastíc, 400 kvánt energie. Priemerný poèet kvánt na jednu èasticu: 400:10=40

Systém 2: 20 èastíc, 800 kvánt energie. Priemerný poèet kvánt na jednu èasticu: 800:20=40

Systém 1 kontaktom získal energiu - najpravdepodobnej¹ie má teraz dohromady 40.10=400 kvánt.
Systém 2 strácal, najpravdepodobnej¹ie má teraz dohromady 20.40=800 kvánt. V¹imnime si tie¾,
¾e pre straty a zisky celkovej nenrgie nebol kµúèový celkový energetický obsah systému, ale mno-
¾stvo energie pripadajúcej na jednu èasticu. Keby to bolo rovnaké, nijaká makrovýmena by sa
neudiala. Ak nebolo, bol k dispozícii entropickej¹í stav, a teda sa ¹lo k nemu.

Oèividne tu máme deje, ktoré sívisia s tým, èomu be¾ne hovoríme teplota. Teplo medzi dvoma
objektami sa vymieòa, ak sa lí¹ia teplotou, a systém s ni¾¹ou teplotou energiu získava, kým ten
s vy¹¹ou teplotou ju stráca. A ¾iadna makroskopicky detekovateµná výmena sa nedeje ak sú tep-
loty rovnaké. Oèividne sa nám tu hlásia asociácie s pojmami ako teplo (energia) a teplota, pre
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ktoré máme nejakú intuitívnu predstavu (nakoµko je zavádzajúca je druhá vec). Ako sem prida»
entropiu a de�nova» tieto velièiny tak, aby ¹tatistická interpretácia teploty hladko prechádzala do
termodynamickej predstavy tejto velièiny? De�nícia bola volená nasledovne:

1

T
=
∂S

∂E
(28)

Parciálna derivácia je namieste, keï¾e v závislosti od obmedení kladených na systém sa entropia
mô¾e meni» napríklad s objemom atï.

Dá sa formulova» aj trochu menej v¹obecne, bli¾¹ie k termodynamike: vezmime plyn v uzavre-
tej nádobe, dodajme mu trochu energie vo forme tepla δQ (berme malé hodnoty, pri ktorých
sa teplota príli¹ nezmení), zmenu jeho entropie oznaème dS. Teplota T nech je úmerná strednej
hodnote energie na jednu èasticu v èase, keï sme teplo dodali. Potom

δQ

T
= dS (29)

Ako vidno, nárast entropie je úmerný dodanému teplu. To dáva zmysel: je teraz k dispozícii o δQ
viac energie, ktorú mo¾no distribuova», viac mo¾ností ako distribúciu urobi», viac mikrostavov,
viac entropie. Ale nárast entropie je nepriamo úmerný teplote, pri ktorej príspevok pri¹iel. To
tie¾ nie je veµmi proti intuícii: teplota súvisí s tým, koµko celkovej energie u¾ systém má (keï¾e je
rastúcou funkciou strednej hodnoty). Ak pridáme desa» jednotiek energie do systému, kde u¾ ich
je milión, jedná sa o relatívne malú zmenu ktorú »a¾ko zaregistrova». Èi má nejaká èastica 1000
jednotiek energie alebo 1001 ju príli¹ neodli¹uje od jej susedov18.

A ako je to so znamienkom? Keby δQ bolo záporné, teda keby sme plyn chladili, zmena jeho
entropie by bola záporná. Ako je to teda s neklesaním entropie? Kµúèové je, ¾e celková entropia
neklesá. Teplo odobraté plynu zvý¹ilo entropiu chladièa19.

Tretí zákon. Entropia systému chladeného a¾ k absolútnej nule smeruje k nejakej koneènej
kon¹tantnej hodnote. Pri absolútnej nule je systém povinný by» v stave s najni¾¹ou energiou.
Tento stav nemusí by» jediný, mô¾e by» degenerovaný (viac stavov, nieèím sa lí¹iacich, mô¾e ma»
najni¾¹iu energiu). Ak je tu degenerácia, potom entropia ani pri absolútnej nule nebude nulová.
Ale túto formuláciu by sa predsa len patrilo doplni» dôvetkom, ¾e koneèným poètom krokov nemo-
¾no dosiahnu» nulovú teplotu. Nakoniec aj súvis teploty, kinetickej energie a princípu neurèitosti
z kvantovej mechaniky (systémy v extrémnych podmienkach èasto potrebujú kvantový popis)
napovedá, ¾e sa tu jedná o hypotetický stav.

3.6 Kanonický súbor a Boltzmannovo rozdelenie

Systémy s �xnou energiou, izolované, sú dôle¾itý teoretický model. V realite ich máme len v rámci
aproximácie a èasto ani to nie, odmysliac celý vesmír kde je izolovanos» beztak trochu o¹emetnou
otázkou. Vcelku èasto v¹ak máme systémy v kontakte s okolím, v tepelnej rovnováhe, teda s
rovnakou teplotou ako má okolie, a touto prakticky kon¹tantnou poèas dostatoène dlhého èasu, aby
staèil na na¹e pozorovania. Takýto systém, s �xnou teplotou, objemom a poètom èastíc, potom
¹tatisticky popisujeme pomocou tzv. kanonického súboru (súbor virtuálnych kópií systému,
lí¹iacich sa mikrousporiadaním). Akýmsi katalyzátorom pri výpoètoch ohµadne kanonického súboru
je spomínané okolie, rezervoár energie. Oznaème ho ako R. Ná¹ systém oznaème A (lebo S sa
veµmi mýli s entropiou). Nech celková energia rezervoára R aj systému A je Etotal, a nech systém
A mô¾e by» v stavoch En. Energetické stavy mô¾u by» degenerované v zmysle, ¾e tej istej energii

18Toto sú viac motivácie ako exaktné úvahy vedúce k de�nícii (28). Jej vhodnos» sa ukazuje pri poctivom poèítaní
poètu stavov pre ideálny plyn spåòajúci èo má ideálny plyn spåòa» a konfrontácii s intuitívnym termodynamickým
súvisom medzi energiou a teplotou.

19Mô¾eme dosta» zapratanú pivnicu do veµmi usporiadaného stavu a zní¾i» jej entropiu, ale za cenu e¹te väè¹ej
entropie v atmosfére, odtokovom potrubí a smetnom ko¹i.
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mô¾e prislúcha» viac stavov systému A. Oznaème tento poèet ΩA(En). Predpokladáme, ¾e R
disponuje podstatne väè¹ím mno¾stvom celkovej energie ako systém A samotný, ¾e prechodom
malého mno¾sta tepla z R do A sa teplota rezervoára prakticky nezmení. Ako je to s rozdelením
energií pre èastice ná¹ho systému A? Najprv vezmime poèet stavov kombinovaného systému R+A.
Prvá suma je cez energie, ktoré si z celkovej mô¾e vzia» systém A, druhá suma je cez v¹etky stavy
systému A, ktoré zodpovedajú energii En:

Ω(Etotal) =
∑
En

ΩR(Etotal − En)ΩA(En) =
∑
n

ΩR(Etotal − En)

Vyu¾ime de�níciu entropie ako logaritmu poètu mikrostavov (26), a tie¾ fakt En ≪ Etotal, roz-
viòme teda èo sa dá v En, a vyu¾ime de�níciu (28) teploty ako prevrátenej hodnoty derivácie
entropie podµa energie:

Ω(Etotal) =
∑
n

exp [lnΩR(Etotal − En)] =
∑
n

exp

[
SR(Etotal − En)

k

]

≈
∑
n

exp

[
SR(Etotal)

k
− En

k

∂SR

∂E

]

≈ exp

[
SR(Etotal)

k

] ∑
n

exp

[
−En

kT

]
V poslednom riadku sme pred sumu vyòali faktor súvisiaci len s rezervoárom, nezávislý na energe-
tických stavoch systému, cez ktoré sa sumuje (energia rezervoára je priveµká na to, aby si v¹ímal,
koµko si berie systém A). Máme teda vyjadrenie pre poèet mikrostavov kombinácie rezervoár R
+ systém A. Podµa základnej vety ¹tatistickej fyziky sú v¹etky rovnako pravdepodobné. Koµko
z nich zodpovedá situácii, ¾e systém A je v stave n? To vyjadruje práve príslu¹ný èlen sumy,

teda exp
[
SR(Etotal)

k

]
exp

[
− Ei

kT

]
. Pravdepodobnos» n-tého stavu je teda podiel tohoto poètu a

celkového poètu v¹etkých mo¾ných stavov

p(n) =
exp

[
SR(Etotal)

k

]
exp

[
−En

kT

]
exp

[
SR(Etotal)

k

] ∑
n exp

[
−En

kT

]
Ako vidno, faktor súvisiaci s rezervoárom sa mô¾e teraz vykráti». Rezervoár nám tu naozaj poslú¾il
ako katalyzátor. Dostávame sa tak k Boltzmannovmu rozdeleniu pre kanonický súbor:

p(n) =
exp

[
−En

kT

]∑
n exp

[
−En

kT

] (30)

Pripomeòme, ¾e sumujeme cez stavy, nie jednotlivé energie (vtedy by sme mali v sume e¹te ka¾dý
èlen vynásobi» príslu¹ným poètom stavov s danou energiou). V prípade nedegenerovaných ener-
getických hladín je to jedno, lebo tam ku ka¾dej energii prislúcha práve jeden stav. V prípade
spojitého energetického spektra systému (nie diskrétnych hladín En, ale hodnôt z nejakého spoji-
tého intervalu) treba namiesto sumovania cez stavy cez ne integrova» (teda cez parametre ktoré
identi�kujú stav - v nedegenerovanom prípade staèí cez energiu).

Boltzmannovo rozdelenie má veµmi ¹iroké pou¾itie, keï¾e v mnohých prípadoch nás zaujíma práve
rovnová¾ny stav, ktorý je mo¾né zmysluplne charakterizova» teplotou. Systémom mô¾e by» do-
konca aj jedna èastica - ostatné v jej okolí potom tvoria rezervoár. Tu trochu nará¾ame na obvyklý
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pohµad na teplotu ako na "strednú kinetickú energiu na jednu èasticu". Staèí v¹ak stredova» cez
dostatoène dlhý èasový interval pre túto jednu èasticu namiesto okam¾itého stredovania cez mno-
¾stvo èastíc a mô¾eme si zachova» aj túto predstavu. V prípade, ¾e ná¹ systém identi�kujeme s
jednou èasticou v kúpeli ostatných, nám Boltzmannovo rozdelenie hovorí, s akou pravdepodob-
nos»ou ju nájdeme s danou energiou. A keï¾e ostatné mô¾u by» práve tak dobre "tou vybratou",
hovorí nám toto rozdelenie aj to, aká èas» èastíc má danú energiu.

3.7 Ohòom a mrazom

Pravdepodobnostné rozdelenie (30) nám hovorí aj zaujímavú vec o súvise pravdepodobností ener-
gií a teploty. Stavy s energiami En podstatne vy¹¹ími ako kT majú mizivú pravdepodobnos».
Ak ide teplota k nule, systém je nútený usadi» sa v najni¾¹om energetickom stave, pre vy¹¹ie
ide pravdepodobnos» výskytu do nuly. V tejto súvislosti si spomeòme napríklad na Curieho tep-
lotu, pri prekroèení ktorej niektoré materiály strácajú svoje magnetické vlastnosti. Ako to súvisí s
Boltzmannovým rozdelením? Makroskopicky pozorovateµný magnetizmus pochádza v týchto ma-
teriáloch (aj) z toho, ¾e je energeticky výhodné (ne¾ivá príroda hµadá minimá potenciálnej energie)
ma» magnetické momenty jednotlivých atómov zladené jedným smerom. Iné nastavenie momen-
tov by viedlo k vy¹¹iemu energetickému stavu. Pri nízkych teplotách sú stavy s vy¹¹ou energiou
nepravdepodobné. Pri vy¹¹ej teplote je v¹ak faktor exp

[
−En

kT

]
nezanedbateµný aj pre menej eko-

nomické hladiny. Pár elektrónvoltov hore dole nehrá veµkú rolu.

Je zaujímavé v¹íma» si ¹truktúry, ktoré vznikali za "prísnych"podmienok nízkych teplôt, kde sys-
tém mal len na základné energetické výdavky a porovna» ich s tými, ktoré vznikali v opaènej
situácii, keï energetické ohµady nehrali veµkú rolu. ©truktúra magnetu a snehovej vloèky nepre¾ije
istú hraniènú teplotu, a tak sa nám mô¾e zda», ¾e vy¹¹ie teploty nièia usporiadané ¹truktúry.
V istom zmysle, ale netreba slepo zov¹eobecòova». Niekedy napodiv práve nával energie umo¾ní
systému prejs» do energeticky e¹te výhodnej¹ieho (ni¾¹ieho) stavu. ®elezo je jeden z najstabilne-
j¹ích prvkov, ale bolo treba vysoké teploty v ¾iare prvých hviezd aby sa prekonal energetický val
brániaci nukleónom µah¹ích prvkov dosta» sa dokopy. Podobne je to so syntézou mnohých prvkov,
ako kyslík, dusík, uhlík. Bez takýchto prvkov by ani tých magnetov a snehových vloèiek nebolo.
Mo¾no namietnu», ¾e pri dostatoène vysokej teplote by sa rozbili aj atómy ¾eleza atï. Pravda, ale
zas nevieme aké energetické valy sme e¹te nevideli prekonané, a aké ¹truktúry sú za nimi mo¾né.

Obr. 15: Hviezda z istej diaµky roztopí µadové kry¹táliky. Hviezda celkom blízko vytvorí materiál,
bez ktorého by nevznikli.

3.8 Strelka èasu

Prvý zákon termodynamiky nie je smerový. Ak energia bude ako bola, »a¾ko na základe prvého
zákona pri pohµade na dve momentky systému poveda», ktorá bola skôr. Naproti tomu druhý zákon
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smerový je, alebo aspoò nie je symetrický na oba smery plynutia èasu. Ak máme dve momentky
systému, a na jednej je entropia vy¹¹ia ako na druhej, potom tá entropickej¹ia bola urobená neskôr.
Kµúèové je, aby momentky zachytávali ako systém v¹etko, èo nejako interagovalo (je mo¾né ma»
veèer upratanej¹í dom ako ráno - ale interagovali sme pritom s relatívne veµkou èiastkou sveta,
ktorá ná¹ nízkoentropický stav domu zaplatila vy¹¹ou entropiou.) Druhý zákon je v tomto smere
unikátny spomedzi zákonov fyziky. Je entropia jednoducho stúpajúcou funkciou èasu, alebo je ply-
nutie èasu ekvivalentné nejakej - nejako stúpajúcej forme entropie? Dej, poèas ktorého entropia
stúpne, je nevratný (znova treba bra» do úvahy celý interagujúci systém). Teda sú veci, ktoré sa
nemô¾u odsta». Sú toto míµniky èasu, z ktorých sa nevracia spä»?

Toto sú zaujímavé otázky na dlhé debaty a bezsenné noci (a vhodne poòaté, pou¾iteµné ako
pomocná lieèba zákernej arogancie zalo¾enej na situácii viac rovníc ako rozumu).

Tu si v¹ak rad¹ej prozaickej¹ie povedzme e¹te pár poznámok k entropii v okolitom vesmíre a
u nás na Zemi. Spomeòme jednu známu pouèku zo základnej ¹koly. Èo máme zo Slnka? Energiu
- pravda, ale na¹a Zem vy¾iari do vesmíru asi toµko ako prijme (inak by sa vyparila vplyvom
nahromadeného tepla). Tak ak dávame koµko dostávame, naèo to Slnko? Kµúèové tu nie je len to,
èi príde energia, ale v akej forme príde.

Uva¾ujme v tejto súvislosti situáciu, keï chceme postavi» vodnú elektráreò, alebo hoci len vodný
mlyn, a hµadáme vhodné miesto. Povedzme, ¾e máme k dispozícii dve jazerá: jazero s jednou hladi-
nou, rovnomerne rozlo¾enou vodou, povedzme v nadmorskej vý¹ke 1500 metrov (èi¾e je tu znaèná
potenciálna energia oproti hladine mora, akurát s òou nie je spojené). A druhé jazero má hladiny
dve, lebo je rozdelené priehradou. Horná hladina nech je vo vý¹ke 1000 metrov nad morom, dolná
vo vý¹ke 990 metrov. Dokopy mo¾no menej potenciálnej energie, ale omnoho lep¹ie vyu¾iteµnej -
nerovnakos» rozlo¾enia vody v druhom jazere, ni¾¹ia entropia, umo¾òuje viac vyu¾itia.

Obr. 16: Pre vyu¾iteµnos» nejde len o energiu. Ide o energiu ulo¾enú v stave s nízkou entropiou, èo
èasto znamená menej rovnomerne rozlo¾enú.

Podobne je to s energiou zo Slnka a energiou vy¾iarenou Zemou v rámci chladenia. Tá zo Slnka
prichádza z pozoruhodne malou entropiou. Má pribli¾ne spektrum èierneho telesa s teplotou okolo
5000 K, teda prichádzajúce fotóny sú poväè¹inou z viditeµného spektra. Na¹a Zem v¹ak do veµkej
miery vy¾aruje ako podstatne chladnej¹ie teleso, v infraèervenej èasti spektra. Na ka¾dý vysoko
energický fotón zo Slnka vy¾iari Zem niekoµko ni¾¹ie energických fotónov. Suma energie je vyrov-
naná (alebo pribli¾ne vyrovnaná), ale entropia vo vesmíre bola zvý¹ená. Mo¾no sme do vesmíru
vrátili, koµko sme dostali, ale nie v rovnako vyu¾iteµnej forme. Je to ako vráti» rozmlátený porcelán
- aj keï odovzdáme v¹etko do posledného èrepu, nie sme celkom vyrovnaní. Nie je to treba vidie»
negatívne. Na Zemi za to be¾í dobrý èajový veèierok v podobe ¾ivota a ktovie aká vyu¾iteµnos»
e¹te èaká aj to, èo teraz vyzerá nevyu¾iteµné.

Ak entropia neklesá, a naopak, má tendenciu prudko stúpa», a aj tak po miliardách rokoch ostalo
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Obr. 17: Rastliny a iné vysokousporiadané systémy na Zemi veµmi efektívne udr¾ujú svoj nízkoen-
tropický stav na úkor navy¹ovania entropie v okolí dýchaním, metabolizmom a ïal¹ími èinnos»ami.

vo vesmíre e¹te toµko mo¾ností ju navy¹ova», potom buï zaèal s pozoruhodne malou entropiou (nu-
lovou?) alebo mo¾nosti ju navy¹ova» priebe¾ne rástli. Mo¾no oboje. Tak èi onak, pokiaµ nevieme
ako to bolo, pravdepodobne je predèasné prezentova» teórie o tepelnej smrti vesmíru, keï vraj
má by» entropia maximálna a udalosti ¾iadne. Jednak nevieme, èi je mo¾né maximálnu entropiu
dosiahnu» v koneènom èase, ani èi mo¾nosti navy¹ovania entropie priebe¾ne nerastú s rozpínajúcim
sa vesmírom. Ka¾dopádne, ak niekto uvidí odlúhovanie èaju v ¹álke, opaènú difúziu, kde sa èastice
vracajú spä» do byliniek, netreba sa bá», ¾e sa smer èasu obracia a udalosti sa odstávajú. To by
sa toti¾ malo potom týka» aj na¹ich neurónov a informácií vo forme spomienok. Teda v prípade
obrátenia èasu by sme to nemali zbada» tak, ¾e by sme si pamätali èaj vylúhovanej¹í a po òom
menej vylúhovaný. Ak sa èas u¾ otoèil, máme to vôbec ako zisti»? Tieto otázky netreba bra» s
väè¹ou vá¾nos»ou aká im patrí, ale mo¾no poslú¾ia ako motivácia bra» do úvahy vy¹¹ie spomenuté
rezolútne vyjadrenie Arthura Eddingtona o druhom zákone. Ak niekto predsa len vidí odlúhovanie
èaju, mal by zvá¾i», èi si vyberal najvhodnej¹ie bylinky.

Obr. 18: Na svoju príèetnos» si treba dáva» pozor, ale o vesmír sa netreba bá».
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4 Absolútne a relatívne

4.1 Prvý a tretí Newtonov zákon

Newtonove zákony sa u¾ deti na základnej ¹kole uèia spamäti, patrí to k folklóru podobne ako
Pytagorova veta. Aj v rámci testu ich porozumenie, skúsme zvá¾i» otázku: Naèo sú nám prvý a
tretí Newtonov zákon?

Druhý predsa hovorí, ¾e zrýchlenie telesa je priamo úmerné sile, ktorá naò pôsobí, a nepriamo
úmerné hmotnosti. ©peciálne teda pre nulovú silu máme nulové zrýchlenie, èi¾e nulovú zmenu
rýchlosti a rovnomerný priamoèiary pohyb.

Uvá¾me ïalej dve vzájomne na seba pôsobiace telesá hmotností mA,mB izolované od vplyvu
okolia (na celý systém zvonku nepôsobí niè). Oznaème F⃗AB silu, ktorou pôsobí A na B. Zrýchlenie
telesa B nazvime a⃗B . Silu, ktorou pôsobí B na A, oznaème F⃗BA. Zrýchlenie telesa A nazvime a⃗A
Druhý Newtonov zákon hovorí o silách zvonku, teda ak vezmeme kombinované teleso A+B, bude
v Newtonovom zákone vystupova» na mieste sily nulový vektor 0⃗. Polohu »a¾iska nazvime r⃗T , jeho
rýchlos» v⃗T a zrýchlenie a⃗T . Pou¾ime teraz druhý Newtonov zákon trikrát; pre teleso A, pre teleso
B, pre kombinované A+B.

A : F⃗BA = mAa⃗A

B : F⃗AB = mB a⃗B

A+B : 0⃗ = (mA +mB )⃗aT

Zapí¹me podµa de�nície »a¾iska vz»ah medzi zrýchleniami a⃗T , a⃗A, a⃗B

a⃗T =
mAa⃗A +mB a⃗B
mA +mB

(mA +mB )⃗aT = mAa⃗A +mB a⃗B

0⃗ = F⃗BA + F⃗AB

F⃗BA = −F⃗AB

Tak ako je to s tromi Newtonovými zákonmi? Nestaèil by druhý? Nie sú prvý a tretí jeho dôsledky
- prvý v mimoriadne jednoduchom prípade v tretí v kombinovanej¹om? Nev¹imol si azda Newton
túto prebytoènos»? Samozrejme, keby ¹lo v prvom a tre»om zákone len o to, èo sme sugestívne
predlo¾ili vy¹¹ie, boli by prebytoèné. Ale tie dva zákony tam nie sú primárne preto, èo pokrýva
druhý. Sú tam ako súèas» návodu, ako zostroji» inerciálny systém súradníc. Prvý hovorí o tom, èo
pova¾ova» za rovné èiary a rovnomerné tikanie hodiniek. Trajektória voµného telesa je prototyp
rovnej èiary, a hodinky, ktoré prejdeniu rovnako dlhých úsekov priradia rovnaký poèet tiknutí,
idú rovnomerne. Predpokladá sa pritom, ¾e máme nejaký prototyp tuhých telies, ktorými mo¾no
vymera» rovnaké úseky a telies pova¾ovaných za voµné. Toto je samozrejme predpoklad vlo¾ený
do teórie. Je v¹ak pozoruhodné, ¾e v prírode nachádzame ¹irokú triedu objektov, ktoré pri pou¾ití
ako tuhé telesá kon¹tantnej då¾ky alebo voµné telesá (v¹etko v rámci istého priblí¾enia) dávajú
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navzájom konzistentné výsledky, a v tom je aj praktická pou¾iteµnos» tohto predpokladu. Tretí
hovorí o tom, ako zosynchronizova» hodinky na rôznych miestach.

Uká¾me si to na jednorozmernom prípade. Umiestnime agentov pozdå¾ osi. Ako im nastavi» rov-
naký èas na ich hodinkách? V poèiatku nechajme trebárs vybuchnú» nálo¾ uspôsobenú tak, aby
sa rozpadala na dve rovnaké èasti. Agenti, ku ktorým sa dostane èas» idúca ich smerom, stlaèia
stopky v okamihu, keï ide okolo nich. Mô¾u potom daný údaj opravi» o èas potrebný na preko-
nanie vzdialenosti k nim. Podstané tu je, ¾e agent napravo a naµavo v rovnakej vzdialenosti od
poèiatku si takto nastavia konzistentný èas, za predpokladu ¾e oba ¹rapnely boli urýchlené rov-
nakými silami (predpokladali sme pre jednoduchos» rovnakú hmotnos»), teda leteli na obe strany
rovnako rýchlo, teda ¾e èasové úseky na preklenutie rovnakej vzdialenosti boli rovnaké.

Samozrejme pri takejto synchonizácii hodiniek, de�nícii rovných èiar, rovnomernosti tikania, a
tuhosti pravítka platia zákony o homogenite a izotropii zotrvaènosti tautologicky. Systém súrad-
níc bol zvolený tak, aby platili. O to v¹ak ide - potrebujeme nejako vybra», èo bude predstavova»
rovné èiary, rovnaké úseky, rovnomerné tikanie, aby sme mohli v druhom zákone tvrdi» nieèo o
odchýlkach od rovnomerného priamoèiareho pohybu. Druhý zákon potom hovorí, ¾e odchýlka od
rovnomerného pohybu, zrýchlenie, je dané ako podiel pôsobiacej sily a hmotnosti telesa.

V¹imnime si aj, èo druhý zákon hovorí implicitne, faktom, ¾e hmotnos» je len skalár, a kon¹tantný
skalár (pokiaµ sa nám teleso nekúskuje, èo ¾iada rozpísa» Newtonove zákony pre èasti atï). Hmot-
nos», miera zotrvaènosti, odporu voèi zmene rýchlosti, je nezávislá na smere a mieste. Dokopy
Newtonove zákony hovoria, ¾e zotrvaènos» je homogénna a izotropná, èo vedie k zachovaniu celko-
vej hybnosti pre izolovaný sytém. Vonkaj¹ia sila je identi�kovaná s jej èasovou zmenou. Newtonove
zákony platia v inerciálnej vz»a¾nej sústave, teda platia v tej v ktorej platia. Je to tautológia, ale
mimoriadne u¾itoèná. Keï si toti¾ nájdeme systém, v ktorom spomínaným spôsobom nakreslíme
súradné èiary a nastavíme hodinky, zis»ujeme, ¾e zákony platia konzistnetne pre veµmi ¹irokú ¹kálu
objektov.

Inerciálne sústavy získané pou¾itím zotrvaènosti hmotných objektov sú tie isté, ktoré získame
pou¾itím zotrvaènosti svetla. Toto je jedna z kµúèových my¹lienok relativity. Energia má zotrva-
ènos». Nie v zmysle, ¾e by svetlo bolo mo¾né spomali» alebo urýchli», alebo ¾e by mohlo by» v
pokoji v sústave nejakého hmotného pozorovateµa, ako tomu je pri hmotných objektoch. Ale sve-
telné signály pou¾ité na de�níciu rovných èiar a synchronizáciu hodiniek na rôznych miestach nám
dajú systém inerciálny aj pre mechnaniku 20. Novinkou pri prechode k relativite neboli inerciálne
systémy. Prekvapením boli vz»ahy medzi nimi.

4.2 Nezrovnalosti s galileovskou transformáciou

Ak máme inerciálny systém S so súradnicami x, t, v klasickej mechanike sa zvyklo predpoklada» 21,
¾e iný systém S̃ pohybujúci sa voèi S rovnomerne priamoèiaro rýchlos»ou v v smere osi x, s
hodinkami nastavenými na nulu keï sa stretajú (a S má vtedy na hodinkách tie¾ nulu), má
súradnice

x̃ = x− vt (31)

t̃ = t

Tomuto hovoríme galileovská transformácia. Hovorí, ¾e èas plynie v oboch sústavách rovnako,
¾e pozície sú posunuté o èlen lineárne rastúci s èasom, ¾e rýchlos» pozorovaných objektov je

20Tu treba prida» poznámku, akú pridal Sommerfeld k Einsteinovmu prelomovému èlánku: Do prvého rádu.
Myslíme do prvého rádu v pomere rýchlosti telesa a rýchlosti svetla v/c.

21Ale samotné Newtonove zákony to netvrdia. Naopak, ako uvidíme neskôr, tretí zákon s takým predpokladom
nie je ani konzistentný.

58



posunutá o kon¹tantný èlen a zrýchlenia ¾e sú v oboch systémoch rovnaké:

ũ =
dx̃

dt̃
=
d(x− vt)

dt
=
dx

dt
− v = u− v

ã =
d2x̃

dt̃2
=
d2(x− vt)

dt2
=
d2x

dt2
= a

Znie to veµmi intuitívne v zmysle, ¾e napríklad skladanie rýchlostí funguje ako nám be¾ná skúse-
nos» a presnos» hovorí: Ak dva vlaky sa voèi nádra¾iu pohybujú rýchls»ami u, v jedným smerom,
potom voèi sebe sa pohybujú rýchlos»ou veµkosti |u− v|.

Av¹ak pozornej¹ie úvahy a experimenty dávajú tejto intuícii len status efektívnej aproximácie.

Je pravda, ¾e dvaja pozorovatelia pohybujúci sa jeden voèi druhému rovnomerne priamoèiaro (a
pou¾ívajúci korektne Newtonove zákony na zostrojenie svojich súradníc) sú buï obaja inerciálni
alebo obaja neinerciálni. Ale predpoklad, ¾e ich súradné systémy sú viazané v»ahmi (31) sa expe-
rimentálne aj teoreticky ukázal ako mylný.

Spomeòme niektoré nezrovnalosti v predpoklade, ¾e inerciálne sústavy súvisia vzájomne galile-
ovskými transformáciami:

Maxwellove rovnice majú pre vákuovú rýchlos» svetla len jednu hodnotu pre v¹etky sústavy,
v ktorých tieto rovnice platia. Vidno to na vlnovej rovnici, ktorá z nich vyplýva pre elektrické E⃗
a magnetické polia B⃗

ϵ0µ0
d2E⃗

dt2
= ∇⃗E⃗

ϵ0µ0
d2B⃗

dt2
= ∇⃗B⃗

Faktor ϵ0µ0, súèin permitivity a permeability vákua, stojí na mieste prevráteného kvadrátu rých-
losti vlny:

ϵ0µ0 =
1

c2

Nikde tu nie je referencia k rýchlosti zdroja voèi pozorovateµovi, v ktorého súradniciach sú rovnice
platné, ani rýchlosti pozorovateµa voèi prostrediu, v ktorom sa vlna ¹íri. Toto bola vlastne jedna
z hlbokých rán predstave éteru ako be¾ného nosného média pre svetlo. Experimentálne bola táto
"podivnos»"potvrdená. Maxwellove rovnice majú svoju transformáciu súradníc (x, t)→ (x̃, t̃), po-
nechávajúcu vlnovú rovnicu aj s rýchlos»ou svetla invariantnú, ale nie je galileovská.

Tu prichádzame k podivnej situácii: Newtonove aj Maxwellove rovnice predpokladajú nejakú triedu
súradníc, v ktorej platia. Súradné systémy v rámci týchto tried sú spríbuznené cez nejaké transfor-
mácie. Pokiaµ sú tieto transformácie rôzne, potom iste sa tieto triedy nemusia zhodova», aj keby
sa na¹la jedna súradná sústava vhodná pre mechaniku a elektromagnetizmus súèasne. Potom ale
by sme mali nástroj na detekciu absolútneho pohybu: meranie elektromagnetických javov! Len¾e
niè také sa nepodarilo ukáza». V laboratóriu na hladko plávajúcej lodi dopadnú elektromagnetické
pokusy ako by dopadli keby loï stála. Aj vnútorne akosi ¹krípe predstava jednej triedy význaèných
pozorovateµov pre mechaniku a inej pre elektromagnetizmus.

Azda e¹te záva¾nej¹í je problém z hµadiska konzistentnosti u¾ v rámci samotnej mechaniky. Keï¾e
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sa veµmi èasto zabúda na skutoèné role prvého a tretieho zákona, mô¾e sa takýto "detail"prehliadnu».
Zrýchlenie z druhého zákona je síce voèi transformácii (31) invariantné, ale symetria tretieho zá-
kona nie! Povedzme, ¾e prvý pozorovateµ videl dve telesá A,B rovnakej hmotnosti silou vzájomného
odpudzovania (trebárs výbuchom rozbu¹ky) ís» od seba rýchlos»ami −u, u v zápornom, resp. klad-
nom smere osi x. Potom udalosti, body na ich svetoèiarach by v jeho úradnej sústave mali súradnice
(xA, tA) a (xB , tB) spåòajúce

xA = −utA
xB = utB

xA
tA

= −xB
tB

Ale v súradnej sústave spojenej s tou prvou transformáciami (31) nebude plati» analogická symet-
ria:

x̃A = xA − vtA = −utA − vtA = (−u− v)t̃A
x̃B = xB − vtB = utB − vtB = (u− v)t̃B

x̃A

t̃A
̸= − x̃B

t̃B

Jednoducho v tejto sade súradníc to bude vyzera», ¾e vzájomné pôsobenie èastíc, ktoré ich poslalo
na cestu od seba, nebolo symetrické. Alebo zotrvaènos» nie je izotropná. Potom to ale nie je iner-
ciálna sústava.

Inerciálni pozorovatelia sa mô¾u lí¹i» rovnomerným priamoèiarym pohybom, ale ich
súradné systémy nemô¾u by» viazané galileovskými transformáciami.

Treba nájs» inú transformáciu medzi dvoma inerciálnymi systémami x, t a x̃, t̃.

4.3 Vz»ahy medzi inerciálnymi sústavami

Niekedy veµmi pomáha ma» jasné kritériá prv ne¾ èlovek zaène hµada». Aké po¾iadavky máme na
vz»ah dvoch súradných systémov, ak oba majú by» inerciálne (v¹etky Newtonove zákony v nich
majú plati») a zároveò poèiatok jedného sa v systéme druhého bude pohybova» rovnomerne pria-
moèiaro, povedzme rýchlos»ou v?

60



Priestorové súradnice pozorovaných voµných telies by mali by» lineárne funcie èasu v oboch sys-
témoch. Teda transformácia má by» lineárna, aby takú charakteristiku zachovala. Po¾iadavka
linearity nám vylúèila nekoneène mnoho transformácií - a nekoneène veµa ponechala. Lineárna
transformácia medzi dvomi dvojicami premenných má 4 parametre. Aké podmienky e¹te nalo¾i»?
Tu sa na pomoc ponúka spomínaný podivný jav rovnakej rýchlosti svetla v sústavách, kde Maxwel-
love rovnice platia. Preèo neskúsi» predpoklad, ¾e Maxwellove a Newtonove rovnice platia v tých
istých súradných sústavách (a ¾e tieto sú si v¹etky rovnocenné)? Veï experimentálne sa nepodarilo
odlí¹i» fyziku v laboratóriu v pokoji od fyziky v laboratóriu v rovnomerno priamoèiarom pohybe
nielen na základe mechanických dejov, ale ani elektromagnetických. Vezmime to teda vá¾ne.

Postulujme rovnocennos» v¹etkých inerciálnych sústav pre popis v¹etkých dejov, nie-
len mechanických, a postulujme tie¾, ¾e rýchlos» svetla je homogénna izotropná, vo
v¹etkých inerciálnych (z mechanického aj elektromagnetického hµadiska22, keï¾e pos-
tulujeme, ¾e sa zhodnú) sústavách tá istá kon¹tanta, bez ohµadu na pohyb zdroja.23

V¹imnime si e¹te jednotky. Z matematického hµadiska x, t by mohli predstavova» bezrozmerné
premenné, ale toto je fyzika, kde sa zdanlivo jedná o hru¹ky a jablká. Ich mie¹anie nie je také
zakázané ako sa niekedy hovorí, treba v¹ak pri òom dáva» pozor. Aj v be¾nom ¾ivote niekedy
mie¹ame jednotky èasu a priestoru. Na turistických smerovníkoch be¾ne býva vzdialenos» miest

Obr. 19: Vzdialenos» v èasových jednotkách je názorná: pútnická minúta èi svetelný rok.

udaná v hodinách. Tento údaj mô¾e by» zmysluplný, ak predpokladáme nejakú referenènú rých-
los» (pri tých smerovníkoch je to rýchlos» priemerného turistu). Vo fyzike máme jednu význaènú
rýchlos», spomínanú rýchlos» svetla z Maxwellových rovníc. Preèo ju nepou¾i» ako prevodný fak-
tor? Zaveïme oznaèenie x0 = ct. Budeme tak mera» èas v priestorových jednotkách. V opaènom
garde to poznáme z astronomických príruèiek, kde sa vzdialenosti udávajú vo svetelných rokoch.
Èasopriestor má potom súradnice

xi − priestorové súradnice i = 1, 2, 3

x0 − èasová súradnica, svetelná då¾ka

Body v èasopriestore sú udalosti - nieèo sa stalo niekde a niekedy. Udalosti s rovnakými pries-
torovými súradnicami sú v danej súradnej sústave súmiestne . Udalosti s rovnakými èasovými
súradnicami sú v danej súradnej sústave súèasné. Krivka v èasopriestore, ktorých body zodpove-
dajú udalostiam z histórie nejakého pozorovateµa, je jeho svetoèiara. V èasopriestore sa nedá
osta» v tom istom bode-udalosti.

22Platia rovnice Newtonove ("do prvého rádu v v/c") aj Maxwellove, a je jedno èi synchronizujeme hodiny na
rôznych miestach svetelnými alebo hmotnými signálmi.

23Aj bez ohµadu na pohyb pozorovateµa, keï¾e to u¾ pokrýva rovnocennos» inerciálnych sústav.
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Obr. 20: Udalosti na svetoèiarach objektu α, ktorý je v danej súradnej sústave v pokoji, a objektu
β, ktorý sa pohybuje pozdå¾ osi x. Stretnutie je spoloèný bod svetoèiar.

Samozrejme gra�cké znázornenie je potrebné trochu pre¹kálova». 1 svetelná sekunda predstavuje
asi 300 000 km, a 1 svetelný meter zodpovedá asi 3 nanosekundám. Aby èasopriestorové obrázky
boli trochu pohodlnej¹ie, volia sa èasto jednotky èasu a priestoru tak, aby rýchlos» svetla v nich
mala jednotkovú veµkos». Potom svetoèiara svetla sleduje hlavné diagonály súradnej sústavy.

Poïme hµada» transformáciu (x0, x1, x2, x3)→ (x̃0, x̃1, x̃2, x̃3) medzi inerciálnymi sústavami S a S̃.

Vezmime jednoduchý príklad, kde sa sústavy zhodnú na orientácii priestorových osí, aj na èase
0 pri stretnutí poèiatkov. Nech sa ich vzájomný pohyb koná pozdå¾ osí x1, x̃1. Nech sa S̃ voèi S
pohybuje rýchlos»ou v
Linearita takej transformácie znamená

x̃0
x̃1
x̃2
x̃3

 =


K L 0 0
M N 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1



x0
x1
x2
x3

 =


Kx0 + Lx1
Mx0 +Nx1

x2
x3

 (32)

Hµadáme koe�cienty K,L,M,N . Ak po¾adujeme rovnakú, izotropnú rýchlos» svetla v S aj S̃,
znamená to vlastne toto: ak pri míòaní sa poèiatkov v nich zasvietime, tak plochy, do ktorých
sa práve dostáva svetelný signál, budú rás» s èasom. V oboch sústavách po¾adujeme, aby tieto
rastúce plochy boli popísané rovnicami sféry s polomerom úmerným èasu a rýchlosti svetla, teda

(ct̃)2 − r̃2 = (ct)2 − r2 (33)

x̃20 − (x̃21 + x̃22 + x̃23) = x20 − (x21 + x22 + x23)

(Kx0 + Lx1)
2 − (Mx0 +Nx1)

2 = (x0 + x1)
2 − (x0 + x1)

2

dostávame tak podmienky

K2 −M2 = 1

N2 − L2 = 1

KL−MN = 0

Zredukujme poèet parametrov. Oznaème

L

N
=
M

K
= q
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potom máme

K2 − q2K2 = 1 → K =
1√

1− q2

N2 − q2N2 = 1 → N =
1√

1− q2

Pri výbere znamienka pri odmocninách sme zvá¾ili rolu koe�cientov K,N v (32) a to, ¾e chceme
v oboch sústavách rovnakú orientáciu priestorových osí aj plynutia èasu. Pre zvy¹né parametre
potom platí

L = qN =
q√

1− q2

M = qK =
q√

1− q2

dokopy teda máme (vynecháme tie priestorové premenné, ktoré sa nezmenili)(
x̃0
x̃1

)
=

q√
1− q2

(
1 q
q 1

)(
x0
x1

)
(34)

Ostal nám tu jeden neznámy parameter, q. Ten nájdeme úvahou:

Pre v → 0 potrebujeme identickú trasnformáciu jednotkovou maticou. Okrem toho, v rámci
princípu kore¹pondencie chceme, aby sa na¹a transformácia redukovala na galileovskú (31) pre
rýchlosti malé oproti svetelnej. To znaèí úmernos» q a −v. Samozrejme znamienko hovorí len to,
¾e vlnovková sústava sa pohybuje v kladnom smere osi x nevlnkovej sústavy, ide len o tradíciu
písa» a kresli» veci zµava doprava. Ïalej q má by» bezrozmerné, lebo je pod odmocninou odèítané
od 1. A rýchlos» svetla sa experimentálne nedarí prekroèi» - ani dosiahnu» hmotnými objektami,
teda èakáme |q| < 1. To naznaèuje q = −v/c. Pri¹li sme tak k transformácii

(
x̃0
x̃1

)
=

1√
1− (v/c)2

(
1 −v/c
−v/c 1

)(
x0
x1

)
(35)

Obr. 21: Súradný systém S a jeho pohµad na súradný systém S̃, ktorý je voèi nemu v rovnomernom
priamoèiarom pohybe. Svetoèiary svetelného signálu vyslaného z poèiatku v èase 0 sú invariantné
voèi transformácii. Hladiny súèasnosti pre daného pozorovateµa sú rovnobe¾né s jeho priestorovou
osou. Svetoèiary objektov nehybných z jeho pohµadu sú rovnobe¾né s jeho èasovou osou.
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Poznamenajme tu e¹te, ¾e transformácia s rovnakými koe�cientami samozrejme via¾e aj inter-
valy v na¹ich súradných sústavách. Tá forma je azda e¹te u¾itoènej¹ia.(

∆x̃0
∆x̃1

)
=

1√
1− (v/c)2

(
1 −v/c
−v/c 1

)(
∆x0
∆x1

)
(36)

Toto si zaslú¾i rozpísanie. Jedná sa o Lorentzove transformácie intervalov.

∆x̃0 =
∆x0 − v

c∆x1√
1−

(
v
c

)2 (37)

∆x̃1 =
∆x1 − v

c∆x0√
1−

(
v
c

)2
Treba si ich dlho obzera». Pre v << c sa znova objavuje galileovská aproximácia. Keï¾e na¹e
zmysly sú citlivé na také rýchlosti, dáva táto aproximácia pou¾iteµné výsledky pre ka¾dodenné
be¾né aplikácie. Potom je tu treba poukáza» na krásnu symetriu medzi priestorovými a èaso-
vými intervalmi. Zápis ct = x0, resp. ct̃ = x̃0 jej napomohol. Ïalej je veµmi µahké nájs» inverznú
transformáciu, staèí si uvedomi», ¾e ak S̃ ide voèi S rýchlos»ou v, potom S ide voèi S̃ rýchlos»ou −v.

Uvedené intevaly sa vz»ahujú na súradnice nejakých dvoch udalostí, ktorých priestoroèasové sú-
radnice sa lí¹ia o intervaly ∆x0,∆x1 v nevlnovkovom popise S a ∆x̃0,∆x̃1 vo vlnovkovom S̃.

V¹imnime si, ¾e súèasnos» dvoch udalostí v S (∆x0 = 0) neimplikuje ich súèasnos» v S̃, teda
∆x̃0 ̸= 0, pokiaµ neboli dané udalosti v S aj súmiestne, teda aj ∆x1 = 0. Relatívnos» súèasnosti je
novinka, ale je v peknej symetrii s relativitou súmiestnosti, na ktorú sme zvyknutí. Cestujúci vo
vlaku povie, ¾e trebárs èaj si nalial aj vypil na jednom mieste, ale z pohµadu výpravcu na nádra¾í
sa tieto udalosti stali mnoho metrov od seba.

Priestorové aj èasové intervaly medzi udalos»ami sú teda relatívne, zále¾ia od pozorovateµa. Ale
ak sa jedná o inerciálnych pozorovateµov, je kvadrát priestoroèasového intervalu medzi uda-
los»ami invariantný:

(∆x̃0)
2 − (∆x̃1)

2 = (∆x0)
2 − (∆x1)

2 (38)

Známe efekty ako dilatácia èasu notoricky ilustrovaná na "paradoxe"dvojèiat èi kontrakcia då¾ok
podobne ilustrovaná na vlaku idúcom cez prikrátky tunel s nebezpeènými závorami, sú ¹peciál-
nymi prípadmi.

Osobitne výzmamný prípad je situácia, keï dve udalosti ohranièujúce èasopriestorový interval
zodpovedajú bodom na svetoèiare nejakého pozorovateµa (povedzme pre konkrétnos» toho, ktorý
je trvalo v poèiatku S̃). Pre neho je priestorová èas» intervalu nulová (keï¾e obe udalosti nastali
v poèiatku jeho súradnej sústavy, ktorú si z de�nície nosí zo sebou) a teda èasopriestorový in-
terval je úmerný údaju ∆τ̃ na jeho hodinkách, dobe, ktorá mu uplynula medzi týmito pre neho
súmiestnymi udalos»ami.

(c∆τ̃)2 = (∆x0)
2 − (∆x1)

2 (39)

Je to jeho vlastný èas, jeho miera plynutia èasu24 Veµmi kµúèová velièina.

24Parameter, podµa ktorého tiká fáza jeho vlnovej funkcie v kvantovej mechanike. Parameter, ktorý je pri pohybe
optimalizovaný, teda udávajúci (aspoò èiastkovú) agendu systému, èo mô¾eme vyu¾i» ak chceme zapoji» do výpoètov
variaèný poèet.
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4.4 Re¹pekt pre tretí zákon

Spomeòme si na problém s galileovskými trnasformáciami a nezachovaním symetrie tretieho Ne-
wtonovho zákona. Overme, èi Lorentzove transformácie (35) obstoja lep¹ie. Uvá¾me teda dve telesá
A,B rovnakej hmotnosti, ktoré boli najprv pokoji v poèiatku inerciálnej sústavy S a vzájomným
odpudzovaním nadobudli pri strate kontaktu rýchlosti −u a u. Ich pohyb je z hµadiska S popísaný
rovnicami

xA = −utA
xB = utB

xA
tA

= −xB
tB

Pozrime sa na popis v súradnej sústave S, spojenej s S̃ transformáciami (35). Vrátime sa tu pre
porovnanie k priestorovej osi x a èasovej t = x0/c. Ako vidno, formálna symetria tým trochu utrpí:

t̃ =
t− v

c2x√
1−

(
v
c

)2 x̃ =
x− vt√
1−

(
v
c

)2
Budeme potrebova» opaènú transformáciu, vyjadrenie x, t pomocou x̃, t̃:

t =
t̃+ v

c2 x̃√
1−

(
v
c

)2 x =
x̃+ vt̃√
1−

(
v
c

)2
Pou¾ime Lorentzovu transformáciu na popis trajektórie telesa A

−u =
xA
tA

=

x̃A+vt̃A√
1−( v

c )
2

t̃A+ v
c2

x̃A√
1−( v

c )
2

=
x̃A + vt̃A

t̃A + v
c2 x̃A

x̃A

t̃A
= −

(
u+ v

1 + vu
c2

)
Pou¾ime Lorentzovu transformáciu na popis trajektórie telesa B

u =
xB
tB

=

x̃B+vt̃B√
1−( v

c )
2

t̃B+ v
c2

x̃B√
1−( v

c )
2

=
x̃B + vt̃B

t̃B + v
c2 x̃B

x̃B

t̃B
= +

(
u+ v

1 + vu
c2

)
x̃A

t̃A
= − x̃B

t̃B

Teda tretí zákon je splnený aj v transformovanej sústave.
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4.5 Druhý zákon do prvého rádu

Lorentzove transformácie sú lineárne, tak¾e prvý zákon re¹pektujú - rovné a rovnomerne prej-
dené trajektórie takými pri nich ostanú. Tretí zákon zachovávajú, ako sme ukázali (na rozdiel od
galileovských!). Ako je to s druhým? Ide tu o jednoduché, len mierne zdåhavé cvièenie v prepi-
sovaní diferenciálnych výrazov v druhom zákone do nových súradníc (35), a pou¾itie inverznej
transformácie kde treba. Chceme prepísa» výraz d2x1

dx2
0
. Pripravme si výpoèty:

d

dx0
=
∂x̃0
∂x0

∂
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m
d2x

dt2
= F

m
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(√
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(v
c

)2)3

F = F̃

Druhý zákon tým nie je stratený, ale musíme pripusti» jeho modi�káciu tým, ¾e aj sila sa transfor-
muje. Upozornime tu e¹te na fakt, ¾e tu sme boli v jednorozmernom prípade a sila bola nevyhnutne
v línii pohybu telesa, teda ide o longitudálny prípad. Aj transverzálna sila (teda v smere osi, ktorá
sa netransformuje) vo vy¹¹om poète rozmerov by sa transformovala, lebo aj èas sa transformuje,
nielen priestor. Ale ubudol by jeden faktor

√
1− (v/c)2 zodpovedajúci priestorovému smeru.

V¹imnime si tu e¹te, ¾e do prvého rádu v/c sa sila nemení. Ako sa písalo v spomínanej Som-
merfeldovej poznámke.
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4.6 Neminú» zmysel

Venujme e¹te pár slov istým nedorozumeniam o relativite. «a¾ko spomenú» v¹etky najroz¹írenej¹ie,
ale adresujme aspoò niektoré.

Niekedy sa príbeh relativity podáva v zmysle, ¾e pri nesúhlasných symetriách mechaniky a elektro-
magnetizmu stavila na elektromagnetizmus a stávku vyhrala. Prevzala grupu symetrií elektromag-
netizmu, aj sa to osvedèilo. Ale patrí sa poznamena», ¾e galileovské transformácie nie sú súèas»ou
Newtonových zákonov, aj keï ich mo¾no pova¾ova» za súèas» klasickej tradície. Ka¾dopádne v¹ak
ich prehlasovanie za symetrie klasickej mechaniky je trochu zavádzajúce, ako sme videli pri ich
probléme s tretím zákonom. Naproti tomu lorentzovské transformácie re¹pektuje prvý aj tretí
zákon a druhý minimálne do prvého rádu v parametri v/c. V tomto zmysle sú tak lorentzovské
transformácie azda lep¹ou symetriou aj pre tú mechaniku.

Teória relativity nehovorí, ¾e v¹etko je relatívne. Jeden z postulátov naznaèuje, ¾e veci odli¹né
v rôznych inerciálnych systémoch sú len relatívne, ale hneï druhý trvá na absolútnej rýchlosti
svetla (a následne èasopriestorového intervalu a mnohého èo s ním súvisí) pre v¹etky inerciálne
systémy. Doba a vzdialenos» medzi dvoma udalos»ami mô¾u by» pre rôznych pozorovateµov rôzne,
ale len za predpokladu, ¾e nie sú zároveò súèasné a súmiestne. Ak také sú èo i len v jednej
zmysluplnej súradnej sústave, sú také vo v¹etkých. Stretnutie svetoèiar nie je relatívne. Keby to
tak nebolo, potom trebárs stretnutie skupiny µudí by sa podµa jedného pozorovateµa na nástupi¹ti
uskutoènilo a podµa druhého v idúcom vlaku nie. Takéto nezhody svedectiev sa vo fyzike netolerujú.

Teória tie¾ nehovorí, ¾e èas je len ïal¹ia súradnica ako v¹etky ostatné. Je mo¾né sa pohybova»
po uzavretej (z pohµadu niektorej súradnej sústavy) krivke v priestore. Èasopriestorový kolotoè
v¹ak nemáme. Znamienko mínus v (38) robí z geometrie priestoroèasu podstatne odli¹nú zále¾itos»
ako Pytagorova veta pre euklidovský priestor, kde v¹etky súradnice sú rovnakého typu.

Obr. 22: V¹etko nie je relatívne a èas nie je ïal¹ia súradnica ako v¹etky ostatné.

Ale na rozdiel od newtonovskej fyziky èas sa pri pohybe v relativite transformuje spolu s pries-
torom, preto uva¾ujeme scenáre v èasopriestore. To bolo nakoniec èasto výhodné aj predtým. S
relativitou v¹ak pri¹iel kµúèový vhµad, rozlí¹enie súradnicového a vlastného èasu.

Osobitne zaujímavý je pojem vlastného èasu v súvislosti so svetlom. Nech na¹a sústava je S,
a uvá¾me v nej èasopriestorový interval medzi vy¾iarením svetla z hviezdy a jeho pohltením v
na¹om oku. Keï¾e svetlo ide práve rýchlos»ou svetla, bude tento interval nulový. ®iaden vlastný
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èas pre svetlo medzi udalos»ami, ktorými prechádza, neuplynie.

0 = (∆x0)
2 − ((∆x1)

2 + (∆x2)
2 + (∆x3)

2) (40)

0 = ∆τ̃svetlo (41)

Pri pohµade na noènú oblohu vidíme svetlo z hviezd, ktoré sa podµa ná¹ho súradného systému
vydalo na cestu pred rozliènými dobami - pred 2,5 miliónmi rokov v prípade hviezd v Androméde,
pred vy¹e 8 storoèiami v prípade Rigelu, pred asi 2,6 tisícroèiami v prípade Deneb, pred 26 rokmi
v prípade Vegy. Niekedy hovoríme, ¾e vidíme tak a tak vzdialenú minulos» a cesta tomu svetlo
trvala toµko a toµko. To je pohµad ná¹ho súradného systému, ná¹ho rozlo¾enia hladín súèasnosti.
Pre svetlo sú v¹ak obe udalosti - opustenie povrchu hviezdy aj dopad do na¹ich oèí - súèasné.
Keï pozeráme na noènú oblohu, vlastne aj na dennú, a nielen oblohu, je dobré si uvedomi», ¾e
na¹a pozícia je jediná v celom vesmíre, v ktorej je svetelné "teraz"tvorené práve danou zostavou
momentiek.

Obr. 23: Jedineèná zostava dávnych, vzdialených, pre svetlo prítomných udalostí.
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5 Vlnovo èasticové dilemy

Kvantová teória je na stole u¾ storoèie. Niekedy sa predstavuje ako nepochopiteµná a neveµmi
pekná, ale je otázne èo sa tým myslí. ®e ide proti mnohým predstavám hromadeným osobitne od
zrodu modernej fyziky »a¾ko poprie». Èo sa krásy týka, vrátili sa s òou v istom zmysle úvahy o
"hudbe sfér", tak netreba robi» unáhlené závery. Samozrejme aj táto teória je len model. ®iaden
nie je taký pekný ako skutoèná príroda.
Niekedy sa o tejto partii hovorí ako o fyzike mikrosveta - ale nie je dobré to chápa» tak, ¾e v
makrosvete by jej prejavy nebolo vidno. Aj les si niekedy nev¹imneme pre stromy. To, ¾e sa v¹etko
neprepadne ku stredu Zeme (vcelku makroskopický efekt) je prejav Pauliho vyluèovacieho princípu,
ktorý ani nie je ako formulova» len s pojmami klasickej fyziky. Strelka kompasu je makroskopický
objekt, aj jej stáèanie k zemským pólom. Ale vysvetli» vlastnosti strelky nejde klasicky. E¹te aj
pre¾itie pohµadu do ohniska èi kuchynskej rúry bez o¾iarenia tvrdými gama lúèmi je »a¾ko vysvetli»
klasickou fyzikou (ktorá tu predpovedá nereálne tragický scenár).

Obr. 24: Udr¾a» sa na povrchu, pou¾íva» kompas a pre¾i» pobyt blízko zahriatych objektov mô¾e
by» podµa klasickej fyziky priveµký problém.

5.1 Dve cesty?

Na prelome 19. a 20. storoèia bolo èerstvo objasnených mnoho javov. Ale práve pozorovaním
nových a nových situácií zaèínalo by» zrejmé, ¾e nieèo s klasickým popisom je problém. Mo¾no
málokto èakal, aké základné predpoklady bude treba prehodnoti», ale náznaky potreby nejakého
prehodnotenia boli. Spätne si mô¾eme vybera», ktorý z prejavov tejto skutoènosti pou¾ijeme na
didaktické úèely. Veµmi èasto sa pou¾íva práve dvoj¹trbinový experiment - mo¾no práve kvôli
jeho jednoduchosti je na òom vidno zásadné prvky kvantovej mechnaniky bez rozptyµovanie mno-
hými detailmi.

Potrebujeme nejaký zdroj objektov, ktorých vlastnosti skúmame. Mô¾e sa jedna» o elektrónové
delo èi lampu s podµa mo¾nosti monochomatickým svetlom. Experiment bol skú¹aný aj pre mno-
homolekulové útvary, a predpokadá sa, ¾e výsledky by platili aj keby sme pou¾ili nerozbitné
meteority, s predpokladom príslu¹ného nastavenia parametrov (pre nároènos» tohto nastavenia sa
s nimi experiment nerobil). Budeme tu hovori» o elektrónoch, ale nezabudnime, ¾e zastupujú aj
iné objekty, vèítane fotónov svetla.

Pred zdrojom je umiestnená nepriestrelná clona s dvomi otvormi - povedzme rovnako veµkými,
symetricky umiestnenými voèi zdroju. Zdroj vypú¹»a objekty veµmi veµkoryso, necieli ¹peci�cky na
¾iadnu ¹trbinu. V nejakej vzdialenosti od clony je tienidlo. Je celé pokryté detektormi. Ka¾dý de-
tektor zaberá rovnakú malú plô¹ku a v¹etky sú rovnako citlivé. Zaznamenávajú poèet elektrónov,
ktoré do nich dopadli a podielom tohto poètu k celkovému poètu dotávame pravdepodobnos»
dopadu do danej oblasti tienidla. Je výhodné zavies» aj pojem hustoty pravdepodobnosti. Táto
vynásobená rozmerom príslu¹ného detektora predstavuje pravdepodobnos» záchytu pre oblas» ním
kontrolovanú. Vynásobená rozmerom nejakej oblasti (rozmeru då¾ky, plochy, objemu - podµa toho,
koµkorozmerný problém uva¾ujeme) dáva pravdepodobnos» záchytu v danej oblasti.
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Zaènime zaznamenáva» elektróny naprv v situácii, keï ¹trbinu II. uzavrieme. V¹etky, èo sa do-
tali na tienidlo, tak mohli prejs» len ¹trbinou I. Hneï si v¹imneme, ¾e v¹etky záchyty sú rovnako
intenzívne - elektrón do detektora buï príde celý, alebo nepríde vôbec. To vyzerá na veµmi èasti-
cový charakter. Pozrieme sa e¹te na poèetnos» zachytených elektrónov v závislosti od polohy na
tienidle, a pravdepodobnos» potom znázorníme pomocou krivky. Nijaké veµké prekvapenie - naj-
viac elektrónov ¹lo do detektora práve oproti otvorenej ¹trbine, nejaké sa dostali trochu ïalej.

Zavrieme prvú ¹trbinu a otvoríme ¹trbinu II. Zopakujeme v¹etko ako bolo a dostávame veµmi po-
dobný výsledok, akurát maximum výskytu elelktzrónov je teraz príslu¹ne posunuté oproti stredu
druhej ¹trbiny.

Obr. 25: Experimentálna zostava a priebeh pravdepodobnosti záchytu v závislosti od miesta pri
otvorenej buï jednej alebo druhej ¹trbine.

Teraz otvoríme obe ¹trbiny. Naivná predstava nám hovorí, ¾e teraz stúpne pravdepodobnos» zá-
chytu v¹ade, kam len elektróny mohli prís» pri otvorenej jednej alebo druhej ¹trbine. Pribudla
predsa mo¾nos» dosta» sa tam cez ¹trbinu, ktorá bola predtým zatvorená. Ak elektrón príde do
daného detektora buï po prechode cez jednu alebo druhú, potom celková pravdepodobnos», ¾e do
detektora príde, by mala by» súèet tých dvoch èiastkových. Tak predsa funguje skladanie pravde-
podobností nezávislých udalostí. Èakáme teda len súèet pravdepodobností. Napodiv v¹ak vidíme
èosi výrazne iné.

Obr. 26: Naivne oèakávaný a naozej pozorovaný priebeh pravdepodobností pri oboch ¹trbinách
otvorených. Prvý dostávame ako súèet ¹tvorcov amplitúd. Druhý dostávame ako ¹tvorec súètu
amplitúd.

Na niektorých miestach, na ktorých bola pri otvorenej jednej èi druhej ¹trbine nenulová pravdepo-
dobnos» záchytu je teraz nulová. Ako mohli elektróny, ktoré by predtým boli ochotne pristáli na

70



danom mieste po prechode trebárs ¹trbinou I., vôbec vedie», ¾e ¹trbina II. je otvorená? A preèo by
to malo ma» za následok neprís» do toho miesta cez ¾iadnu? Pravdepodobnos» záchytu dopadne
takto podivne e¹te aj keï pú¹»ame mnoho elektrónov po jednom, tak¾e nemô¾eme argumentova»
tým, ¾e sa azda nejako vzájomne vyrá¾ali z dráhy. Pre na¹e be¾né pochopenie èasticového cha-
rakteru je toto nezmysel. Ak elektrón prechádza jednou alebo(výluèné) druhou ¹trbinou, potom
prechod jednou alebo druhou sú nezávislé mo¾nosti. Ak sa nejaká udalos» (príchod do istého miesta
na tienidle) mô¾e udia» dvomi nezávislými cestami, a ka¾dá má svoju pravdepodobnos», potom
pravdepodobnos», ¾e sa udalos» vôbec stane, je súèet tých jednotlivých pravdepodobností. Oso-
bitne, pravdepodobnosti sú nezáporné èísla, teda ich vzájomná anihilácia neprichádza do úvahy.
Pritom existencia jednoznaènej polohy a hybnosti (poèas celej histórie pohybu, teda aj v èase
prechodu clonou) je jedným z kµúèových predpokladov klasickej mechaniky. Ale taký predpoklad
vedie k nezhode s pozorovaním. Predpoklad zrejme nie je splnený a elektrón nemá v ka¾dom
okamihu presne priraditeµnú polohu a hybnos».

E¹te tu poznamenajme, ¾e pri vlnách by nás interferenèný obrazec neprekvapil. Pri vlne ψ postu-
pujúcej v èase t pozdå¾ osi25 y, s amplitúdou A, vlnovou då¾kou λ a periódou T , teda

ψ(y, t) = A ei(
2πy
λ − 2πt

T )

detektor zachytáva energiu, ktorá je úmerná druhej mocnine amplitúdy vlny. Klasická vlna sa-
mozrejme prechádza oboma ¹trbinami naraz, nie je lokalizovaná ako klasická èastica. Po prechode
oboma ¹trbinami máme akoby dva sekundárne zdroje vlnenia zo ¹trbín, a takto mô¾e vlna inter-
ferova» sama so sebou. Sekundárne vlnenia zo ¹trbín sa skladajú - zosilòujú, zoslabujú, prípadne
celkom anihilijú. Detektor zachytáva ¹tvorec takejto sumy vån, a samozrejme pri de¹truktívnej in-
terferencii na mnohých miestach budú nuly tam, kde pri jednej zatvorenej ¹trbine bola nenulová
amplitúda a teda aj jej ¹tvorec. U¾-u¾ by sme elektrón prehlásili za vlnu, neby» skutoènosti, ¾e
èokoµvek stvára po ceste, dopadne v celku, do jedného detektora, nie pozdå¾ celého tienidla.
To zas klasická vlna nerobí.

Obr. 27: Sme zvyknutí, ¾e vlny dopadá na mnohé miesta a mu¹µa, kým sa nerozbije, na jedno.

Obr. 28: Sme zvyknutí, ¾e dve vlny sa na mnohých miestach anihilova», a ¾e mu¹le také tendencie
nemajú.

25Trochu netradiène je teraz vodorovná os y, aby sme si pre polohy na zvislom tienidle rezervovali tradiènej¹ie x
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E¹te mô¾eme urobi» jeden chabý pokus. Pú¹»ame elektróny po jednom, a pri ¹trbiny umiestnime
dve lampièky. Chceme sa pozrie», kade elektrón ide. Predstava je taká, ¾e pri prechode ¹trbinou I.
sa odrazí od elektrónu svetlo z prvej lampièky, pri prechode ¹trbinou II. svetlo z druhej. Prípadne
mô¾eme da» ¹trbiny (a teda aj lampièky) ïalej od seba, aby sa ich dosah prekrýval èo najmenej,
pou¾i» v ka¾dej lampièke svetlo trochu inej farby atï. Rozli¹ovacia schopnos» je lep¹ia pre krátke
vlnové då¾ky, tak¾e ak ich zvolíme priveµké, jednak nemusíme rozozna» jednu ¹trbinu od druhej, a
svetlo e¹te aj mô¾e elektrón obís», v zmysle nerozptýli» sa na òom. Ak v¹ak svietime svetlom dos»
malých vlnových då¾ok na to, aby sme niè neprehliadli, interferenèný vzor sa stratí a elektróny idú
buï jednou alebo druhou ¹trbinou.

Na¹e pozorovanie bolo interakciou, prisilnou na to, aby sme z neho mohli robi» závery o situ-
ácii bez ná¹ho zásahu. Svetlo tie¾ nesie hybnos», a to s krat¹ími vlnovými då¾kami ju má väè¹iu.
Pri rozptyle na elektróne dos» veµkú na to, aby ho mohlo odkopnú» z hypotetickej dráhy, na ktorej
sme ho tak nasilu chceli ¹pehova». Svietili sme svetlom s dostatoènou hybnos»ou na to, aby sme
elektrón príli¹ ovplyvnili. Ak skúsime svetlo dlh¹ích a dlh¹ích vlnových då¾ok, interferenèný vzorec
sa objaví, práve keï bude vlnová då¾ka pridlhá na spoµahlivú detekciu elektrónov. Jednoducho v
kvantovom divadle sa buï nedá pozera», alebo sa treba prida» k hercom a prizna» sa k vlastnej
role.

Obr. 29: Klasické divadlo rozli¹uje javisko a hµadisko. V kvantovom je hranica otázna.

Experimentálne máme neurèitos» polohy ∆x pri prechode clonou (pribli¾ne vzdialenos» medzi
¹trbinami) a neurèitos» hybnosti∆p, ktorá je spôsobená interakciou so svetlom z lampy zviazané
nasledovne:

∆x∆p ≥ ℏ
2

(42)

teda cez redukovanú Planckovu kon¹tantu ℏ ≈ 1.05 × 10−34J.s. Toto je momentálne jedna z
fundamentálnych kon¹tánt ktorej hodnota nie je predpovedaná ¾iadnou teóriou, je jednoducho
zistená experimentálne a teórie ju pou¾ívajú ako daný parameter.
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5.2 Od klasického ku kvantovému popisu

Klasický popis je v ruinách (ruiny sú v¹ak skvelý zdroj stavebného materiálu). Stav systému,
základná matemetická entita reprezentujúca systém, bývala zadaná ako bod vo fázovom pries-
tore, priestore polôh a hybností. Èasový vývoj stavu bol reprezentovaný krivkou vo fázo-
vom priestore, teda spojitou postupnos»ou jeho konkrétnych bodov, parametrizovanou èasom.
Fyzikálne velièiny boli funkciami na fázovom priestore, teda jednalo sa o funkcie polohy a
hybnosti26. Teraz sme narazili na to, ¾e bod vo fázovom priestore, teda urèitá poloha a hybnos»
v danom okamihu, je nieèo èo nevieme systému priradi» - ba ¾e u¾ aj samotný predpoklad, ¾e
to mo¾no urobi», vedie ku sporu s experimentom (viï úvaha o skladaní pravdepodobností). Nu¾ a
tým padá základný predpoklad na predpovede o systéme na základe klasických pohybových rovníc,
ktoré sú v podstate receptom, kam ís» vo fázovom priestore v nasledujúcom kroku, za predpokladu,
¾e vieme, kde sme v òom teraz.

Vo fyzike sa v¹ak revolúcie nedejú zavrhnutím v¹etkého starého. Treba pozbiera» èo fungovalo.
Elektróny dopadali ¹týlom celý alebo niè. Èasticovos» teda nie je celkom prázdny pojem. Ani de-
tekcia niekde a niekedy nie je celkom prázdny pojem. Netreba sa zatiaµ lúèi» s èasopriestorom.
Skladanie bolo ako u klasických vån. Vlnovos» teda nie je celkom prázdny pojem. Skladanie ampli-
túd (treba premyslie» èoho) zrejme bude hra» veµkú rolu. Tieto èrty potrebujeme spoji» v novom
matematickom modeli, ktorý by mohol reprezentova» systém s takýmito vlastnos»ami. V¹im-
nime si, ¾e sme sa nezriekli pojmu stav systému (»a¾ko poveda» èo by potom ostalo popisova»),
akurát ho ideme reprezentova» nieèím iným.

5.3 Stav systému v kvantovej mechanike

Hustota pravdepodobnosti sa v experimente pri oboch ¹trbinách otvorených správala ako ener-
gia klasickej vlny. Tá je úmerná ¹tvorcu amplitúdy. Je teda namieste predpoklada», ¾e tak ako
odmocnina z energie vlny je entita sama osebe, mo¾no aj odmocnina z hustoty pravdepo-
dobnosti je entita sama osebe. Nazvime ju amplitúda pravdepodobnosti. Hustota pravde-
podobnosti bola oèividne funkciou miesta na tienidle, a keby sme elektróny poèítali priebe¾ne (a
osobitne keby sme elektróny pu¹»ali v nejakom ¹peciálnom èasovom vzore), iste by sa prejavil aj
na aktuálnom poète zachytených elektrónov v rozlièných èasoch. Ak hustota pravdepodobnosti je
funkciou priestoru a èasu, potom je namieste to èaka» aj pre amplitúdu pravdepodobnosti. Dajme
tejto velièine nejaké oznaèenie. V literatúre je veµmi roz¹írené Ψ(x, y, z, t). Amplitúde pravdepo-
dobnosti sa èasto hovorí vlnová funkcia 27. Predstavuje stav systému v kvantovej mechanike28.
Fyzikálny význam je nasledovný:

�
V

|Ψ(x, y, z, t)|2 dx dy dz = pravdepodobnos» záchytu v objemeV v èase t (43)

Amplitúda pravdepodobnosti mô¾e by» komplexná. Nemeriame priamo ju, ale a¾ jej veµkos».
Mô¾eme ju písa» ako súèin veµkosti Ψ a fázového faktora eiϕ, ako je èasto zvykom v komplexnej
matematike

Ψ = |Ψ| eiϕ

26kinetická, potenciálna energia, moment hybnosti,. . . ale e¹te aj elektrický prúd predsa súvisí s tým, kde sú
elektróny s akou hybnos»ou, tlak sa dá chápa» ako funkcia hybností mnohých nará¾ajúcich molekúl atï

27názov, ktorý azda niektorých matematikov vedie ku ¹krípaniu zubami, ale museli u¾ prehltnú» hor¹ie, viï "delta
funkcia".

28V¹imnime si, ¾e sme ju zaviedli ako funkciu èasu a súradníc x, y, z, teda sme akoby uprednostnili kon�guraènú
èas» fázového priestoru pri dedení z klasickej fyziky. Jedná sa o tzv. x-reprezentáciu, Ψr⃗ . Nie je jedinou voµbou.
Mô¾eme si zvoli» hybnostnú, p-reprezentáciu Ψ̃p⃗, a uva¾ova» stavy ako funkcie Ψ̃(px, py , pz , t) Jedná sa o inú
reprezentáciu toho istého, a Ψ̃p⃗,Ψr⃗ tvoria fourierovskú dvojicu, jedna je fourierovským obrazom druhej.
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Pod ¹tvorcom sa tu myslí "komplexný kvadrát", teda súèin Ψ a zdru¾enej29 Ψ†

|Ψ|2 = ΨΨ∗

U¾ v klasickej mechnike a elektromagnetizme sa pri popise skladajúcich sa vektorových velièín èi
vån osvedèili komplexné èísla ako skvelá výpoètová skratka. V kvantovej mechanike je ich význam
zdá sa fundamentálnej¹í30, potrebujeme buï komplexné èísla alebo nejakú im analogickú ¹truk-
túru, aby sme dostávali súhlas predpovedí teórie a experimentov.

Je tu aj istá zvlá¹tnos» - stavu nezodpovedá jedna hodnota Ψ(x, t), lebo ak zmeníme fázu, ktorej
komplexný kvadrát je rovný 1, nezmení sa hodnota |Ψ|2. Akurát treba da» pozor, ak skladáme
viacero amplitúd, aby sme (ak u¾ fázy posúvame) posunuli v¹etky konzistentne (lebo fáza síce
nehrá rolu pri koneènom umocòovaní koneènej amplitúdy, ale pri priebe¾nom skladaní je kµúèová.)

Ak |Ψ|2 predstavuje hustotu pravdepodobnosti, potom musí spåòa» istú normalizaènú pod-
mienku. Elektrón nemusí ma» urèitú polohu, ale ak raz existuje ako ná¹ systém, celková pravd-
podobnos» niekde ho nájs» v oblasti jemu dostupnej musí by» rovná jednej. V tomto je kvantová
mechanika nemenej urèitá ako klasická. Je zaujímavé, ¾e práve táto urèitos» kvantovej mechaniky
je èastokrát (z výpoètového hµadiska) dôvodom kvantovania hodnôt merateµných velièín. Dôsledok
urèitosti je tak asociovaný s teóriou, ktorá je asociovaná s neurèitos»ou.�

Vtotal
|Ψ|2 dV = 1 (44)

Zdôraznili sme tu integráciu cez celú dostupnú oblas» Vtotal, obvykle sa bude myslie» implicitne.
Nie v¾dy sa jedná o trojrozmerný integrál, ale èítaním kontextu mo¾no predís» zmätkom.

Upozornime tu e¹te ja ¹ir¹iu interpretáciu: To, èo vidíme v (44) je istý druh skalárneho súèinu.
Normovateµné vlnové funkcie (lep¹ie povedané lúèe vlnových funkcií, kde pod lúèom sa mieni celá
trieda Ψeiα, danej funkcie a jej fázových posunutí) tvoria lineárny vektorový priestor vybavený
skalárnym súèinom (Hilbertov priestor), ktorý nám umo¾òuje poèíta» nielen veµkosti, ale aj
prekryvy.
Skalárny súèin ⟨Ψ1, Ψ2⟩ dvoch rôznych stavov Ψ1, Ψ2 je

⟨Ψ1|Ψ2⟩ =
�
V

Ψ1 Ψ
†
2 dV (45)

Ak je taký súèin nulový, prekryv stavov je nulový a hovoríme, ¾e sú dané stavy kolmé. Hilbertov
priestor je ¹tandardne nekoneènerozmerný, preto netreba nasilu vizualizova», ale analógia s vek-
tormi z lineárnej algebry nie je na ¹kodu (pokiaµ sa ne»ahá aj kam nesiaha.)

Zhròme túto èas» prechodu od klasického ku kvantovému popisu:

Stav systému klasicky: bod vo fázovom priestore (r⃗, p⃗)
Stav systému kvantovo: vlnová funkcia Ψ(r⃗, t)

5.4 Fyzikálne velièiny v kvantovej mechanike

Keï u¾ bod vo fázovom priestore nereprezentuje stav systému, potom treba premyslie» aj repre-
zentáciu fyzikálnych velièín. U¾ to nemô¾u by» funkcie na fázovom priestore. Ale mali by to ba»

29V¹eobecnej¹ie hermitovsky zdru¾enej (transponuj a komplexne zdru¾), preto znaèka † namiesto ∗. Pri jednodu-
chých modeloch nie je èo transponova» a hviezdièka oznaèujúca komplexné zdru¾enie by staèila. Pri reálnej Ψ je aj
hviezdièka navy¹e - ale ne¹kodí.

30Minimálne niektoré èasti matematického formalizmu sa síce dajú prispôsobi» aj iným asociatívnym podielovým
algebrám nad reálnymi èíslami (sem patria reálne, komplexné a kvaterniónové èísla), ale je potom potrebné k nim
doda» istú matematickú ¹truktúru. S komplexnými èíslami sa poèíta najµah¹ie, aj keï je to mo¾no silou tradície a
s tým spojených nájdených nástrojov.
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matematické entity operujúce na stavoch. Nejaké operátory Ô na vlnových funkciách Ψ. Na¹e
stavy sú komplexné, operátory zodpovedajúce velièinám tie¾ nebudú ma» komplexnos» zakázanú, s
jednou výnimkou: merateµné veci musia by» reprezentované reálnymi vecami. Imaginárnu
energiu, moment hybnosti èi polohu by bolo »a¾ko interpretova». Merateµnou vecou je hodnota
fyzikálnej velièiny, napríklad energia je toµko a toµko joulov. Je to reálny údaj. Povedzme, ¾e
velièiny sú reprezentované operátormi na vlnových funkciách. Ako z operátora dosta» èíslo, oso-
bitne èíslo v súvislosti so stavom, na ktorom operuje? Tu sa veµmi ponúka my¹lienka vlastných
stavov a vlastných èísel. A hneï je naporúdzi aj skupina hermitovských operátorov, ktoré,
pri v¹etkej svojej komplexnosti, majú výluène reálne vlastné èísla. Podobne ako vlnové funkcie
sú analógmi vektorov z lineárnej algebry, sú operátory analógmi matíc (matice tie¾ mali svoje
rodiny vlastných vektorov a èísel), a hermitovské operátory sú analógmi symetrických matíc
s reálnymi vlastnými èíslami. Sú tie¾ symetrické v nasledovnom zmysle:

⟨ÔΨ1|Ψ2⟩ = ⟨Ψ1|ÔΨ2⟩ (46)�
V

(ÔΨ1)Ψ
†
2 dV =

�
V

Ψ1 (ÔΨ2)
† dV

Skrátene 31

Ô† = Ô (47)

Hermitovské operátory majú aj tú krásnu vlastnos», ¾e ich vlastné stavy32 Φn, ktorým priradzujú
reálne vlastné hodnoty λn

ÔΦn = λnΦn (48)

tvoria èasto úplný systém v Hilbertovom priestore, ktorý je pre daný problém relevantný. Mô¾eme
ich prenásobením vhodným faktorom normova», prípadne pre degenerované spektrum vlastných
hodnôt (viac stavov prislúcha tej istej) nájs» ortogonálne kombinácie príslu¹ných vlastných stavov
a pou¾i» celý systém ako ortonormálnu bázu

⟨Φn|Φm⟩ =
�
V

ΦnΦ
†
m = δnm (49)

V¹etky ostatné stavy mo¾no vyjadri» ako ich komplexnú lineárnu kombináciu33

Ψ =
∑
n

cnΦn (50)

Veµkosti koe�cientov |cn| predstavujú mieru zastúpenia daného bázového stavu Φn v
stave Ψ, prekryv daný skalárnym súèinom

⟨Ψ|Φn⟩ =
∑
m

cm⟨Φm,Φn⟩ =
∑
m

cmδmn = cn (51)

Pre normovaný stav |Ψi| = 1 platí, ¾e súèet kvadrátov koe�cientov sa sèítava na 1:

1 = ⟨Ψ|Ψ⟩ =
∑
m

∑
n

cmc
†
n⟨Φm|Φn⟩ =

∑
m

∑
n

cmc
†
nδmn =

∑
m

|cm|2 (52)

31Z matematického hµadiska sme tu na zaplakanie neporiadni, k de�nícii patrí e¹te po¾iadavka na hustú de�níciu
a správny prekryv de�nièných oborov Ô†, Ô.

32Teraz budeme èíslova» vlastné stavy indexom n evokujúcim diskrétnos», ale zatiaµ ju nasilu nepredpokladajme.
33V prípade spojitého spektra treba integrova» namiesto sumovania

75



Teraz si to dajme dokopy s interpretáciou hermitovského operátora ako fyzikálnej velièiny. Vlastné
stavy takého operátora zrejme predsatvujú stavy systému, ktorým daný operátor jednoznaène
priradí reálne èíslo. Hovoríme im èisté stavy. Má teda zmysel uva¾ova» o tejto hodnote ako o
hodnote danej velièiny v danom stave. Ak tento operátor pustíme na nie vlastný stav, ale stav
daný ako lineárne kombinácia vlastných stavov (zmie¹aný stav), hermitovský operátor dodá èosí
takéto34:

ÔΨ = Ô
∑
n

cnΦn =
∑
n

cnÔΦn =
∑
n

cnλnψn (53)

Teda nedostali sme tu jedno vlastné reálne èíslo zo spektra, ale ich komplexnú kombináciu. ®iaden
merací prístroj nám neuká¾e imaginárny násobok nejakého poètu joulov, metrov a pod. Ale spo-
meòme si, ¾e koe�cient cn vyjadruje prekryv stavu Ψ s vlastným stavom Φn. Tie¾ ¾e suma ¹tvorcov
koe�cientov dáva jednotku ako pravdepodobnos». ®e ak by niektorý z koe�cientov sám mal veµkos»
1, potom by ostatné boli nevyhnutne nulové a operátor by jednoznaène priradil príslu¹né vlastné
èíslo ako hodnotu velièiny, ktorú operátor predstavuje. Toto v¹etko nám napovedá nasledovné:

Pri meraní nejakej velièiny O mô¾eme nájs» len hodnoty zo spektra vlastných èísel operátora
Ô, ktorý danú velièinu reprezentuje. Ak meriame velièinu O na vlastnom stave jej prislúchajúceho
operátora, napríklad Φn, potom mô¾eme nameria» len hodnotu k nemu príslu¹nej vlastnej hod-
noty λn. Ak prevádzame meranie na v¹eobecnom stave Ψ, zmie¹anom z vlastných, potom stále
mô¾eme namera» len jednu z vlastných hodnôt operátora. Pravdepodobnos», ¾e nameriame práve
konkrétnu n-tú hodnotu je daná kvadrátom veµkosti koe�cientu, s ktorým n-ta vlastná funkcia
vystupovala v rozvoji Ψ.

Ψ =
∑
n

cnΦn → pravdepodobnos» namera» hodnotu λm je |cm|2 (54)

Zmieòme sa tu e¹te o mo¾nosti spojitého spektra. V takom prípade treba integrova» namiesto
sumovania. Nespoèítateµná báza má svoje matematické háèiky, ktorým sa tu nejdeme venova».

Zhròme túto èas» prechodu od klasického ku kvantovému popisu:

Fyzikálna velièina klasicky: funkcia f na stavoch (bodoch fázového priestoru) (r⃗, p⃗)
Fyzikálna velièina kvantovo: operátor Ô na stavoch (vlnových funkciách) Ψ(r⃗, t)

5.5 Existujú nezmyselné otázky

Toto je zaujímavá situácia. Jednak pokiaµ má operátor diskrétne spektrum, potom mô¾eme na-
mera» len diskrétne hodnoty velièiny, ktorú reprezentuje. A aby nebolo prekvapení málo: Nie
ka¾dému stavu prislúcha jednoznaèná hodnota danej velièiny! Neznamená to, ¾e sa nedá mera» -
ale ¾e ak máme niekoµko identicky pripravených stavov, meranie na nich mô¾e dopadnú» rôzne.
Deterministická predikènos» klasickej mechaniky (kde znalos» stavu implikovala aj znalos» v¹et-
kých relevantných hodnôt fyzikálnych velièín v tom stave) tu konèí. Fyzika sa doteraz spoliehala
na pravidlo rovnaké zaèiatky vedú k rovnakým koncom (ak sa prevádzajú so systémom rovnaké
veci), tu to neplatí. Upozornime v¹ak na jednu vec. Nameranie danej velièiny v nejakom stave
predstavuje nevratný zásah do systému. Hovoríme tomu kolaps vlnovej funkcie. Ak meranie do-
padlo hodnotou λn, potom systém u¾ je v èistom stave Φn. Ïal¹ie meranie tej istej velièiny u¾
dopadne rovnako. Nenameriame teda na tom istom zmie¹anom stave viac hodnôt (lebo meraním
ho zmeníme, a ïal¹ie meranie u¾ nerobíme na tom, èo bolo). Dostaneme v¹ak vo v¹eobecnosti viac
hodnôt na mnohých kópiách toho istého stavu. Pred meraním stav nemá konkrétnu hodnotu danej
velièiny. V istom zmysle ju má, len ak je èistým stavom operátora, ktorý danú velièinu reprezentuje.

34Zase sme pohnali matematickú korektnos» kamsi ïaleko. Nekomentujeme tu podrobne predpoklady za ktorých
mo¾no vymeni» azda nekoneènú sumu a operátor, ani nekomentujeme problémy keï je báza nespoèítateµná.
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Tu sa dostávame k ïal¹ej zaujímavosti. E¹te sme si ¾iaden operátor neuviedli, ale z lineárnej
algebry vieme, ¾e vlastné vektory jednej matice nemusia by» vlastnými vektormi inej. Aby tomu
tak bolo, musia matice komutova». Podobne vlastné funkcie jedného operátora nemusia by» vlast-
nými funkciami iného. Aby tomu tak bolo, musia tie operátory komutova». To ale znamená, ¾e
stav, v ktorom máme istú trebárs hybnos», bude ma» neurèitú polohu, ak operátory polohy a hyb-
nosti nekomutujú. Ak by sa nám polohu podarilo hypoteticky presne zmera», dostali by sme ho do
èistého stavu polohy, ale to u¾ by bol iný ako pôvodný stav, teda informácia o hodnote hybnosti
by sa nie¾e "skryla", ale otázka na òu by v tomto novom stave u¾ ani nemala zmysel. Nemalo by
význam spýta» sa aká je pred meraním hybnosti. A po òom by zas ¹lo o iný stav. . .

Obr. 30: Ak by sme sa pri pohµade na pieskovec e¹te nedotknutý dlátom sochára pýtali, èi je
jeho dielo podarené, aj záporná aj kladná odpoveï by bola typu " ani len zle", kým neexistuje
socha, ktorej krásu by bolo mo¾né posúdi». Analógia je slabá, ale to sa pri klasickom komentári
kvantových javov dá oèakáva».

Skutoènos», ¾e niektoré otázky nemajú význam, mo¾no nie je taká nezvyèajná alebo »a¾ko pri-
jateµná. Otázka, èi sa má pozorovateµná velièina spája» so systémom ako takým alebo s meraním
na tomto systéme, mohla by» nastolená u¾ na úrovni klasickej mechaniky. Aj tam by èlovek po
chvíli poctivého uva¾ovania uznal, ¾e hovori» o urèitej hodnote pozorovateµnej velièiny bez vz»ahu
k pozorovaniu je dos» nevedecký koncept. Preto je zmysluplnos» otázok typu Aká je hodnota po-
zorovateµnej velièiny X, ak ju nepozorujeme? dos» pochybná u¾ v klasickej fyzike. Akurát ¾e tam
nám nuansy unikajú vïaka tomu, ¾e klasická fyzika nepou¾íva v tomto smere taký jemný hrebeò
ako kvantová teória. Tá mô¾e by» neintuitívna v mnohých ohµadoch, ale v niektorých je pri troche
veµmi obyèajného uva¾ovania logickej¹ia.

5.6 Konkrétna reprezentácia: hybnos», poloha, energia

Doteraz sme hovorili veµmi v¹eobecne. Fyzikálnym velièinám majú prislúcha» nejaké hermitovské
operátory pôsobiace na vlnových funkciách. Ale hermitovských operátorov je veµa. Ako z nich vy-
bera»? Tu nám opä» prichádza na pomoc zásada revolúcií vo fyzike nevyhadzova» èo bolo dobré
na star¹ej teórii. Nedá sa poprie», ¾e energia, poloha, hybnos», moment hybnosti atï z klasickej
fyziky fungujú v istom priblí¾ení veµmi efektívne. Pokúsime sa preto zachova» spojitos» s klasic-
kou fyzikou v¹ade, kde táto funguje, bez zanedbania toho, èo nás nauèil trebárs dvoj¹trbinový
experiment, kde táto teória zlyhala. Spomínaný experiment nám napríklad hovorí, ¾e hybnos» a
poloha sú spojené nejakou vzájomnou neurèitos»ou. Èím viac okre¹eme interval hybnosti, tým viac
nám narastie interval polohy. To napovedá, ¾e operátory polohy a hybnosti nebudú komutova» pri
pôsobení na vlnové funkcie. ©lo by to napríklad takýmto priradením (v jednorozmernom prípade):
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Poloha ↔ x̂ : Ψ→ x̂Ψ := xΨ(x, t) (55)

(56)

Hybnos» ↔ p̂ : Ψ→ p̂Ψ := −iℏ ∂

∂x
Ψ(x, t)

Preèo takto? Argumentov je dos», ale treba rozumie», ¾e keï sa vytvára nová teória, nedá sa od-
vodi» zo starej (nebola by nová), nanajvý¹ sa òou dá in¹pirova». Vhodnos» in¹pirácie je potom
rozhodnutá experimentálne. Fyzika sa nerobí v zrkadlovej miestnosti, treba sa pozera» von oknom
a konfrontova» s realitou.

Jednou z motivácií de�nova» operátor polohy ako obyèajné násobenie súradnicou je jednodu-
chos». Takto de�novaný operátor má svoje asociácie s argumentom vlnovej funkcie Ψ(x, t), ktorý
je interpretovaný ako súradnica kon�guraèného priestoru. Preèo potom aj operátor hybnosti ne-
de�nova» ako násobenie hybnos»ou? Tu by sme narazili na po¾iadavku pre tieto operátory, aby
nekomutovali. Teda hµadáme nejaký operátor, ktorý nekomutuje s x, prièom hodnota komutátora
operátorov by mala by» úmerná Planckovej kon¹tante, tak napovedá dvo¹trbinový experiment35

Na¹a voµba tu dáva naozaj kon¹tantu, dokonca úmernú Planckovej36:

[x̂, p̂]Ψ = x̂(p̂Ψ)− p̂(x̂Ψ) = x

(
−iℏ∂Ψ

∂x

)
− (−iℏ) ∂

∂x
(xΨ) = iℏΨ (57)

Operátory hybnosti a polohy sú dôle¾ité, nakoniec v klasickej mechanike im asociované velièiny x,
p tvorili súradnice fázového priestoru klasických stavov. Ostatné velièiny boli funkciami týchto, a
stojí za to sa po tejto analógii pusti» aj v kvantovom prípade. Napríklad kinetická energia èastice
s hmotnos»ou m bola v klasickom prípade daná ako Ek = p2

2m . Potenciálna bola funkciou polohy
U(x). Potom v kvantovej verzii mô¾eme vyskú¹a» mo¾nos»

Kinetická energia ↔ Êk : Ψ→ ÊkΨ =
p̂2

2m
Ψ = − ℏ2

2m

∂2

∂x2
Ψ

Potenciálna energia ↔ Û : Ψ→ ÛΨ = U(x̂)Ψ = U(x)Ψ

Operátor celkovej energie má svoje ¹peciálne meno, hamiltonián, a veµmi osobitné postavenie

Celková energia ↔ Ĥ : Ψ→ ĤΨ =

(
p̂2

2m
+ U(x̂)

)
Ψ =

(
− ℏ2

2m

∂2

∂x2
+ U(x)

)
Ψ (58)

Upozornime tu, ¾e vo viacerých rozmeroch by bol hamiltonián daný ako

ĤΨ =

(
− ℏ2

2m
∆+ U(x)

)
Ψ (59)

35Ïal¹í argument je z teórie symetrie a zákonov záchovania, ktorá nám hovorí, ¾e translaèná invariantnos» v
nejakom smere súvisí so zachovaním hybnosti v tom smere, a ¾e operátor hybnosti je generátorom translácií.
Generátor translácií v nejakej premennej je úmerný derivácii podµa tej premennej. V súvislosti s týmto je odporúèané
konzultova» texty o tom pojednávajúce.

36Imaginárna jednotka nás nemusí znepokojova». Operátory nemusia by» reálne, dôle¾ité je , aby tie, ktoré
zodpovedajú nejakej merateµnej velièine, mali reálne vlastné hodnoty. Imaginárne jednotky v de�nícii operátorov
mô¾u práve zachráni» splnenie tejto po¾iadavky.
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Laplacián je geometricky veµmi kµúèový operátor. Niekedy sa hovorí o relativite ako krásnej geomet-
rickej teórii a o kvantovej mechnanike ako o nieèom neveµmi ladiacom. Nejaké problémy tam sú,
ale kvantová mechanika má oèividne s geometriou mnoho doèinenia.

Samozrejme, je namieste otázka èi takáto kon¹trukcia operátorov bude fungova» v¾dy. Naozaj
staèí len vzia» klasické vyjadrenie fyzikálnej velièiny ako funkcie polohy a hybnosti, a v òom zame-
ni» klasickú polohu a hybnos» za na¹e operátory (56), (57)? Apriori nemáme právo predpoklada»,
¾e takýto jednoduchý recept bude fungova», ale oplatí sa ho vyskú¹at v rámci Occamovej britvy, a
upravi», ak sa potom predpovede nezhodnú s experimentom. Napodiv (alebo oèakávane?) jedno-
duchý recept veµmi èasto funguje. Nie celkom v¾dy, a je to do istej miery oèakávateµné aj preto, ¾e
kým x, p klasicky komutujú, ich kvantové verzie x̂, p̂ nie. Ak nejaká klasická velièina obsahuje èlen
úmerný súèinu xp, je to zároveò èlen úmerný súèinu px. Ale v kvantovom prípade x̂p̂ ̸= p̂x̂. Niekedy
sa vec dá o¹etri» veµmi jednoducho: prepí¹eme klasický výraz tak, aby bol explicitne symetrický
na permutáciu, a kvantový urobíme podµa toho vzoru

px =
px+ xp

2
←→ p̂x̂+ x̂p̂

2

5.7 Èasový vývoj

U¾ máme kvantovú verziu reprezentácie stavu systému ako vlnovej funkcie (amplitúdy pravdepo-
dobnosti), a reprezentáciu niekoµkých velièín ako operátorov na vlnových funkciách. Ako budeme
reprezentova» èasový vývoj?

V tomto prípade sa veµmi oplatí pozna» hamiltonovský formalizmus v klasickej mechanike. Zdô-
raznime, ¾e sa nejedná o inú teóriu, ale o iný, stále klasický, formalizmus. Veµmi struène ho tu
predstavme aspoò nakoµko bude potrebné pre ïal¹ie úèely. Pozrime sa, èo vlastne klasická me-
chanika robí. Zo znalosti stavu systému teraz nám pohybové rovnice poskytujú predpoveï pre
stav neskôr (alebo aj spätne). Èasový vývoj systému predstavuje postupnos» (parametrizovanú
èasom) jednotlivých stavov. Pohybové zákony nám umo¾òujú zrekon¹truova» túto postupnos»
zo znalosti jedného jej èlena. Ako sme u¾ spomínali, stav systému v klasickom prípade je pre veµmi
jednoduchý systém (ako hmotný bod hmotnosti m v jednom rozmere) daný jeho polohou x a
hybnos»ou p = mẋ (tradiène bodka znaèí èasovú deriváciu).
Newtonov druhý zákon pre toto teleso

mẍ = F (60)

je diferenciálna rovnica druhého rádu. F je externá sila pôsobiaca na teleso, nezávislou premennou
je èas t (parameter vývoja), závislou je súradnica polohy telesa x(t). Takáto rovnica druhého rádu
vy¾aduje dve poèiatoèné podmienky - hodnotu neznámej funkcie a jej prvej derivácie v nejakom
konkrétnom (obvykle poèiatoènom) èase. Inými slovami stav v nejakom èase.

Prepí¹me rovnicu (60) do tvaru, v ktorom vystupujú kµuèové pojmy (stav, energia, vývoj)
tak explicitne ako sa dá. Hybnos» súvisí s èasovou deriváciou polohy, zmena hybnosti súvisí so
silou

ṗ = F (61)

ẋ =
p

m

Vidíme tu neo�ciálny zákon zachovania formálnej zlo¾itosti - máme dve rovnice prvého rádu (61)
namiesto jednej rovnice druhého rádu (60).

Ak je sila konzervatívna, mô¾eme ju vyjadri» ako záporne vzatý gradient potenciálnej energie
U . Ale keï¾e kinetická energia závisí od hybnosti, nie od polohy, mô¾e by» beztrestne vsunutá do
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"pozièného gradientu":
F = −∂xU = −∂x(U + Ek) = −∂xE

Týmto prepisom sily ako záporným gradientom energie máme polovicu (61) vyjadrenú s energiou
na pravej strane. Aby sme podobnú vec dosiahli aj pre druhú polovicu, v¹imnime si, ¾e pravá
strana mô¾e by» prepísaná ako derivácia kinetickej energie (Ek = p2/2m) podµa hybnosti. Tentoraz
vyu¾ijeme skutoènos», ¾e potenciál nezávisí na hybosti v prípadoch ktoré tu uva¾ujeme, a teda
mô¾eme do derivácie bezpeène popri kinetickej energii prepa¹ova» aj potenciálnu:

p

m
= ∂pEk = ∂p(Ek + Ep) = ∂pE

. A e¹te v¹etko dokopy:

d

dt

(
p
x

)
=

(
−∂xE
∂pE

)
(62)

Teda èasová zmemu stavu súvisí s energiou37, resp. so vz»ahom energie a stavových velièín (x, p).

Ako teraz nájs» kvantovomechanickú verziu zákonov pre èasový vývoj? Ako u¾ bolo spomenuté,
keby sa dali odvodi» z klasického prípadu, bola by kvantová mechnanika len ¹peciálnym prípadom
klasickej. Je èas múdro háda» kým nepríde zhoda s experimentami.
Skúsme sa v¹ak in¹pirova» klasickým prípadom (62): Èasový vývoj stavu bude zrejme èosi úmerné
èasovej derivácii vlnovej funkcie, ∂tΨ. Vz»ah energie a stavu mô¾e by» èosi úmerné ĤΨ. Analógia
klasickej verzie teda mô¾e by» ĤΨ = k∂tΨ. Kon¹tanta úmernosti by mala by» volená tak, aby
bola zhoda predpovedí s experimentom, aby bol operátor èasového vývoja hermitovský v zmysle
(47), èo súvisí s komplexnou jednotkou, a vhodne uhádnu» zvy¹ok pomáha aj pohµad na Planckovu
kon¹tantu v de�nícii hamiltoniánu a po¾iadavka rozmerovej konzistentnosti.

iℏ ∂tΨ(x, t) = ĤΨ(x, t) (63)

iℏ
∂

∂t
Ψ(x, t) =

(
− ℏ2

2m

∂2

∂x2
+ U(x)

)
Ψ(x, t)

Pre viacrozmerný prípad je roz¹írenie triviálne (na napísanie, nie nevyhnutne dorie¹enie)

iℏ
∂

∂t
Ψ(r⃗, t) =

(
− ℏ2

2m
∆+ U(r⃗)

)
Ψ(r⃗, t) (64)

To je známa Schrödingerova rovnica pre èasový vývoj stavu (amplitúdy pravdepodobnosti) v
x-reprezentácii. Je to parciálna diferenciálna rovnica, prvého rádu v èasovej derivácii a minimálne
druhého v priestorovej, keï¾e kinetická èas» hamiltoniánu zahàòa laplacián. Treba e¹te v závislosti
od konkrétneho prípadu doplni» poèiatoènú podmienku a okrajové podmienky. Nároènos»
nájdenia rie¹enia závisí do veµkej miery od konkrétneho tvaru potenciálu U(r⃗). Uká¾eme si neskôr
jednoduchý príklad kde je rie¹enie µahké a zároveò na òom vidno aj trochu toho slávneho kvanto-
vania.

Najprv v¹ak komentár k èasovej závislosti. Uva¾ujme, ako súvisí vlnová funkcia v nejakom èase t
s jej podobou v èase o ϵ neskôr:

Ψ(x, t+ ϵ) ≈ Ψ(x, t) + ϵ∂tΨ(x, t) = (1− iℏϵĤ)Ψ(x, t)

37V klasickej mechanike v lagrangeovskom a hamiltonovskom formalizme energia súvisí s generátorom posunutí
v èase, a tie sa reprezentujú deriváciami podµa èasu. Zákon zachovania energie súvisí práve so symetriou systémov
voèi posunutiam v èase.
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Hamiltoniánu sa preto hovorí generátor èasového vývoja, keï¾e je úmerný èasovej derivácii,
a táto diktuje prvý krok v Taylorovom rozvoji. Operátor takto súvisiaci s èasovým vývojom, s
predmetom, ktorý fyzika skúmala azda vo v¹etkých svojich etapách, bude ma» kµúèový význam,
a s ním samozrejme aj veci èo s ním súvisia, napríklad vlastné èísla a vlastné funkcie. Tieto
tvoria úplný systém a èasto sa volia ako báza. Okrem ich význaèného postavenia aj pre svoju jedno-
duchos». Vlastné èísla hamiltoniánu teraz budeme vola» sugestívne E namiesto λ. Ak je spektrum
diskrétne, bude aj rodina vlastných fukcií diskrétna, vtedy sa èasto oznaèujú aj spodným indexom.

Pre vlastné stavy hamiltoniánu Φ(r⃗, t) platí

iℏ ∂tΦ(r⃗, t) = ĤΦ(r⃗, t) = E Φ(r⃗, t) (65)

To sú vlastne dve rovnice

iℏ ∂tΦ(r⃗, t) = E Φ(r⃗, t)

Ĥ Φ(r⃗, t) = E Φ(r⃗, t)

Èasová závislos» jednotlivých vlastných stavov hamiltoniánu (samozrejme zmie¹ané stavy
na tom mô¾u by» inak, keï¾e kombinácia jednoduchých vecí mô¾e nabra» zlo¾itej¹í charakter)je
veµmi jednoduchá - exponenciálna funkcia exp (−iEt/ℏ). Vlastný stav hamiltoniánu Φ(r⃗, t) sa teda
dá napísa» ako súèin èasovej exponenty a funkcie priestoru ϕ(r⃗), ktorá je rie¹ením bezèasovej
Schrödingerovej rovnice

Ĥϕ(r⃗) = Eϕ(r⃗) (66)

Φ(r⃗, t) = Be−iE
ℏ tϕ(r⃗) (67)

B je kon¹tanta, vo v¹eobecnosti komplexná. Jej veµkos» súvisí s normovaním. Voµnos» prípadnej
fázy eiα súvisí s tým, ¾e stav je daný ako lúè, mno¾ina vlnových funkcií lí¹iacich sa len fázou.
Niekedy sa vynecháva prívlastok "bezèasová", treba si v¹ak uvedomi» ¾e sa jedná len o skratko-
vité vyjadrovanie. Podobne ako v klasickej mechanike, aj v kvantovej rie¹ime èasový vývoj stavu,
a podobne ako tam, je tento vývoj fundamentálne spätý s energiou. Bezèasová Schrödingerova
rovnica je medzikrok vo výpoète, a kým èasová platí pre v¹etky stavy ktoré mô¾u nasta» (aku-
rát pri zmie¹aných nemo¾no apriori oèakáva» takú jednoduchú èasovú závislos» ako pri èistých),
bezèasová platí len pre èisté, vlastné stavy hamiltoniánu. Bezèasová rovnica má v¹ak s èasovou
závislos»ou èistých stavov veµmi mnoho. Toti¾ rie¹ením bezèasovej Schrödingerovej rovnice do-
stávame konkrétne povolené hodnoty energie, ktoré potom dosádzame do exponenty popisujúcej
èasovú závislos» èistého stavu.

V¹eobecný, zmie¹aný stav Ψ(r⃗, t) sa potom dá napísa» ako lineárna kombinácia viace-
rých vlastných stavov hamiltoniánu Φ(r⃗, t). Ak je spektrum diskrétne, je diskrétna aj rodina
vlastných funkcií a treba sumova».

Ψ(r⃗, t) =
∑
n

cn Φn(r⃗, t) =
∑
n

cn e
−iEn

ℏ t ϕn(r⃗) (68)

V prípadoch, keï je spektrum hamiltoniánu spojité, treba namiesto sumy vzia» integrál.

Ψ(r⃗, t) =

�
E

dE C(E) ΦE(r⃗, t) =

�
E

dE C(E) e−iE
ℏ t ϕE(r⃗) (69)
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V takomto prípade hrajú spojito rozlo¾ené hodnoty váhy C(E) úlohu analogickú ako koe�cienty
cn z diskrétnej verzie.

Zhròme túto èas» prechodu od klasického ku kvantovému popisu:

Èasový vývoj systému klasicky:

d

dt

(
p
x

)
=

(
−∂xE
∂pE

)
Èasový vývoj systému kvantovo:

iℏ
∂

∂t
Ψ(r⃗, t) = ĤΨ(r⃗, t)

Teda takto sa rie¹i èasový vývoj stavov v kvantovej mechanike. Upozornime tu v¹ak, ¾e Sch-
rödingerova rovnica predpovedá èasový vývoj pre neru¹ený systém, a predpovedá ho urèito - s
dodaním poèiatoènej a okrajových podmienok máme jednoznaèné rie¹enie pre amplitúdu, a¾ na
mo¾nú komplexnú fázu. Akurát ¾e ak prevedieme na systéme meranie, Schrödingerova rovnica u¾
s ním prinesený kolaps vlnovej funkcie nepopisuje. Ale pre útekom nám e¹te zanechá pravdepo-
dobnosti pre výsledok. Ako sa deje kolaps je dos» nejasné na to, aby sme fyziku nepova¾ovali za
èo i len blízku hotovej.

5.8 Tóny z hlbiny

V¹etko vy¹¹ie napísané bolo zatiaµ formulované v¹eobecne, a pri takej prezentácii èasto hrozí, ¾e
sa zo zreteµa stratí, èo je vlastne známe, èo neznáme, a v akom poradí treba výpoèty prevádza».
Uká¾me si teda notoricky známy príklad kvantového systému, elektrónu v potenciálovej jame. Ako
to súvisí s hudbou by mohlo by» jasnej¹ie o chvíµu. Elektrón je, ako sme videli na dvoj¹trbinovom
experimente, akási entita javiaca vlnové a èasticové vlastnosti. Tendencia vyhµadáva» preferenène
oblasti s ni¾¹ou potenciálnou energiou platí aj v kvantovej mechanike38. Pod potenciálovou jamou
sa myslí oblas», kde je potenciál nízky (najjednoduch¹ie bude da» tam jeho nulovú hladinu) oproti
situácii v okolí. Ako ná¹ prvý príklad vezmime predpoklad, ¾e v okolí je potenciál dos» veµký na
to, aby sme ho efektívne mohli pova¾ova» za nekoneèný. Teda ¾e elektrón je naisto v ohranièenej
oblasti, kde je potenciál nulový.

Obr. 31: Jednorozmerná nekoneène hlboká potenciálová jama. Steny si treba predstavi» do neko-
neènej vý¹ky. Elektrón je viazaný na jednorozmernú úseèku, plo¹ný obrázok pou¾ívame, aby sme
naznaèili aj hodnoty funkcií na osi.

38Len okrajovo tu spomeòme, ¾e ani v klasickej ani kvantovej teórii nejde len o energetickú agendu, ale o akúsi rov-
nováhu medzi snahou minimalizova» energiu a maximalizova» entropiu. V tomto jednoduchom systéme si vystaèíme
s úvahou o energii.
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Pre hamiltonián máme

Ĥ = − ℏ2

2m

∂2

∂x2
+ U(x)

kde m je hmotnos» elektrónu a potenciálna energia je skokovitá funkcia

U(x) = 0 x ∈ (0, L)

U(x)→ ∞ x ∈ (−∞, 0⟩ ∪ ⟨L, ∞)

Efektívne je elektrón viazaný na úseèku. Ná¹ model je extrémne idealizovaný, z reálnych objektov
sa mu blí¾ia niektoré dlhé molekuly s elektrónmi slabo viazanými na konkrétne jadro, ale s pohy-
bom obmedzeným na molekulu.

Pre v¹etky mo¾né stavy elektrónu Ψ(x, t) má plati» Schrödingerova rovnica

iℏ∂tΨ(x, t) = ĤΨ(x, t)

Nájdime v¹ak bázu. Pre èisté stavy Φ(x, t), vlastné funkcie hamiltoniánu, má plati»

iℏ ∂tΦ(x, t) = Ĥ Φ(x, t) = E Φ(x, t)

teda postupne

Ĥ Φ(x, t) = E Φ(x, t)

iℏ ∂tΦ(x, t) = E Φ(x, t)

Èasová závislos» sa navrhne jednoducho

Φ(x, t) = e−iE
ℏ (t−t0)ϕ(x)

kde t0 závisí od poèiatoèných podmienok. Tu ho pre jednoduchos» vezmeme nulové. Nevieme e¹te,
aké En patrí do exponentu. To v¹ak získame dosadením do priestorovej èasti a jej dorie¹ením:

Ĥ
(
e−iE

ℏ tϕ(x)
)
= Ee−iE

ℏ tϕ(x)

(
− ℏ2

2m

∂2

∂x2
+ U(x)

)(
�
��e−iE

ℏ tϕ(x)
)
= E�

��e−iE
ℏ tϕ(x)(

− ℏ2

2m

∂2

∂x2
+ U(x)

)
ϕ(x) = Eϕ(x)

Teraz je èas uvá¾i» konkrétnu podobu potenciálu a interpretáciu vlnovej funkcie. Ak je poten-
ciál na intervaloch x ∈ (−∞, 0⟩ ∪ ⟨L, ∞) nekoneèný, elektrón tam naisto nebude. Amplitúda
pravdepodobnosti tam bude nulová v ka¾dom èase, teda jej priestorová èas» spåòa

ϕ(x) = 0 x ∈ (−∞, 0⟩ ∪ ⟨L, ∞)

Na zvy¹nom intervale x ∈ (0, L) je potenciál nulový, a bezèasová Schrödingerova rovnica pre
priestorovú èas» vlastných stavov je veµmi jednoduchá:

∂2

∂x2
ϕ(x) = −2mE

ℏ2
ϕ(x)
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s v¹eobecným rie¹ením

ϕ(x) = A cos

(√
2mE

ℏ2
x

)
+ B sin

(√
2mE

ℏ2
x

)

Pozrime, koµko nám tu ostalo neznámych parametrov: kon¹tanty A, B a vlastné èíslo E. Koµko
rovníc máme k dispozícii na ich nájdenie? Máme tu jednak normovaciu podmienku na amplitúdu
pravdepodbnosti (pravdepodobnos» nájs» elektrón na intervale (0, L) je rovná jednej), a dve okra-
jové podmienky pre nulovú hodnotu vlnovej funkcie Φ(x, t) na okrajoch povoleného intervalu v
ka¾dom èase (a to tu vie zabezpeèi» len jej priestorová èas» ϕ(x)).

Podmienka ϕ(0) = 0 nám zaká¾e kosínusovú èas»

0 = ϕ(0) → A = 0

a podmienka ϕ(L) = 0 nám obmedzí mo¾nosti na argument sínusu

0 = ϕ(L) = B sin

(√
2mE

ℏ2
L

)
→

√
2mE

ℏ2
L = nπ

pre nejaké celé èíslo n. Nula je zakázaná, lebo taká voµba by viedla k identicky nulovej amplitúde
pravdepodobnosti v celej jame, èo je v protiklade s predpokladom, ¾e tam nejaký elektrón naisto je.
Na¹u podmienku mo¾no splni» mnohými, av¹ak len veµmi ¹peciálnymi hodnotami energie, diskrétne
rozlo¾enými. Oznaème ich ako

En =
π2ℏ2

2mL2
n2

Im prislúchajúce vlastné stavy hamiltoniánu budú

Φn(x, t) = Bn sin

(√
2mEn

ℏ2
x

)
e−iEn

ℏ t

Pre jamu nejakej �xnej ¹írky máme povolené len tie hodnoty energie, ktoré sú úmerné prevráte-
nému ¹tvorcu tejto ¹írky. Najni¾¹ia je

E1 =
π2ℏ2

2mL2

Ostatné sú jej násobkami. Nie sú ekvidi¹tanèné; vy¹¹ie sú jej n2- násobkom, teda máme postupnos»

E1, 4E1, 9E1, 16E1, 25E1, ...

E¹te nájdime kon¹tanty Bn z normovacej podmienky. Akýkoµvek prípustný stav, èisté nevyníma-
júc, má spåòa» interpretáciu ako amplitúda pravdepodobnosti a z toho plynúce dôsledky. Kom-
plexný kvadrát preintegrovaný cez celý dostupný interval je rovný jednej, èo nám dá potrebnú
podmienku pre kon¹tantu Bn. Pri výpoète sa zíde skutoènos», ¾e√

2mEn

ℏ2
=
nπ

L
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1 = ⟨Φn|Φn⟩ =
� L

0

dxΦnΦ
†
n

=

� L

0

dxBnsin
(nπx
L

)
e−iEn

ℏ t B†
nsin

(nπx
L

)
e+iEn

ℏ t

= |Bn|2
� L

0

dx sin2
(nπx
L

)
= |Bn|2

L

2

Toto je obmedzemie na veµkos» Bn, nie na prípadanú komplexnú fázu eiα. V tomto prípade nor-
movacia kon¹tanta je pre v¹etky n rovnako veµká. Mô¾eme pre jednoduchos» voli»

Bn =

√
2

L

Teda sme dostali takéto vlastné stavy hamiltoniánu pre elektrón na úseèke, bázu na vyjadrenie
v¹etkých ostatných:

Φn(x, t) =

√
2

L
sin

(√
2mEn

ℏ2
x

)
e−iEn

ℏ (t−t0)

Obr. 32: Priestorová èas» amplitúd pravdepodobnosti pre prvé tri stavy s ostrou hodnotou energie

Obr. 33: Hustoty pravdepodobnosti pre prvé tri stavy s ostrou hodnotou energie

Èistý stav elektrónu na úseèke veµmi pripomína momentku klasickej struny chvejúcej sa v èistom
tóne. Aj v prípade elektrónu ide o momentku, lebo je znázornená len priestorová èas». Podobne
ako sa struna chveje s nejakou frekvenciou, jednou z povolených då¾kou struny, aj elektrónová am-
plitúda prekmitáva s frekvenciou En/ℏ, prièom táto tie¾ nadobúda len jednu z hodnôt povolených
rozmerom priestoru, na ktorý je viazaná.

5.9 Èíta» medzi rovnicami

Pozbierajme záverom nejaké úvahy, ktoré je µahko zabudnú» pri slepom poèítaní. Toto bola len
malá exkurzia do kvantovej mechaniky. Nepreskúmali sme problém merania, ani relativistické ro-
z¹írenia takého hraèkárskeho modelu ako bol prezentovaný a mnoho iného. Ale aj po málo krokoch
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sa dá robi» aspoò lokálne posúdenie vývoja.

O vlnovo èasticovom dualizme sa u¾ povedalo toµko, ¾e samotná notorickos» niekedy mô¾e budi»
dojem porozumenia. Bolo by omylom domnieva» sa, ¾e sa jedná o otázku týkajúcu sa a¾ kvan-
tovej fyziky. O vlnových aj èasticových (korpuskulárnych) vlastnostiach svetla sa sporili fyzici u¾
za Newtona, prièom obe stránky mali argumenty v prospech svojho názoru. ©peciálna relativita
tie¾ vykazuje veµmi silné èrty tohto dualizmu. To, ¾e vo význaèných - inerciálnych - vz»a¾ných
sústavách rýchlos» svetla nezávisí od pohybu jeho zdroja, poukazuje na vlnový chrakter svetla.
Rýchlos» ¹írenia vån na hladine jazera alebo zvukových vån vo vzduchu má takúto vlastnos». Rých-
los» signálu je daná parametrami prostredia, ktoré ho nesie. Na druhej strane, to, ¾e rýchlos» svetla
vnímajú ako izotropnú v¹etci inerciálni pozorovatelia, poukazuje na balistickú, èasticovú teóriu.
Ak èlovek na hladko sa pohybujúcom vlaku hodí od seba na dve opaèné strany (jednu v smere
pohybu vlaku, druhú proti smeru) dve loptièky rovnako veµkou silou, budú sa v sústave spojenej
s vlakom pohybova» rovnako veµkou rýchlos»ou. A ¹peciálna relativita túto vlastnos» pripisuje aj
svetlu. Teda èasticovo vlnová povaha svetla bola dávnou otázkou. Azda trochu nov¹ou bola èas-
ticovo vlnová povaha aj hmotných objektov ako elektróny. Nakoniec v¹ak mo¾no to bolo treba
oèakáva» - ak podµa relativity synchronizovanie hodiniek na rôznych miestach mô¾eme robi» buï
hmotnými objektmi (ako loptièky spomenuté vy¹¹ie) alebo svetelnými signálmi, poukazuje to na
podobné previazanie s èasopriestorom ako u svetla, tak u hmotných èastíc. Vlnovos» a èasticovos»
sú tie¾ v podstate pojmy nemysliteµné bez èasopriestoru, a teda nie je taký absurdný predpoklad,
¾e sa elektróny a svetlo budú podoba» aj v tomto.

Obr. 34: Èastica aj vlna sú len modely. Modely sú pou¾iteµné a¾ kým takými neprestanú by».

Je dobré ujasni» si v súvislosti s akými javmi sú u¾itoèné, a mo¾no ïalej pou¾íva» be¾ný jazyk,
hovoriaci o morských vlnách ako vlnách a malých kúskoch hmoty ako o èasticiach. Ale jedná sa len
o u¾itoèný efektívny model. Morské vlny sú plné èastíc, ktoré by pod drobnohµadom javili vlnové
vlastnosti na ïal¹ej úrovni. Slogany typu "podµa kvantovej mechaniky sa èastica mô¾e vyskytova»
na dvoch miestach naraz"sú, zjemnene povedané, trochu ne¹»astné. Ich "¹okujúcos»"je v tom, ¾e
pou¾ívajú pojem ("èastica") ako ho µudia majú za�xovaný z klasickej mechaniky, a predstavia
ho v situácii, ktorá je v tej klasickej mechanike nemysliteµná. Experimenty vedúce ku kvantovej
mechanike v¹ak nehovoria o tom, èo robí klasická èastica, ale ¾e klasická èastica neexistuje. Res-
pektíve ak hej, nie je to niè z toho, èo be¾ne oznaèujeme ako "èasticu". S vlnami je to podobne.
Ani svetlo nie je " elektromagnetické vlnenie "v klasickom zmysle.

Asociácia kvantovej mechaniky s neurèitos»ou mô¾e niekedy narobi» veµa ¹kody, ak sa nerozumie
poriadne. Podobne ako relativita netvrdí, ¾e v¹etko je relatívne (naopak), ani kvantová mecha-
nika netvrdí, ¾e v¹etko je viac èi menej neurèité (naopak). Neurèitos» ako taká nebola poprvýkrát
prinesená kvantovou mechanikou. Fourierova transformácia bola známa sto rokov pred òou, a
táto via¾e dve velièiny vz»ahom neurèitosti veµmi podobným tomu Heisenbergovmu. Zenove sta-
roveké úvahy o probléme existencie èi neexistencie pohybu v jednom okamihu (keï je poloha
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urèená presne) mo¾no chápa» v súvislosti so zmysluplnos»ou èi nezmysluplnos»ou pojmu okamih,
teda mo¾nosti spojitého delenia èasového intervalu na men¹ie donekoneèna - a tie¾ v súvislosti s
nekompatibilitou súèasného poznania hybnostia a polohy, teda "heisenbergovskou"neurèitos»ou.
Opä», pouèením kvantovej mechaniky je, ¾e niektoré pojmy (ako napríklad stav a hodnota kon-
krétnej velièiny) nemo¾no k sebe slepo priraïova». Neurèité mô¾u by» niektoré veci z tých, ktoré
sme za také nepova¾ovali. Ale sú veci, ktoré kvantová mechanika berie ako isté. Napríklad prav-
depodobnos» musí by» normovaná. Práve po¾iadavka tejto istoty (ktorá okrem iného naznaèuje,
¾e niektoré veci jednoducho nemiznú) vedie ku kvantovaniu energie v mnohých systémoch - po¾ia-
davka istoty, nie neurèitosti. Schrödingerova rovnica tie¾ nie je neistá v zmysle nedeterministická.
Stav systému sa podµa nej vyvíja veµmi jednoznaène. Zo stavu teraz rovnica povie stav neskôr.
Akurát ¾e ten stav má pravdepodobnostný charakter, prejavujúci sa v situácii, keï Schrödingerova
rovnica priebeh prestane popisova» - pri meraní. Netvárme sa v¹ak, ¾e determinizmus nedostal s
príchodom kvantovej mechaniky »a¾kú ranu. Problém merania, kolapsu vlnovej funkcie, je stále
e¹te otvorená vec (ako nakoniec mnoho vecí vo fyzike), ale nevyzerá pravdepodobné, ¾e by e¹te
bolo treba sa obáva» determinizmu v zmysle, akým bol niekedy prezentovaný.

Kvantová fyzika sa èasto tie¾ spomína v súvislosti s diskrétnymi, nespojitými spektrami. Nako-
niec má to aj v mene. Na jav kvantovania a absurdity kontinua v niektorých prípadoch v¹ak
nará¾ali µudia u¾ dávno. Bezzvy¹kové zreagovanie chemických látok, ak ich mno¾stvá boli v po-
mere vhodných celých èísel, bola nápoveda k atomárnej teórii, èo mo¾no pova¾ova» za kvantovanie
hmoty. Toto bolo na stole dávno pred dvadsiatymi rokmi dvadsiateho storoèia. Vý¹ky harmonic-
kých tónov na strune ako celoèíselné násobky základnej vý¹ky boli známe hádam tak dlho ako
strunové nástroje, èo mo¾no pova¾ova» za kvantovanie hudby. Prekvapenie kvantovej mechaniky
v¹ak bolo v tom, ¾e kvantované boli aj veci, o ktorých to málokto èakal.

Obr. 35: Hudbe pomáha kvantovanie jej krokov, na cestách je niekedy nevyhnutné. Priepas» sa
neprekoná na mnoho malých skokov.

Mo¾no aj úspech diferenciálneho poètu viedol µudí k mienke, ¾e "príroda nemá rada skoky". Nezdá
sa v¹ak, ¾e by k nim mala zrovna odpor. Pouèenie z kvantovej mechaniky okrem iného je, ¾e prie-
pasti mô¾u by» tam, kde si namý¹µame spojité prechody. Mo¾no ich je viac ako si myslíme, alebo
je to e¹te celé inak.
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