Po tokoch vektorovych poli, alebo vektorova analyza

S algebrou sa da urobit vela. Diferencialny pocet vSak priniesol tiez mnoho. Je uzitoéné vediet ho
aplikovat nielen na skalarne funkcie, ale aj na vSeobecnejsie objekty. Tento text si nekladie ako
prvotny ciel matematick(l aplnost. Ostavame tu s vysvetleniami na intuitivnej arovni. Po takom
osvojeni si pojmov je ¢itatel pozvany siahnut po rigoréznejsich pojednaniach, nez poskytuju tieto
poznamky.

Na zaciatok si ujasnime pojem pola. Pozndme uZ azda &sla, vektory, tenzory... a pozndme fun-
kcie, ktoré jednému objektu priradia nejaky dalsi. ZovSeobecnenim a spojenim tychto pojmov
prichddzame k pojmu skaldrnych, vektorovych, tenzorovych poli. Pole priraduje nejaky typ ob-
jektu kazdému bodu v priestore, na ktorom je definované.

Obycajné funkcia jednej premennej je v podstate skaldrne pole definované na islenej osi (alebo
jej Casti). Kazdému jej bodu priradi ¢islo (funkénd hodnotu). Funkcia dvoch premennych ndm na
rovine (x,y) definuje tiez skaldrne pole, lebo kazdému bodu z roviny (resp jej Casti spadajiacej do
defini¢ného oboru) priradi prave jedno &slo (Napr. f(x,y) = 2® — y? priradi bodu (1,2) ¢islo -3).
A tak dalej do vyS8ich rozmerov. Skaldrne pole je predpis priradzujuci kazdému bodu jedno ¢islo
- skalar. Teda funkcia definovand na nejakom priestore predstavuje skalarne pole.

Vektorové pole priradi kazdému bodu priestoru vektor. Napriklad pole Vs komponentami
(x,y?) priradi bodu (3,2) vektor s komponentami (3,4). Tenzorové pole (vektor a skaldr st
typmi tenzorov) priradi kazdému bodu tenzor atd.
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Obr. 1: Pole obilia Obr. 2: Pole vektorov

Skalarne pole vycislené v nejakom konkrétnom bode je ¢islo. Vektorové pole vycislené v nejakom
bode je vektor, tenzorové pole vycislené v nejakom bode je jednoducho tenzor, vsetko ako po-
zndme z elementarnej linedrnej algebry. Je velmi uzitoéné skiimat, ako sa tieto hodnoty z miesta
na miesto menia a ako prudko sa to deje. V pripade skaldrneho pola na 1 rozmernom priestore
sa jednd o obycajnil derivaciu, o vyuziti ktorej asi niet mnoho pochyb; zovSeobecnenie ma azda
podobni Sancu na uspech.

Dostavame sa tak do rise vektorovej analyzy.



Nabla

Vyzna¢ni tlohu vo vektorovej analyze v euklidovsko svete hrd nabla operator

- 0 0 0
V= <ax7ay7az7) (1)

= (8907811’ 8z)

Pozrime sa nan ako na "bazové operatorové vektorové pole”, kde na mieste bazovych vekto-
rov v smere jednotlivych osi, teda namiesto €, €,, €., mame 0,0y, 0,. Je to azda necakany krok
v tomto $tadiu, ale ospravedlneny jeho neskorSou uzito¢nostou. Urcité ndznaky motivacie vSak
mozno ponuknut uZ teraz:

e Bizovost: vyjadrenie cez derivacie voci stradniciam hovori o prepojeni s bazou, na ktora sa
tie suradnice vztahuju.

e Operatorovost: parcidlne derivacie zrejme budia posobit (operovat) na nie¢om (¢o zavisi od
niekolkych premennych).

e Vektorovost: znacenie sugestivne naznacuje, ze pocet zloziek zodpovedd rozmerom defini-
¢ného oboru objektov, na ktoré ma operatorové pole posobit. Vektor sice nie je vektorom len
svojim poctom zloZiek, ale toto dava nadej, ze sa o nejaky modZe jednat.
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e Polnost: parcidlne derivicie naznacuji moznost zmien ”z miesta na miesto

Ako s viaczlozkovou vecou sa s nabla operdtorom daja aspon formélne robit analogické opericie
ako pozname z algebry, teda vyzerd to, Ze sme na dobrej ceste k rozsireniu starych znamych
operacii ako ndsobenie skaldrom, skalarne ndsobenie (snad sa tieto uz tolko neplettl), vektorovy
sacin.

Upozornenie k zna¢eniu: v tejto kapitole niekedy volne zamiehame vyrazy vektorové pole a kompo-
nenty, ktorymi je reprezentované. Prisne vzaté, ak mame zvolené bazové vektory €, €y, €., potom
vektorové polia mozno pisat ako kombinécie tychto bazovych vektorov, pricom koeficienty kombi-
nécie sa z miesta na miesto mézu menit !

V= V¥ (x,y,2)e + VY(z,y,2)Ey + VZ(x,y,2)e.
Budeme si to skracovat na
‘7 = ( Vw(x) y7 Z)) Vy(.’l/" y’ Z)’ Vz<x7 y7 z) )

v duchu zasady, ze v didaktike je tizkostlivd ddslednost niekedy na $kodu zrozumitelnosti. Vek-
torové pole mé svoje komponenty jednoznaCne priradené, ak je zafixovand béaza, voc¢i ktorej tie
komponenty ma. Tu budeme predpokladat, Ze baza je dand a fixovana.

1O rovnakosti & nerovnakosti bazy samotnej na réznych miestach tu nemusi byt re¢, sme v euklidovskej geometrii
kde ignorovanie tejto otazky obvykle nepriniSa problémy, aj ked to azda byva viac vdaka $tastiu neZ rozumu.



Gradient

Jedna sa o analég jednoduchej operacie, ktortt vo vektorovej algebre pozndme ako nasobenie
vektora skalarom. Obvykle sa na vec pozerdme tak, ze kazda zlozku vektora vynasobime tym
istym cislom:

aV = (aV*,aV¥, aV?)

D4 sa to v8ak vyjadrit aj z druhej strany - Ze nasobime skaldr vektorom, teda v8etky zlozky nasho
vektora nechdme posobit na to isté ¢islo jednoduchym algebraickym nasobenim:

Va= (V*a, VVa, V*a)

Samozrejme je to to isté - ale takd formdlna zmena pohladu na pdsobenie na skaldr ma vyhodu
v tom, ze je potom lahSie operaciu zov8eobecnit na polia, osobitne na nase operatorové pole V,
ktorého kazd4 zlozka posobi na skaldrne pole (uz nie tradiénym nasobenim, ale ako moze):

> of of of

Vi=1| =, =—, = | =(0f, 0,f, 0 2
Dostadvame tak gradient funkcie, vektorové pole?, ktorého zlozky ndm hovoria, ako sa fun-
kcia meni v smere zodpovedajicej osi. Je to naozaj rozsirenie jednorozmerného pripadu, ked nam
oby¢ajna derivacia funkcie f(z) podla jedinej relevantnej premennej x hovorila, ako sa funkéné
hodnoty menia pozdlz osi z, aj ked v 1D nemalo vela zmyslu hovorif o smere.

Vo viacerych rozmeroch v f ma smer, ktorym treba postupovat pre najprudsSiu zmenu funkénych
hodnot. Jednd sa o vektorové pole v definicnom obore, teda pre funkciu 2 premennych je 2D, pre
funkciu troch premennych 3D...).

Gradient tzko savisi s pojmom vrstevnice, ujasnime si teda este aj ten. Vrstevnica je mno-
zina bodov na definicnom obore, na ktorych ma funkcia f konstantni hodnotu. Pre funkciu 2
premennych f(z,y) je to vo vSeobecnosti krivka v rovine z,y, sibor bodov viazanych podmien-
kou (x,y) : f(x,y) = c. Pre funkciu 3 premennych f(x,y, z) ide o plochu v priestore x, y, z, sibor
bodov viazanych podmienkou (z,y, z) : f(z,y,2) = c atd. Nazov vrstevnica pochidza z analdgie
s turistickymi mapami. Kedze je tazké znazornit nadmorska vysku, funkciu dvoch premennych,
na plochy papier, riesi sa vec tak, 7e sa zakreslia jej vrstevnice. Pozdl# vrstevnice sa funkéna
hodnota nemeni vobec. V smere kolmom na vrstevnicu, ¢o je prave smer gradientu,
sa meni najprudsie.

2Poznamka pre nadencov diferencislnej geometrie: Slovo vektor mé viac vyznamov. V istom kontexte je gradient
funkcie kovektor, prvok z dudlneho priestoru k objektom, ktoré sa tam nazyvaja vektory. AvSak priestor kovektorov
je tieZ vektorovy priestor (v zmysle linedrny), teda v tomto zmysle kovektor je vektor. Zlozky gradientu nemusia byt
vo vSeobecnosti iba parcidlne derivéicie ako st uvedené v texte, ale v euklidovskom pripade tomu tak je. NenadSenci
diferencidlnej geometrii po preéitani tejto pozndmky nepochybne modifikuja svoj pristup, otdzne len je, ktorym
smerom.
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Obr. 3: Graf funkcie f(x,y) = 2% + y?2, vrstevnice 22 + y? =konst. a gradient (2x,2y)

Rotéacia

Z formalneho hladiska ide o analég vektorového suéinu. Teda V = (9, 0Oy, 0.) bude posobit na

vektorové pole V= (V=, V¥ V*#) podobne ako pri vektorovom nasobeni ¢o sa tyka kombinécie
zloziek, ale samozrejme jednd sa o operatorové pdsobenie. Vysledkom je opif vektorové pole.

€x € €
VxV=18 8, &. 3)
ve vy vz
teda zlozky st

(0,VZ =0, V¥, 9,V*®—-9,V*, 0,VY—-09,V®)

Uz samotny fakt, Ze hovorime o vektorovom saéine, naznacuje, ze na rozdiel od divergencie a
gradientu, pri ktorych rozsirenie do iného poctu rozmerov znamend len pridanie dal$ich ¢lenov,
tu je velmi vyzna¢nd trojrozmernost. Teda V treba aplikovat na vektorové pole s troma zlozkami.
Ak mé len jednu alebo dve , daja sa doplnit dvoma alebo jednou nulou a mame o trojrozmernost
postarané, vo vySSom pocte rozmerov sa roticie treba zriect.

Rotécia vyjadruje mieru virivosti, cirkulaéného charakteru vektorového pola, a tiez zmy-
sel otdcania (proti smeru alebo v smere hodinovych rucifiek) a smer osi, okolo ktorej otdcanie
zistujeme. Ako takyto intuitivny popis stvisi s algoritmiom vypoctu zloZiek rotécie (3) si ukdzeme
onedlho.

Specidlny vyznam 3D

Ujasnime si v8ak este trochu pohlad na rotécie. Bezne sa o rotéacidch vyjadrujeme ako o otoce-
niach okolo nejakej osi, ale préave tak by sme mohli hovorit o otoceniach v rovine kolmej na tito
0s. Prave tak vSak len v 3D, kde ku kazdej osi jednoznaéne prislacha prave jedna rovina
na nu kolmd. Vo inych rozmeroch sa uz o otoceniach okolo 0si jednoznacne hovorit neda. V 1D je
tazko o rotacii vobec hovorit v zauzivanom zmysle, kedze tam je rotéciou zrkadlenie okolo nejakého
bodu, diskrétna, nespojita operacia (v zmysle nemoznosti pooto¢it objekt infinitezimalne malo).
V 2D ndm os ota¢ania ani nespadd do daného priestoru (vy¢nieva kolmo na uvaZzovany svet). V
4 a viac rozmeroch ku kazdej rovine otacania prislicha viac nezavislych kolmych osi. Jedine v 3D
plati, Ze mame prave tolko navzajom kolmych osi (tento pocet sa zhoduje s dimenziou priestoru)
ako rovin. Pocet nezavislych osi je pocet ”bazovych”translacii, pocet nezavislach rovin je pocet
"bazovych”rotécii. Tazko vobec odhadnit, aka hibku tento fakt v nasom svete mé 3. Kazdopadne

3Pre nadfencov Specialnej relativity: Okrem iného stvisi s tym , #e potom je polet boostov zhodny s podtom
rotacii a Struktira, ktord tak vznika, je pribohatd na poznamku pod Ciarou.



rotatnd a translacnd symetria sa objavuje napriec¢ fyzikou odkedy tato vobec vznikla, na velmi
oc¢ividnych aj velmi abstraktnych tGrovniach.

Este ujasnime, preco je vo vSeobecnosti velmi prirodzené chapat roticie ako operédciu v nejakej
rovine. Jednoducho to vidno v popise transformécie, ktora rotaciu sprevadza. Napr. pri operacii,
ktorej hovorime otocenie okolo osi z, sa nam mieSaji x-ové a y-ové sturadnice objektov, kym z-ova
sa len vezie.

cos ¢ — ysin ¢
cos ¢ + x sin ¢

1S3
Il
< 8

0.0.1 Miera cirkulacie

Vratme sa viak k rotacii ako miere cirkuldcie vektorového pola. Ze sa bude jednat o rotovanie v
nejakej ploche, je zrejmé z komentéara o vektorovom stcine. Kedze v nabla operdtore vystupuju
derivacie, bude sa zrejme jednat o nieco citlivé na infinitezimalnych vzdialenostiach - vhodné me-
raf virovost na velmi malej plogke. Co je velmi pozitivna vec, ked si ¢lovek uvedomi, ze kiisok
[ubovolnej hladkej plochy, ak je dostatoéne maly, mozno povazovat za kisok roviny. S plochymi
vecami sa dobre pocita. Takato ploska disponuje nejakou ohranic¢ujicou krivkou, a miera virivosti
pola bude vlatne mierou toho, nakolko sa priadnica pola owvija sihlasne s ohrani¢ujicou krivkou
(znamienko orientacie krivky je vecou konvencie). Miera takéhoto stthlasu toku pola a obiehania
dokola po krivke sa lahko ndjde pre vhodne zvolent krivku.

Ukézme si to na situécii, ked je plochou maly obdlznik s vrcholmi I, I1, I11, IV v rovine (x,y),
hrani¢nou krivkou c je §tvorica jeho stran dlzky dz, dy, kladny smer obiehania vezmeme proti smeru
hodinovych rudiéiek. Povedzme, Ze mame dané nejaké vektorové pole V so zlozkami V* (z,9),VY(z,y),
teda vektor v kazdom bode, teda aj v kazdom bode nasej obiehajtcej krivky.

V(C)

V(D) /
/

V(B)

dy

V(A)

dx

Obr. 4: Velkost rotécie je mierou cirkulacie pola

Ak je nés stvoruholnik dost maly a pole dost hladké (Ziadne divoké zmeny medzi susednymi
bodmi), potom pole mé v blizkych bodoch blizke hodnoty. Nedopustime sa privelkej chyby, ak
budeme predpokladat, 7e pozdlz jednej strany obdlznika mé vsade hodnotu ako v strede tejto



strany Teda vezmeme hodnoty pola Vv reprezentativnych bodoch - stredoch stran A,B,C.D”.
Priemet nasho pola do obiehanej krivky je vecou jednoduchého skaldrneho siiéinu a poscitavania
prispevkov zo vietkych 4 stran obdlznika. Ak si eSte uvedomime, ze stredy protilahlych stran
st od seba vzdialené len o infinitezimalne dz, dy, mame k dispozicii Taylorov rozvoj komponent
VE(z,y),VY(x,y). V dalsom piSeme skritene A namiesto (x4,y4) atd.

56 V.dF = V*(A)dax + VY(B)dy — V*(C)dz — VY(D)dy (4)
=V*(A)dz + VY(B)dy — V(A +dy)dx — VY(B — dz)dy
=V¥%z + V¥dy — (V¥dz + 0,V*¥dy dz) — (V¥dy — 0, VYdx dy)
= —0,V¥dydr + 0, VVdx dy
= (0,VY —0,V®)dx dy
= (V x V).dzdy

Ako vidime, vypocet cirkulovania v rovine x,y nam dal z-ova zlozku rotécie ako bola uvedend v
algoritme (3) prenasobent velkostou obiehanej plosky.

Pre plochy vii¢sie ako infinitezimélne plati velmi priamodciare zovseobecnenie v podobe Stokesovej
vety. (Velké ploska sa da podelit na malé, zdielajice svoje vntitorné hranice. Prispevky od tychto
zdielanych hranic sa v8ak vyrusia kvoli orientécii, a ostane len cirkuldcia po vonkajsej krivke.)

56 V.df://ﬁxﬁds (5)
c=0S S

Tu 05 znamend hranicu* plochy S, teda uzavreta krivku c.

Toto je integrélne chipanie rotacie: Integral z rotdcie pola cez nejakt plochu je cirku-
licia tohto pola pozdlZ hranice spominanej plochy, ¢o je uzavretd krivka. Specidlne teda
integral z rotdcie cez uzavreti plochu musi byt nulovy, kedZe taka plocha nemé hranicu.

0.0.2 Gradient necirkuluje

Ukézme si priklad pola W = (y, —, 0) s nenulovou rotaciou v kazdom bode a pola U= (22,2y,1),
ktoré mé vsade rotaciu nulovii. VS§imnime si, ze pole W nie je gradientom nijakej funkcie - neexis-
tuje takd, ktora by splhala ﬁf = W. To by znamenalo 0,f = y N 0,f = —=x, ¢o nie je mozné
stcasne splnif. Naproti tomu pole U je gradientom funkcie 22 + y? + z. Nie je to len nahoda.
Rotécia gradientu je identicky nulové:

Ouf Oyf O-f

pretoze parcidlne derivacie komutuja
VX V[ =(0,0.f = 0:0,f) + (0.0, f = 0:0.f) + &.(0:0,f = 0,00f) =0

V niektorych pripadoch je to vcelku nazorné. Predstavme si potok na horach - stekd ako moze
dole, v linii gradientu (prisne vzaté s opacnou orientaciou), teda kolmo na vrstevnice. Nebude nds
vodit v kruhu.

4Znatenie pripominajice deriviciu ma svoju motiviciu v teérii diferencidlnych foriem, kde jeho pouzitie vyzers
omnoho prirodzenejsie ako tu.



Obr. 6: Gradientové pole
U= (2x,2y,1)
VvV xU =(0,0,0)

Obr. 7: Kolmo na vrstevnice sa neto¢ime dokola. Nielen kvoli smidu sa strateni patnici drzia
potoka.

Divergencia

Vypoctovo ide o analég skalarneho sii¢inu operédtora V s komponentami 9, 0y, 0, a vektorového
pola V' s komponentami (ktoré st vo vSeobecnosti funkciami v8etkych premennych) V* V¥V V=,
Ako sa patri na skaldrny sicin, vysledkom je skaldrne pole.

V.V =8,V +8,VY+8.V* (7)

Zovseobecnenie do iného poctu rozmerov spociva len v ocividnej iprave poc¢tu ¢lenov séitanych v
(7). Pozrime v8ak, ¢o tento vyraz intuitivne predstavuje, aké je interpretdcia. Divergencia vek-
torového pola je "lokdlny” pojem, vdaka zastipeniu derivécii je citlivd na zlozky vektorového pola
v danom bode a jeho infinitezimalnom okoli. Predstavuje zdrojovost pola v danom bode.

Vektorové pole vytvéra akysi tok. Pokial do nejakej oblasti vymedzenej nejakou hranicou - napri-
klad trojrozmerného objemu ohrani¢eného uzavretou plochou - pritekd dnu prave tolko ¢o odteka
von, potom dand oblast je len tranzitna - ni¢ tam nepribada, ni¢ sa nestraca. Divergencia by
tam mala byt nulova. Prikladom je pole rychlosti nestlac¢itelnej kvapaliny alebo magnetické pole,



ktorého silo¢iary predstavuju uzavreté krivky bez zdrojov a prepadlisk. Pokial do nejakej oblasti
viac priteka ako odteka, predstavuje tato oblast prepadlisko a divergencia by tam mala byt zi-
pornd. Prikladom je tok elektrického pola cez uzavreta plochu okolo zadporného elektrického nédboja
- silo¢iary ida v8etky dnu. Pokial je bilancia opacné, z oblasti viac vychadza ako do nej vchadza,
je oblast zdrojova a divergencia je tam kladna. Prikladom je elektrické pole tectce cez uzavreti

plochu okolo kladného néboja - vietky silo¢iary idd von®.
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Obr. 8: pole budené zdpornym nabojom Obr. 9: pole budené kladnym nibojom
v pociatku Obr.: o

0.0.3 Miera zdrojovosti

Ako stvisi tok cez hranicu nejakej oblasti s divergenciou pocitanou ako (7)? UkdZme si to na
priklade jednoduchej oblasti v tvare kvadra, ktorej plast bude predstavovat hranicu. Kviader mé
jeden z vrcholov v pociatku stradnej ststavy a hrany rovnobezné s osami.

Oznacme si stredy stran nasledovne:

N je stred strany v rovine xz, M je stred protilahlej strany, vzdialenej o dy.
L je stred strany v rovine xy, K je stred protilahlej strany, vzdialenej o dz.
J je stred strany v rovine yz, I je stred protilahlej strany, vzdialenej o dz.
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Obr. 10: Tok pola V cez uzavreti plochu ohranic¢ujicu maly objem

Nechajme cez kvader pretekat nejaké vektorové pole s komponentami V*, V¥ V# (vSetky moézu

5Samozrejme orientécia silo¢iar dnu & von pre zdporny & kladny niboj je vec konvencie, akurat musia byt tieto
volby opa&né.



zévisiet od z,y, z, obréazok je len ilustracny). Pokial je kvader velmi maly, mozeme priblizne pred-
pokladat, Ze pole na ktoromkolvek mieste danej steny sa velmi neodliuje od hodnoty, ktortt ma v
strede tej steny. Tok pola nejakou plochou pocitame ako skaldrny sicin tohto pola a vektora pri-
radeného danému elementu plochy (je to vektor rovnobezny s normélou na plochu, velky ako dana
plocha, a orientovany konvenéne ”smerom von”z uzavretého objemu). Tok cez celti uzavrett
plochu je potom jednoducho plosny integral cez nu. V naSom pripade, s uvazenim, ze steny
kvadra maja velmi jednoduché normély (vZdy v smere osi komplementarnej k rovine s ktorou s
rovnobezné) a velkost (napriklad dx dz) atd., a Ze protilahlé steny st od seba vzdialené bud o dx,
alebo dy, alebo dz, a teda Ze je mozné urobit Taylorov rozvoj komponent pola v bodoch takto
blizko pri sebe, mame:

# V.dS = [-VY(N) + VY(M)|dx dz + [-V*(L) + V*(K)|dz dy + =V (J) + V*(D)]dydz  (8)
S

=[-VY(N)+ VY(N +dy)|dedz + [-V*(L) + V(L + dz)]dx dy
+ [-VE(J) + VE(J + dx)]dy dz

= 0,VYdydrdz + 0,V*dzdx dy + 0,V dx dy dz

= (0, V*+90,VY 4+ 0,V*)dx dydz

=V.Vav
Uvaha v (8) sa d& zovieobecnit aj pre vicsie a zlozitejSie oblasti, lebo tie sa daji nasekat na
menSie, podobné nd§mu malému kvadriku. Tok cez zdielané vnttorné hranice sa vyrusi (¢o ide z
kvadrika von, ide do susedného dnu) a ostane len tok cez vonkajsi obal. Potom dostédvame stvis

divergencie pola preintegrovanej cez objem a toku cez plochu ohranidujiicu tento
objem, v podobe Gaussovej vety:

# ﬁ.dﬁ:// vV.Vdv (9)
S=0v |4

kde Oy oznacuje hranicu® objemu V, teda uzavrett plochu S.

Toto je integralne chipanie divergencie: Interal divergencie pola cez nejaky objem je cel-
kovy tok pola hranicou tohto objemu (&o je uzavreta plocha).
0.0.4 Cirkulacia bez zdrojov

Spomenme eSte zaujimavy pripad poli s identicky nulovou divergenciou. St to polia, ktoré st samy
rotaciami nejakych poli.

V.V X 0) = 0,(8,V* — 0. VY) 4+ 0,(8.V® — 0,V?) + 8.(0,VY —8,V*) =0

Intuitivne pochopenie faktu, ze divergencia rotacie je identicky nulové, je azda lahSie v integrélnej
verzii.Potrebujeme Gaussovu vetu (9), Stokesovu vetu (5) a fakt,ze uzavreta plocha nema hranicu:

Objemovy integrél z divergencie pola V.E nam hovori, aky je tok pola R hranicou objemu, teda
uzavretou plochou. Ale ak R =V x U potom ten plos$ny integral je mierou cirkulécie pola U po
hranici tejto plochy. Uzavretd plocha vSak nemd hranicu (hranica hranice je nula).

// V.(V x U)dV = # (V x U).dS = U.di =0
S=dv c=05=00y

Vyskusajme si komkrétny priklad: U= (—xz,—yz, z): toto m4 divergenciu nenulovi vSade okrem
bodov rovin z = £0,5. Jeho roticia R = V x U so zlozkami (y, —x,0), ma vSade divergenciu
nulovt.

6Podobnost s deriviciou v symbole hranice je ospravedlnen tedriou diferencislnych foriem.



Velmi jednoduché vizualizicia faktu, Ze divergencia rotacie je nulovd, je zalozena na predstave
jednoduchého viru v rovine, vektora rotacie kolmého na nu a uzavretej plochy obopinajtcej vir.

Vektor rotacie
Vektor rotéacie
L}
L]
' .
¥ Uzavreta plocha
L]
L}
L]
L]
L}
[ T Vir v rovine
LT ¥ T e—
Vir v rovine e g N
{ 1
. ]
L] S~ - M e -
. T e e -r----"

Obr. 13: Vir v rovine. Rotécia je vektor kolmy na tato rovinu. Pri jeho vizualizacii nezabudnime
znazornit os otacania na obe strany roviny, v ktorej je vir - vynechat jednu je obdobou vyne-
chania polovice slucky. Potom akédkolvek uzavretd plocha obsahujiica nas vir je vektorom rotéacie
prepichnutd rovnako dnu ako aj von. Inymi slovami, kolko rotacie ide dnu, tolko ide von, teda
divergencia rotéacie je nulova.
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Laplacian

Tento operator sa vyskytuje v matematickej fyzike tak casto, ze dostal meno. MdzZe operovat na
skalarnych aj vektorovych ¢ vyssich tenzorovych poliach (jednoducho po zlozkach, teda laplacidn
skaldrneho/vektorového pola je skaldrne/vektorové pole). Pri pdsobeni na skaldrne pole f sa z
hladiska vypoctovych algoritmov jedné o divergenciu gradientu, teda sumu druhych parcidlnych
derivécii (bez miesanych)

Af=VNf=(02+2+02)f

Uz zastipenie druhych derivacii z neho robi prominentny operator vo fyzike, kde maji druhé
derivécie zastupenie dost bohaté na to, aby ¢loveku trochu zovsedneli a hrozi, Ze sa prestane pytat
¢o im dava taky vyznam. Je eSte stale otézne, ¢i sme to uz naplno pochopili.

0.0.5 Stredni krivost alebo miera nerovnomernosti

Intuitivny vyznam laplacidnu mozeme vyjadrit nasledovne: A f v nejakom bode je timerné rozdielu
funkénej hodnoty v danom bode od priemeru funkénych hodndt v susednych bodoch. Ide teda o
mieru odchylky od lokdlneho priemeru (stredni krivost). UkdZeme si to v 1 rozmere, kde je
laplacian jednoducho druhé derivicia. ZovSeobecnenie na viac rozmerov je len otizka viacerych
¢lenov a parcidlnych derivécii namiesto obyc¢ajnych.

d2f f(w+€2—f(3f) _ f(ﬂf)—f(x—ﬁ)

prei c (10)

@+ fa - ~2f(@)

e—0 €

2 (f(wﬂ);f(wd f@))

b2

Funkcie, ktoré maji v nejakom bode nulovy laplacidn, maji v blizkom okoli takého bodu ”v
priemere vyrovnany”graf, pretoze funkcia tam musi mat rovnomerne rozlozené hodnoty - o kolko
na jednu stranu menej, o tolko na druh stranu viac (§pecidlny pripad: na oboch strandch rovnako).
V 1 rozmere to moze splnit len funkcia, ktorej grafom je priamka alebo jej ¢ast. V 2 a viacerych
rozmeroch je uz situacia pestrejsia.

Vo viacerych rozmeroch uz nulovost laplacidnu méze nastat aj u funkcii, ktorych grafy nie
st rovné ako rovina (tieto samozrejme laplacidn nulovy maja), ale st v ”priemere vyrovnané”.
Funkcie splhajice Af = 0 sa volaju harmonické funkcie.

0.0.6 Vlastné funkcie

Harmonické funkcie st vlastne osobitym pripadom vlastnych funkcii laplacianu, na ktoré lap-
lacidn posobi velmi jednoducho - preskaluje ich prislusnou vlastnou hodnotou A, teda

Af =\f (11)
Vlastné funkcie laplacidnu maji ”strednii krivost”, mieru toho, ako sa rozloZenie fun-
kénych hodnét 1isi od ” priemerne rovnomerného”, timernii svojej vlastnej hodnote.
Harmonické funkcie, zodpovedajice nulovej vlastnej hodnote, teda sii maja funkéné

hodnoty ”v priemere rovnomerne rozloZené ”vsade.

Napriklad funkcie sinus alebo kosinus, vlastné funkcie druhej derivécie (laplacidnu v 1D), st v
takomto zmysle najviac zakrivené vo svojich minimach a maximéch.
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Obr. 14: Funk¢énd hodnota v bode je Obr. 15: Funkéna hodnota v bode sa
priemerom hodnét v susednych bo- lisi od priemeru hodnét v susednych bo-

doch, teda % = doch, teda 3275 #0

Obr. 16: Obe funkcie majia funkéné hodnoty rozlozené rovnomerne v zmysle nulového laplacianu.

Asin(vz) = —A'sin(vAz)

Obr. 17: Odchylka funkénych hodnot od priemeru susedov je pre funkciu sin (v/Az) priamo timernd
funk¢nej hodnote v danom bode, s konstantou imernosti —\2.

KedZe laplacidn sa vyskytuje v mnohych linedrnych rovniciach popisujucich dolezité javy (vedenie
tepla, tepelnd rovnovaha, $irenie vin...), maja jeho vlastné funkcie osobitny vyznam. Osobitne
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preto, ze Casto tvoria pre dany problém tzv. Uplny systém, co zhruba znamend, ze vSetky rele-
vantné funkcie (osobitne hladané rieSenia rovnice) sa daji napisat ako ich linedrne kombindcie.
Znama Fourierova trasformacia je prikladom systematického vyuzivania vlastnych funkcii lap-
lacidnu v kartézskych stradniciach, na pravouhlych doménach. Niektoré Specidlne funkcie (napr.
Besselove) stvisia s problémom vlastnych hodnot laplacidnu v cylindrickych ¢i sférickych strad-
niciach (nemusia byt priamo jeho vlastnymi funkciami). KedZe vyjadrenie laplacidnu v inych ako
kartézskych stradniciach vyzera relativne zlozito, je namieste otazka, preco vébec nejakt rovnicu
pisat v inych stradniciach a rozkladat veci do zlozitejsich funkcii namiesto fourierovskych sinusov
a kosinusov. Odpoved je jednoduché - laplacian nie je jediné vec ¢o, sa v rovniciach vyskytuje, plus
eSte je tu tvar domény a okrajové podmienky, ktoré maji na tvar rieSenia porovnatelny dopad ako
rovnica samotna. Ak iné prvky v rovnici alebo okrajové podmienky vykazuju int ako transla¢ni
symetriu (tato vold po kartézskych stradniciach), byva ¢asto vyhodné volit stradnice, ktoré ju
reSpektuji. Osobitne je to vyhodné pre sféricky alebo cylindricky symetrické situacie, kedze tie
vykazuje aj laplacian, a teda prislusna zadmena stradnic jeho kvality reSpektuje tiez.

0.0.7 Symetrie laplacianu

Pod symetriou rozumieme nasledovné: Je to invariantnost voci nejakej transformacii. Tu budeme
spominat dvojrozmerny priestor, samozrejme vec sa dé zovSeobecnit. Teda urobime transforméciu
premennych
z,y — 2(z,y), 5z, y)

a mame nové vinovkové premenné vyjadrené pomocou starych bezvinovkovych. Podla situdcie
si niekedy potrebujeme eSte explicitne vyjadrit aj inverzni transforméciu, teda staré premenné
pomocou novych, x(Z,9),y(Z, 7). Potom prepiSeme nas skiimany objekt (operdtor, rovnicu atd)
do novych stradnic. Ak sa tym nezmeni jeho tvar (okrem pridania vlnoviek na symboly), je ten
objekt vo¢i danej transformaécii invariantny.

Ukazme si to na translacii zodpovedajicej posunutiu o konStantné (a,b): to je operacia, ktord
nam prevedie z,y — Z(x,y), §(z, y) nasledovne:

F(r,y)=x+a

glz,y) =y+b

Keby sme na nie¢o potrebovali (v tomto pripade nebude treba) inverzni transforméciu (vyjadrenie
starych stradnic pomocou novych), je

IS}
<

a(

)=Z—a

b

Nabla operator je voci translaciam invariantny, lebo

9 059 050 _Oz+ta)d Ay+bd _ 9

Oz 0x0z 0z 9y or 0% or 0y 0%
0 _989 050 _Odrzta)d Oy+b)d _ 0
oy Oyoxr Oyoy dy 0T oy 0y  0f

Teda nabla operator si v novych, posunutych stradniciach zachoval tvar ako predtym

9 9
07’ 0y

Laplacidn potom samozrejme tiez zachova formu, je tiez translacne invariantny, alebo symetricky
voci traslacidm:

0? 0?
— + =
012 = 02
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Podobne moZno ukazat, aj ked s trochu vicsou spotrebou Casu a papiera, ze laplacidn si zachova
formu pri pootoceni stiradnic. V troch rozmeroch je invariantny voéi translacidm podlz vietkych
osi a rotacidm vo vSetkych stradnych rovinch (a voci ich kombindciam).

Symetrie laplacidnu vyjadruji velmi hlboké fakty o geometrii daného priestoru. To,
7e v euklidovskom priestore je symetricky vzhladom na translacie a rotacie, suvisi s tym, ze uhly
a dlzky, ako sti definované v euklidovskej geometrii, st invariantné voéi takymto transformaciam.
Intuitivne to mozno ocakavat na zaklade interpretacie laplacidnu funkcie ako miery odchylky fun-
kénej hodnoty v danom bode od priemeru hodnot u susedov. Myslia sa samozrejme vsetci rovnako
vzdialeni susedia. A pojem ”rovnako vzdialeni” vyZaduje mat jasno v tom, ako sa v danom priestore
pocitaju vzdialenosti - teda o geometrii toho priestoru.
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