Optimalizacia
Vitazna stratégia zavisi od ciela hry

Uvazujme nasledujici scenér: Detektiv sleduje cestujiiceho, o ktorom vie, Ze ide z mesta A do mesta
B. Na vyber ma mnozstvo spojnic medzi mestami. Detektiv sa snazi zistit kIa¢ k rozhodovaniu
cestujiiceho. Existuje niefo, ¢o sa doty¢ny snazi svojimi volbami optimalizovat? Sledovany ¢lo-
vek najprv voli ¢ast najpriamejSej spojnice medzi A, B. Detektiv vezme ako predbeznii hypotézu,
7e sa snaZi minimalizovat prejdent drahu alebo ¢as trvania cesty. Na tsekoch, ktoré minimalizuji
aj Cas aj prejdend drahu, detektiv nevie rozhodnuft, ktoré krirérium vyberu je vyssie. KIti¢ové
s1i situdcie, ked rozne priority vedi k ré6znym vyberom. Pokial vopred nevieme, aké rozne
priority mozu byt v hre, méze byt vaznym problémom vobec zistit, ktoré situicie si véimat a kedy
sme uz s kontrolou hotovi.

Po chvili sa cestujici odkloni od priamej spojnice medzi mestami A, B a ide oklukou, a az od
istého bodu sa pohybuje opit priamo k B. Okluku robil v oblasti, kde sa na priamej linii medzi A
a B nachddza akasi obec. Detektiv vie, Ze v obci je nutnd znizend rychlost, a najnovsie aj dopravné
obmedzenia pre akési podujatie, ktoré sa tam kond. KedZze cestovatelova obchadzka Setrila ¢as na
ukor Setrenia drahy, detektiv ustdi, Ze azda sa jednd prioritne o mininalizovanie ¢asu. Na zdklade
tohoto predpokladu sa detektiv mdze pokusit predpovedat, ako si bude sledovany muZ cestu volit
dalej, a overit svoju tedriu na zdklade dalSieho pozorovania.

Moze sa vsak stat, ze predpovede budia detektivovi potvrdzovat jeho aktudlnu tedriu aj napriek
tomu, Ze eSte neuhddol najvSeobecnejsi, najvyssi princip vyberu - iba zatial nenarazil na situdciu,
v ktorej by tento princip nariadoval iné volby, neZ aké by boli urobené aj na zdklade minimalizacie
Casu.

Napriklad na dalsom tseku ide nas cestujici polnymi nespevnenymi komunikdciami namiesto
krajskej cesty. Minimalizdcie vzdialenosti ani ¢asu by k tejto volbe neviedli, lebo krajska cesta
umoziuje v oboch ohladoch efektivnejsiu volbu.

Nakoniec sa moze ukazat, ze cestujuci sa usiloval minimalizovat pocet stretnuti s policajnymi
hliadkami - na zaciatku iSiel ¢o najpriamejsie, lebo na tom tseku to zdroven Setrilo ¢as straveny na
cestach a pravdepodobnost Ze nejaka hliadku stretne; obci sa vyhol, aby jednak zniZil tato pravd-
podobnost stretnutia spojend so samotnym zotrvdvanim vonku a jednak preto, Ze pocet hliadok
tam bol vySsi pre podujatie, ¢o sa tam chystalo (a ktoré detektiv interpretoval ako potvrdenie
svojej hypotézy o minimalizacii ¢asu). Na poslednom tseku Siel sledovany muZ polnymi cestami
celkom bez policajnych hliadok, lebo také cesty boli konec¢ne k dispozicii. Okolo jeho Startovacieho
mesta neboli, preto tam detektiv ani nemal moznost brat do ivahy moznosti s nimi spojené.

Vsimnime si, Ze detektiv sa musel zaoberat komplexnym pohladom na situdciu, aby prisiel k
spravnemu zaveru. Bolo potrebné spravne interpretovat, aka rolu hrala absencia polnych ciest
blizko mesta A a ich vyskyt okolo mesta B, znizend povolena rychlost a zvySena ostraha v obciach
medzi mestami, atd. Tym sa dostdvame k velmi dolezitému pojmu - k vizbam, obmedzeniam a s
tym suvisiacej optimalizacii v ramci moZnosti. Nespravne interpretované pozorovania sa mozu
stat zdrojom vicsich zmitkov, nez aké by nastali bez danych pozorovani, ale to je samozrejme len
upozornenie, nie argument pre ukoncenie pozorovani a pokusov o ich interpretacie.



Obr. 1: Preco prave tieto cesty? Akt ma agendu?

Aj vo vede robime detektivne tvahy. Sledujeme kroky, ktoymi sa systém dostal z A do B, vy-
kreslujtc krivku v abstraktnom ¢ ”konkrétnom”priestore (zavisiac od toho ¢ A,B predstavuju
stav, konfiguréciu,...). Pytame sa, ¢i existuju aj v prirode vedtce principy v zmysle, Ze lokalne
kroky si volené tak, Ze nieCo bolo globélne (v ramci celého deja) extremalizované. Opit v ramci
moznosti, so zohladnenim vizieb. V zavislosti od vizieb mozu dva systémy s rovnakou agendou
vyzerat velmi rozne.

Obr. 2: V islandskych vodopadoch aj delte Okavanga mé voda tendenciu ist smerom k niz$iemu
gravitaénému potencidlu. Rozdielne vizby maji za nasledok velmi rozne prejavy sledovania tej
istej agendy.

V mechanike sme zvyknuti mat stav telesa zadany polohou x a hybnostou p, a stav o maly ¢asovy
interval neskor bude dany tym aktudlnym a pravidlami hry (pohybovymi rovnicami) diktujtcimi
nasledujuci krok. Poznat tieto je podobné detektivovej znalosti velmi lokdlnych, kratkodobych roz-
hodnuti sledovaného cloveka.

Ak mame dany stav - bod vo fazovom priestore, Hamiltonove rovnice ndm hovoria, ako vyzera
prva derivacia, teda prvy krok z daného miesta, resp. prvy ¢len v taylorovskom rozvoji, v zavislosti
od energie.

__OE
x——ap
. OE
p__é‘:c

Potom sme v novom stave, (v novom bode fazového priestoru),a mdZzeme vyhodnotit Hamiltonove



rovnice pre tento stav, teda ziskat intrukcie pre dalsi krok atd. Takto sa iterdciami dostavame
do dalsich a dalsich stavov, aj takych, ktoré boli neinfitezimalne daleko od podiato¢ného stavu.
D4 sa potom skiimat celd mnozina prejdenych stavov z globdlneho pohladu. Je to krivka vo
fdzovom priestore parametrizovana ¢asom - kazdy bod predstavuje stav systému v danom case.
Cim je také vykreslend krivka - ako celok - vyznaénd medzi vietkymi ostatnymi ktoré predstavuji
nezrealizované postupy priestorom stavov? Vieme matematicky sformulovat tito vyznacnost?

Priestor stavov systému

Obr. 3: PodTla ¢oho si systém vyberie cestu zo stavu A do stavu B?

VéazZenie ciest

Ako velmi uzitoény nastroj sa tu ukazuje pojem tzv. funkcionalu. Umoziuje priradif ¢isla ob-
jektom ako su napriklad parametrizované krivky vo fazovom prietore.

Teda funkciondl je akdsi funkcia na funkcidch, predpis priradujici celej funkcii jedno ¢islo. Ka-
zdej moznej krivke spajajicej dva fixné body vo fazovom priestore priradime pomocou vhodného
fukciondlu ¢iselnit hodnotu, a potom mdZeme hladat krivku, ktorej bola priradend extremélna -
minimum ¢ maximum. Existuje mnoZstvo funkciondlov definovanych na mnozine kriviek, a pre
rozne funkcionaly méame rozne krivky ako extremaélne, vyznacné. Fyzik v8ak mé& kritérium na vy-
ber spravneho funkciondlu - méa to byt ten, podla ktorého je extremdlna krivka prave t4, ktora sa
realizovala. Teda vlastne sa snazime pomocou funkcionalu a jeho extremalizdcie matematicky
reprezentovat vyberové kritérium prirody, aspoii na nejakej Grovni.

Zd& sa, ze pre mnohé deje v prirode sa nejaky taky princip da néjst. Funkciondl priradujici
krivkdm v priestore stavov (teda vlastne éasovym vyvojom stavov) ¢islo volame aéinok. Vo
fyzike je sa vyskytuje v klasickej aj kvantovej mechanike, v $pecialnej aj vSeobecnej relativite. Sa-
mozrejme, to, ze nam predpovede urobené na zaklade extremalizacie nejakého Gc¢inku vychadzaja,
eSte neznamena, ze sme ten ucinok uhadli spravne. Mozno sme prisli len na kritérium, ktoré sa s
tym ozajstnym zhoduje v situdcidch, na ktoré sme zatial narazili. Vo fyzike sa tedrie nedokazuji,
len sa porovnavaji s pozorovanim a ich kredibilita stipa, ak s nim sthlasia. Je potrebné robit
dalgie pozorovania v rozliénych situdciach a ak sa v niektorej nds uc¢inok ukaze ako nepostacujtce
kritérium (systém sa nesprava tak aby ho extremalizoval), pokGSame sa néjst vySsi princip nez
ten, ¢o prave zlyhal.

Prikladom je sledovanie svetelnych licov v klasickej geometrickej optike. V rovnorodom prostredi
mozno prideme k hypotéze, Ze 10¢ si vybera cestu tak, aby minimalizoval prejdent drdhu. Alebo
¢as - tu to vedie k rovnakej stratégii. Potom v8ak vyskiSame Sirenie v aspon dvoch prostrediach,
v ktorych sa svetlo 8iri s roznou rychlostou, a zistime, Ze Setrenie geometrickej drahy nevyzerd
byt najvyS$8ia priorita, Setrenie ¢asu je uprednostnené. Podobne ako detektiv z podobenstva na



zadiatku, nemoZzeme eSte prehldsit, Ze uz o systéme vieme vietko!.

29
1

Obr. 4: Vo vode sa signél §iri pomal§ie. Pre Setrenie ¢asu sa oplati "nadbehnit”si ¢ast vzdialenosti

na vzduchu, aj za cenu predizenia geometrickej drahy.

Silné postavenie, ktoré ma céinok vo fyzike, je naznacené jednak tym, ze sa vyskytuje v tolkych
fyzikdlnych modeloch, ale aj v tom Ze jeho fyzikalnou jednotkou je J.s, jednotka v akej je aj
Planckova konstanta. Pripomeiime tu, Ze tato je jednou z fundamentalnych konstant v prirode,
ktorej hodnotu zatial nevieme z ni¢oho odvodit (len namerat). Je spojend s mnohymi javmi v
prirode. Veli¢iny merané v jednotkach ako ona mozu mat vyznam hlbsi ako tie, ktoré sme zaradili
v rdmci SI ststavy ako ”zékladné” (lebo pre bytosti s nasimi rozmermi, zmyslami a spésobom vy-
jadrovania sa tak javili). TAto myslienka je minimalne podporend velkym vyznamom momentu
hybnosti napriec¢ fyzikou, ktory je tiez merany v spomenutych jednotkich. Pre ludi pouZzivajicich
mechaniku predovsetkym na technické vypocty je to azda jedna z mnohych odvodenych velic¢in,
ale ak si uvedomime, ze kvantovy spin Castic s celym jeho dopadom na spravanie hmoty je tiez
druhom momentu hybnosti, jeho osobitné postavenie zac¢ina byt vyraznejsie, ak aj nie jasnejsie.

Optimalizaciou funkciondlov (hladanim extrémov pre ne) sa v matematike zaoberd variaény
pocet. Proces varirovania funkciondlu, teda hladanie funkcii (alebo ich grafov - kriviek) ktoré
ho extremalizuji, sa trochu podobd hladaniu extrému funkcie, teda hlfadaniu bodov v ktorych je
extremdlna. UzZito¢nost derivacie tazko popriet - okrem iného ako néstroja umoznujiceho hladat
extrémy. Na zdklade toho mozno aspon trochu odhadnit vyznam funkciondlu a hladania jeho ex-
trémov, ked¥e sa vlastne jedna o spdsob, ako celej funkcii priradit é&islo - aktsi vahu a na jeho
zéklade urobif ”hierarchiu”medzi funkciami, a najst tie, ktoré s v rdmci nej najvyznacénejsie. Su
to velmi silné ndstroje nielen vo fyzike. Matematicky sformulovatelné tlohy z mnohych oblasti,
kde je potrebné robit optimalizaciu niecoho, si Casto rieitelné prave tym, Ze sa identifikuje (toto
nemusi byt trividlna tloha, ale je aj akymsi testom vhladu do problému) veli¢ina definované na
jednotlivych moznostiach, ktord sa ma optimalizovat. Spravna moznost je potom pravdepodobne
jedna z tych, pre ktoré hladana veli¢ina nadobuda extrém.

Standardny postup pri variaénych problémoch méze byt nasledovny: mame funkciondl a mno-
Zinu funkcii na ktorych je definovany - varirovandm najdeme (tzv. Euler-Lagrangeove) rovnice
ktorych rieSenia méZu byt vyznaéné funkcie. Upozornime tu, Ze byt rieSenim takychto rov-
nic je pre funkciu len nutnou, nie posta¢ujicou podmienkou extremalizdcie funkcionalu. Velmi
podobne to bolo v obyCajnej analyze - tak splnenie % = 0 v nejakom bode x bolo nutné ak
v x bolo minimum alebo maximum, ale nebolo to postacujice. Niekedy mame inverzny prob-
lém - mame k dispozicii diferencidlne rovnice popisujlce spravanie systému, a pytame sa ¢i tieto
rovnice st Euler-Lagrangeove pre nejaky funkciondl. Nie je to len akademickd otdzka - nakoniec
poznaf funkciondl znamen4 do istej miery identifikovat globalnu agendu, ktori systém sleduje.

1U% trocha kvantovej mechaniky a relativity ndm povie Ze nevieme.



Aj newtonovska mechanika zahifna optimalizaciu

Ako priklad spomenime newtonovskl mechaniku. Mnohokrét sa Studenti najprv naucia Newtonove
pohybové rovnice, obvykle bez Gvah o tom, ¢i systém ich poslichanim optimalizuje nejaka veli-
¢inu. Z matematického hladiska je druhy zakon diferencidlna rovnica druhého radu,
Euler-Lagrangeova rovnica, pre funkcional predstavujtici rozdiel kinetickej a poten-
cidlnej energie integrovany pocas celého ¢asového vyvoja vyvoja. Ilustrujme si tu ¢o to
znamend na jednoduchom priklade.

Najprv zvdzme volni ¢asticu pohybujtcu sa pozdlz osi x. Nech v ¢ase t; bola v mieste X a
v Case to v mieste Xo. Jej trajektoria nech je nejakd casom parametrizovand krivka - isek na osi
x, vo zvolenej vztaznej ststave povedzme z(t), pricom z(t1) = X1, 2(t2) = X3 . Jednd sa o volna
Casticu, potencidlna energia je teda nulova a globdlnou agendou nasho telesa bude extremalizovat
len kinetickd energiu preintegrovania cez cely ¢as pohybu.
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Ako sa bude ¢astica pohybovaf v ¢ase t; < t < to medzi bodmi X; a X, ? Clovek ani nemusi
vediet, ako sa hlad4 extrém funkcionalu, aby vedel, Ze v tomto pripade castica pojde stile rovnako
velkou rychlostou na zaklade nasledujicej tivahy: ak ma za ¢as to — tq prejst vzdialenost X, — X1,
potom priemernd rychlost musi byt
Xy — X3
vp = ————
o —t

Uvazujme najprv pre jednoduchost, ze ide stale rychlostou v,, okrem ¢asového intervalu dt kde ide
rychlostou v, — €, a nutne aj casového intevalu dt ked musi za stratu kompenzovat a ist rychlostou
vp — €. Zlozitejsie fluktudcie rychlosti sa daji vyskladat analogicky. Keby vyraz pod integralom bol
umerny len prvej mocnine rychlosti, fluktuacie by sa kompenzovali a hodnota integralu sa nezme-
nila. Ale v pripade druhej mocniny rychlosti kompenzacia nie je Gplnd a akdkolvek fluktudcia (za
podmienky, Ze teleso prejde za dany ¢as dant dréhu) hodnotu integralu navysi: uvaZzme prispevky
z Gseku kde teleso ide o € pomalsie a z Gseku kde ide o e rychlejsie. Prispievaji hodnotami

1 1

im(vp —€)%dt = im(vg — 2ev + €)dt
1 2 Lo 9 2
im(vp +e)%dt = im(vp + 2ev + €7)dt

Vidime, Ze pri s¢itani vypadnia ¢leny itmerné prvej mocnine rychlostnej fluktuécie, ale tie imerné
druhej mocnine sa s¢itaji. Celkovo teda do integrilu oproti rovnomernému pohybu pribudne
kladny prispevok me2dt.

Teda na zdklade samotnej informécie, Ze systém (tu: volnd Castica) mé agendu extremalizovat
isty uréity integral, vieme nanovo odvodit pravidlo pre rovnomerny priamociary pohyb pre volni
¢asticu - zatial aj bez znalosti ako extremalizovat v8eobecné funkciondly!

Rozvijanie nastrojov: Funkcionalna derivacia

Spomenme si, ako sa hladali extrémy funkcie. Funkcia je predpis, ktory kazdému bodu z defi-
ni¢ného oboru priradil nejaky bod z oboru hodnot. Body defini¢ného oboru boli obvykle bud
¢isla alebo usporiadané skupiny ¢isel(pre funkcie viacerych premennych). Body oboru hodnét boli
¢isla, v pripade vektorovych funkcii usporiadané skupiny ¢isel (ale vektorova funkcia sa da chapat
ako usporiadany stubor skaldrnych funkcii, tak tu nebudeme dalej spominat takéto vSeobecnejsie
pripady.) Pri hladani extrému sa vlastne hladal taky bod z defini¢ného oboru, ktorému funkcia
priradila nejaké lokalne vynimoc¢né ¢islo - bud mensie alebo vii¢sie ako v8etkym ostatnym bodom



v jeho okoli. Pre spojité funkcie navyse platilo, ze vSetky body v okoli toho vynimoéného maju
funként hodnotu odlisnt az v druhom rade.

Tlustrujme myslienku na priklade funkcie jednej premennej, ktorej graf nech predstavuje kopec.
Povedzme Ze vieme robit nekoneéne malé kroky. Pre body na svahu plati, ze kazdym krokom sa
posunieme bud hore alebo dole. Strmost stipania ¢ klesania je dand doty¢nicou v danom bode,
ktorej smernica je prave prva derivacia v tom bode. Prva derivicia je zaroven faktor nasobiaci
velkost infinitezimélneho kroku v taylorovskom rozvoji aproximujicom funkciu. V bode na vrchole
kopca je doty¢nica nulova a smernica vodorovné. Do prvého radu (vo velkosti kroku) st hodnoty
funkcie v okoli maxima rovnaké. Samozrejme v dalsich rddoch sa uz ligia, inak by neslo o lokélny
extrém. Pri hladani extrému sa poobzerdme po hodnotich funkcie v okoliach skiimanych bodov
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Obr. 5: Do prvého radu sa hodnoty funkcie v okoli maxima nemenia - funkcia nesttipa a neklesa.

a ako z extrému podozrivé body identifikujeme tie, v okolé ktorych sa funkcia do prvého radu
nemeni. (AZ potom skiimame druht derivaciu, aby sme rozlisili inflexny a extremélny bod.)

Analogicky postupujeme pri hlfadani extémov pre funkciondly. Zhruba povedané, funkcional
je predpis, ktory priraduje &isla funkcidm. Z geometrického hladiska, prvky ("body”v abstrakt-
nom zmysle) jeho defini¢ného obor st krivky (grafy funkcii), a jeho obor hodnot st ¢isla. Priradit
¢islo funkcii sa dé vselijako. Napriklad by sme kazdej mohli priradit priemer jej hodnot. Alebo jej
maximdalnu alebo minimélnu hodnotu, pre funkcie pre ktoré to méa zmysel. A tak dalej - podobne
ako existuje mnoho funkcii (sposobov ako ¢islu priradit ¢islo), je aj mnoho funkciondlov (spésobov
ako funkcidm priradit ¢islo). Jednym z velmi uZito¢énych funkciondlov je urcity integral nejako
zavisly na naSej funkcii. Velmi ¢asto aj na jej derivacidch. Naozaj, ur¢ity integral je sposob ako z
funkcii dostavat ¢isla:

B
St fes Sl = /A dx L(z, f(z), fo(z), faal2). ) (1)

Vyrazu L pod integralom sa hovori Lagranzian. Predstavuje nejaka kombinaciu nezavislych a
zévislych premennych a ich derivacii?. V jeho konkrétnej podobe je kédovans agenda systému,
teda ciel hry pri optimalizacii. Samozrejme nie kazda funkcia taky integral vobec mé, ale to je
v poriadku. Funkciondl je definovany len pre isty defini¢ny obor funkcii, pre ktoré taka operécia
ma zmysel (podobne ako funkcie boli definované len pre isty defini¢ny obor ¢&islenych hodndt).
Podobne ako sme sa pri funkcidch mohli pytat, pre ktory prvok definiéného oboru nadobudaju
maximum ¢ minimum, sa mdzeme pre funkcionély pytat, pre ktory prvok ich definiéného oboru
(teda pre ak funkciu) nadobtdaji extrém. Pri hladani pouZijeme analég derivécie - funkcionalnu

>Tu fz, frz,... znadia prvi, druht,... deriviciu podla premennej. Zatiname s funkciou jednej premennej, ale
variaény polet sa samozrejme da - vcelku trividlne - zovS8eobecnit na pripady viac zdvislych aj nezavislych premen-
nych.



derivaciu. Z extremdlnosti st podozrivé tie funkcie, v okoli ktorych sa funkciondl do prvého radu
nemeni. Nezabudnime, Ze okolim sa myslia blizke prvky definichého oboru, ¢o st tu funkcie. Pri
obyc¢ajnych derivacidch sme skiimali, ako sa malé kroky v definiénom obore prejavia na funkénych
hodnotéach:
df

T T +e f(x) = flz+e) =~ f(z) +e €
Pri funkciondlnych derivacidch skimame, ako sa malé kroky v definicnom obore prejavia na hod-
note funkciondlu:

3s
of

Tu n(z) je lubovolnad varidcia ¢ modifikicia k skimanej funkcii f, nulova v okrajivych
bodoch intervalu, cez ktory integrujeme, teda

n(za) =n(zp) =0 3)

f(@) = f(x) + en(x) S[fl = Slf +en] = S[f] + € (2)

Vyrazu 25 57 hovorime funkciondlna derivacia, kedZe naozaj je mierou citlivosti funkciondlu na mala
zmenu funkcie (reprezentovant prispevkom en(z)). Konkrétne vyjadrenie ziskame jednoduchym
rozpisanim S[f + en], rozvinutim do prvého radu v €, pouzitim zdkladnej vety integralneho poc¢tu
a nulovosti variacie v okrajovych bodoch.

S[f +en] = / ) de L(x, f + en, fo + ey fox + Ngay -.) (4)

S[f +67 / de o fy Jas fozs ) +6/ dl‘de
oA de

Ak je funkcionédlna derivacia pre nejaky argument f nulova, funkciondl S sa pri zmene argumentu
o en(z) do prvého rddu v e nezmeni.

5S=0 - / i g (5)
de
B dL B oL oL oL
0—/xA dxde_/“d (afn+ f +8frm"7:m+...) (6)

Chceme najst takal f, aby funkciondlna derivacia bola nulova pre hocijaké 7. Potrebujeme pod-

mienku (6) dostat do tvaru
rB dL rB
0= / dx — / dz (...)n
Ta de TA

Treba sa teda zbavit derivacii 7, 7., atd. PouZijeme na to metddu integrovania per partes,
zékladni vetu integralneho poctu a fakt, ze n(x4) = n(xp) = 0. Najprv si to ukdzme na clene



dmernom 7),. Symbolom D, ozna¢ujme totalnu deriviciu podla nezavislej premennej x.
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Clen imerny 7, osetrime podobne, ale tu samozrejme treba pouzit integraciu per partes dvakrat.
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Vidno, ze ¢leny zahfhajuce vysie derivicie sa daji upravit opakovanym pouzitim metédy per
partes, Ze nulovost varidcie v okrajovych bodoch nas zbavi vSetkych ¢lenov okrem jedného, ktory
bude mat alternujtice znamienko - plus pre parny pocet pouzitych per partes a minus pre neparny.
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Tu J pouzivame ako multiindex oznac¢ujuci podla ¢oho v8etkého sa derivuje a kolkokrat. Pre jednu
nezavisli premennd stoji J namiesto x, xx, xax .... pre viac nezdvislych premennych to moéze byt
trebars xy oznacujice deriviciu podla prvej a druhej nezédvislej premennej atd. Napriklad pre
J = zy budeme vyraz (—D)y, rozumiet ako (—D,)(—D,) = D,D,.

Teraz sa vratme k hladaniu funkcie extremalizujicej funkciondl (1), teda k poziadavke nulovosti
funkcionélnej derivacie (5).
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Suma cez multiindex J nie je nekonecnd - nenulové st len ¢leny zahihajace derivacie f; vyskytujice
sa v Lagranzidne L. Clen J = 0 je v sume zahrnuty tiez, pricom Dy = 1. KedZe nulovost (7) m4
platit pre fubovolnt 7 splhajtcu (3), musi sa nule rovnat faktor, ktory ju nasobi, teda
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Tymto dostdvame podmienku staciondrnosti funkciondlu S[f]. Je to nutnd, nie postatujica
podmienka extremélnosti. Na funkcii f, ktora ju spliia, moze maf funkcional extrém (maximum
alebo minimum). Alebo len akysi analég inflexného bodu.

Podmienke (8) sa hovori Euler-Lagrangeova rovnica. Ak Lagranzian zahffa viac nezavislych
premennych 2/, i =1, ... p, potom multiindex J prebieha cez vietky moznosti relevantnych deri-
vécii podla nich. Ak Lagranzidn obsahuje viac zavislych premennych, povedzme f¢, a =1, ..q
potom mame tolko Euler-Lagrangeovych rovnic kolko je tychto zavislych premennych, a pre sta-
cionarnost funkcionalu je nutné aby boli splnené vsetky, teda aby platilo
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Skuasanie nastrojov: Volna ¢astica v 1D

Vratme sa k pripadu volnej Castice. Spominali sme uz, ze zdkony klasickej mechaniky sa daju
napisat aj vo forme varia¢ného principu - ¢astice budu sledovat také drédhy v priestore stavov
(v klasickej mechanike hmotnych bodov je to priestor poldh a hybnosti), aby extremalizovali
rozdiel kinetickej (") a potencidlnej (U) energie preintegrovany cez ¢as pohybu. V pripade volnej
Castice (U = 0) hmotnosti m v jednom rozmere mame teda nezavisli premenna ¢as ¢ (okrajové
okamihy intervalu ozna¢me t 4, tg), ako zavisli premennti mame polohu® ¢astice z(t), Lagranzidn
je jednoducho kinetické energia, a G¢inok je ¢asovy integral z nej:
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Podla davnej newtonovskej tradicie sme ¢asové derivacie oznacili bodkou. Hladdme z(t) pre ktora
je tento funkcional stacionarny, tentoraz uz pouzitim nasej masinérie Euler-Lagrangeovych rovnic.
Ked7e Lagranzian obsahuje len zavisli premenna x, jednu nezdvisli premennt ¢, a nanajvys prvi
derivéciu podla nej, bude pre multiindex J v sume (9) stait prebiehat hodnoty 0, ¢. NavySe nas
Lagranzian neobsahuje explicitne x, takze ¢len zodpovedajici nulovému J aj tak vypadne.
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Inak povedané, volna castica pojde bez zrychlenia, vysledok ktory pozname z davnych stadii i
nedavnych tGvah na zaciatku kapitoly. Teraz sme tento jav pouzili ako test ndsho nového nastroja,
Euler Lagrangoevych rovnic.

Skuisanie nastrojov: Castica v 3D, v poli konzervativnej sily

Aby sme vyskusali rovnice (9) pre viac zavislych premennych a zdroven zovSeobecnili ski-
many systém aj na pripad nenulového potencidlu, vezmime ¢asticu hmotnosti m v trojrozmernom
priestore, ktorej poloha je v kaZdom okamihu dand trojicou stradnic x(t),y(t), z(t). Nech poten-
cidlna energia Castice v zavislosti od miesta je popisand skaldrnou funkciou U(z,y, z). Nezavisla

3Zvyk automaticky povazovat veci oznatené ako x za nezivislé premenné mé za néisledok mnoho nedorozumeni
pri prebiehan{ z matematickej literatury k fyzikalnej. Treba &itat kontext, nie pismend, inak sa podobdme detom
ktoré si neporadia s Pythagorovou vetou ak odvesny a prepona nie st oznacené v abecednom poradi.



premennd je ¢as t (skimajme pohyb medzi okamihmi oznafenymi t4, tg), zavislé premenné si
x,y, z. Hladdme také funkcie x(t),y(t), z(t), pre ktoré je stacionérny funkcional
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Podmienka stacionarnosti je v tomto pripade vyjadrena tromi Euler-Lagrangeovymi rovnicami:
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Alebo struc¢nejsie modzeme zbalit tri rovnice do vektorového tvaru
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Cize sila je zdporne vzaty gradient potencidlnej energie. Pri zndmej U je zndmy aj jej gradient,
teda jednd sa potom uZ ”len” o oby¢ajnu diferencidlnu rovnicu (v nezévislej premennej t) druhého
réddu a moznosti jej dorieSenia (a ndjdenia funkcii z(t), y(t), z(¢) extremalizujicich dany funkciondl)
znalne zavisia od konkrétneho tvaru U. Nepri§li sme k novinke, ale to nebolo ciefom. Overili sme,
ze zatial naSa varia¢na metdda déva vysledky konzistentné s tym, ¢o sa v mechanike osved¢ilo
doposial.

Skusanie nastrojov: Harmonické funkcie ako rieSenia varia¢ného prob-
lému

Uz sme si vyskusali pripad viacerych zavislych premennych. Pre zmenu si teraz metédu ukézme
na pripade jednej zavislej premennej (volajme ju u) a viacerych nezavislych premennych
(volajme ich z,y, 2)*. Nech oblast integrovania je nejaky objem €. Najdime u(x,y, z) v ktorom je
stacionarny funkcional
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Prislugné Euler Lagrangeova rovnica (jedna, lebo mame len jednu zévisli premenn) bude
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Toto je dobre znama Laplaceova rovnica, tu vystupujiica ako podmienka pre extremaliziciu istého
funkcionalu. Na jej rieSeniach, harmonickych funkciach, je tento funkcional staciondrny.

4Toto je tréning postrehu, pochopenia a este niekolkych dalich kvalit. V predoglom priklade boli tieto symboly
pouzité na oznacenie zavislych premennych!
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Skusanie nastrojov: Vyssie derivacie

Doposial sme si ukézali varia¢né metédy na pripadoch, ked Lagranzidn obsahoval nanajvys prvé
derivacie, a v tom pripade st Euler- Lagrangeove rovnice nanajvys druhého radu. Takéto maja
zatial asi najgir§ie uplatnenie vo fyzike aj technike. Vyznam druhej derivécie stavisi s hlbokymi
geometrickymi skuto¢nostami, sivisiacimi so samotnym priestorom a ¢asom. Ale je dobré vediet
zaobchadzat aj s vy$8§imi derivaciami. Ukdzme si teraz naSu metddu na pripade nasledovného
hypotetického funkcionalu: Nezavislé premenné nech st x, ¢, a uvazujem ich na nejakej oblasti €.
Zavisld premennd nech je u(z,t) a povedzme, Ze agendou systému je extremalizovat funkcional
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Suma operédtorov v Euler-Lagrangeovej rovnici teda musi siahat dalej ako v predoslych pripadoch,
ale vzhladom na jednoduchost Lagranzidnu bude nenulovy len jeden ¢len:

b (2 4o 40 P @ 0 @ 0.,
T\ Ou  dtduy  dxOuy  dt? Ouy  dx Ougy  dt dx Oug, Yat

d? o(u2,)
= z = 2
dtdr Oug Haatt

RieSenim je napriklad u = azt 4+ bz + ct + d, kde a, b, ¢, d st konstanty.

Spolo¢na agenda a jednotiace principy

Matematické metédy variaéného po¢tu ndm pontikaju nastroje, ako efektivne hladat funkcie ex-
tremalizujice rozne funkcionaly. Azda presnejSie je povedat, pomahaji nam hladat rovnice, ktoré
tieto funkcie maja splhat®.

Ale je tu hlbsia otdzka ako len zefektivnenie algoritmu na vypocty. Ako vieme, ¢o bude priroda
optimalizovat? Napriklad v pripade klasického pohybu castice, preco je agendou prave minimali-
zécia rozdielu medzi kinetickou a potencidlnou energiou? Odpovedat sa da na viacerych arovniach
a povedzme vopred, este je v tych trovniach ¢o doplhat. Ak takto (ako rozdiel kinetickej a poten-
cidlnej energie preintegrovany cez ¢as) zvolime u¢inok, ako Euler-Lagrangeove rovnice dostdvame
prave Newtonov druhy zdkon (teraz sa obmedzujeme na pripady ked mé zmysel hovorit o poten-
cidlnej energii, teda o konzervativnej sile). Aj Newtonove rovnice boli v tedrii postulované, nie
odvéadzané. Uhddnutim spravneho G¢inku (alebo zatial nie preukdzatelne nespravneho) sme v si-
tuécii detektiva, ktorému sa podarilo sformulovat kritérium, podla ktorého si sledovany jedinec
vyberal postup. Samozrejme to nezodpoveda vsetky otazky, ktoré mdzu byt poloZené, ale moze
to pomoct robit predpovede pre daldie pozorovania. Otdzku preco mé byt optimalizované préve
to a to v8ak rozhodne netreba zamietnut do kata. Nakoniec optimalizovand veli¢ina bude zrejme
nejakym spdsobom hovorit vela. Na tejto irovni moZno eSte nie je dobre vidiet, ¢o je také hlboké
za rozdielom kinetickej a potencidlnej energie nas¢itanom na ¢asovom intervale. Z pohladu Sta-
tistickej fyziky moze ist o aksi variantu ekviparti¢nosti, principu rozdelovat energiu do v8etkych
dostupnych foriem rovnomerne (teda aj robif ¢o najmensie rozdiely v preferencii jednej ¢ druhej
- kinetickej ¢i potencidlnej - energie. ”Presnejsie” tedrie ako relativita a kvantovd mechanika vec
davaju agendu telesa pri jeho pohybe do stvisu s jeho vlastnym ¢asom a zmenou fazy jeho vlnove;j
funkcie. NaSe znalosti prirody eSte nie st iplné ani tak.

5Je k tomu pridand eSte vyhoda ktorti sme tu neilustrovali, len ju spomefime: Symetrie poméhaju riesit diferen-
cidlne rovnice. Ak nijdeme symetrie pre nejaky funkcional, pomahaji nam riesit jeho Euler-Lagrangeove rovnice v
istom zmysle dvojnasobne. Teda mat explicitmne formulovany varia¢ny problém moZe byt v istom zmysle vyhod-
nejsie ako mat len rovnice, ktoré ho riesia. (Osobitne ak ani nevieme Ze za nimi nejakd optimalizacia je.)
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Kazdopadne identifikovat dostatocne vSeobecne globalnu agendu systémov je vhodnd stratégia k
hladaniu jednotiacich principov vo fyzike.

Obr. 6: Pociatocné, okrajové a vizbové podmienky st rozliéné, nasledne aj priebeh padov vyzera
byt velmi rozny. Ale Mesiac padd podla rovnakej agendy ako jablkd. MoZno je irSia ako momen-
talne vidime, a mnoZstvo dal§ich javov je jej zatial nerozpoznanym prejavom.
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