Symetrie - stopy krasy v matematike

Transformacie st dolezité, a niektoré ich triedy maji osobitne vyznacné vlastnosti. Napriklad
tym, Ze napriek tomu, Ze “nieco sa deje”, niefo sa nemeni, zachovival. Pojem symetrie ide
ruka v ruke so zdanlivo opoziénymi pojmami transfomadacie a invariantu, zmeny a stalosti.
Transformécia, prechod od jedného stavu systému k inému stavu, je pre dany systém symetriou,
ak sa pocas nej nestraca nieco charakteristické, ¢o tvori identitu systému. Tato zachovavajica
sa charakteristika je potom vzhladom na dant transformdciu invariantom. Symetrie sa oddavna
spédjaja s krasou. Tu sa budeme venovat jej prejavom v matematike, hladajic dokazy Zze krasa nie
je ”len”na ozdobu.

Transformacie a toky, analdgia s tecenim

Transformécie mozno delit podla roznych kritérii. Ako velmi doélezité kritérium sa ukazuje spoji-
tost ¢i diskrétnost. V oboch pripadoch existuje pojem identickej ("nulovej”) transformécie, ktord
“nerobi ni¢”. V diskrétnom pripade vSak existuje nejakd najmensia nenulova transformaécia, akysi
miniméalny krok. V spojitom pripade je mozné si fubovolnii nenulovii transforméciu predstavit
ako poskladant z e$te mensich - mozeme postupovat po infiniteziméalne malych kaskoch. Spoji-
tost transformadcie stvisi so spojitostou parametra, ktory ju kvantifikuje. Napriklad pri posunuti
predstavuje tento parameter vzdialenost, pri otoc¢eni uhol. ..

Zdanlivo trividlne pozorovanie, Ze velkd trasformécia sa da urobit ako suma mnohych malych,
mé necakane velky dopad na schodnost a uZzito¢nost vypoctov. Dalgia ukdzka pravidla, ze hlboké

Obr. 1: Aj cesta dlha tisic mil sa za¢ina prvym krokom. Zaciatky spojitych transformadcii a ne-
mennost je fazsie rozpoznat. Cas ukéze rozdiel.

uvazovanie nad jednoduchymi vecami prind$a viac ovocia ako povrchné hibanie nad komplexnymi
problémami.

Za¢nime velmi jednoducho. Budeme najprv uvazovat o transformdciach v euklidovskej ro-
vine. Pouzime jednoduchii analdgiu - predstavme si rovinu ako povrch rieky, a pohyb (tecenie)
jednotlivych molekal bude reprezentovat transformacie bodov v rovine. Samozrejme, takéto po-
dobenstvo ma svoje limity - jednak body v euklidovskej rovine si nekonec¢ne malé a nekonecne
nahusto, takze si musime predstavit ”spojitt vodu”s nekone¢ne malymi ¢iastockami (¢o by malo
byt porovnatelne fahké alebo fazké ako pri tej vode). Dalej voda je do znaénej miery nestlacitelna,
ale model nestlacitelnej vody je pouzitelny na intuitivne uchopenie len tych transformécii, ktoré
Ziadne dva body nemapuji do toho istého obrazu. Postupne si v8ak mézeme rozsirovat podoben-
stvo aj na také pripady, mdzeme si predstavovat stlaciteln kvapalinu, dokonca kvapalinu, ktord
carovne vznikd a zanika.

1Bez tohto nakoniec tazko vobec uvaZovat o svete. Je &lovek, ktorého vidime dnes rano ten isty, ktorého sme
videli v&era vefer? Cas sa zmenil, mo#no aj ten ¢lovek sa zmenil. Ale je niefo, ¢o ostalo, ¢0 ndm umoziiuje hovorit o
jeho identite. Rozpoznat, ¢o sa meni a ¢o zachovava chce ddvku rozumnosti az madrosti. Tu sa budeme pohybovat
na bezpeénej pode matematickych a geometrickych transformécii.



Obr. 2: Vodny tok transformuje konstelacie listia na hladine.

Uvedme si niekolko pripadov takéhoto tedenia bodov v rovine (zovSeobecnenie do viac rozmerov
nie je v principe problematické, iba néro¢nejsie na grafické zobrazenie). Nech body (z,y) odte¢t
do novych bodov (z(€),y(€)). Mame vlastne parametrické vyjadrenie krivky - pridnice v
rovine.

(z,y) — (z(€), y(e)) (1)

(z,y) = (2(0),y(0))

Parameter transformadcie e je analogicky ¢asu pri naozajstnom teceni. V case ¢ = 0 sme
na §tartovacom bode. DIh&i ¢as zodpovedd vicsiemu e. Hodnota kéduje polohu pozdlz priadnice.
Stbor vSetkych pradnic tvori tok(a tento tu tvori transforméciu roviny). Ked hovorime o toku a
prudniciach (plavebnych ¢iarach), je namieste aj ivaha o rychlosti plavby. Rychlost je vektor v
smere pohybu, ktorého velkost suvisi s mierou zmeny polohy voéi zmene parametra. Toto vSetko
vedie k definicii komponent rychlosti v nejakom bode (zvolme tento bod ako Startovaci)

dx dy)

(Ve vY) = (dG, T (2)

e=0

Vektor s takymito komponentami budeme ho volat generator toku ¢&i transformdcie. Kom-
ponenty praduic (1) sa daja ziskat spitne integralmi komponent vektora (2), hovorime im teda
integralne krivky.

Oznacenie ”generator” ddva dobry zmysel, ked si vS§imneme stivis medzi generatorom a infi-
nitezimalnou plavbou - 0 mali¢ké ¢ pozdl? integralnej krivky. Totiz z(¢), y(¢) mozno ako slugné
analytické funkcie rozvijat do Taylorovho radu, a pre malé € je mozné zanedbat vSetky Cleny vyssie
od linedrnych :

dy
€, y(0)+ E

e) =(@+eVy, y+evy) (3)
e=0 e=0

Pole "rychlosti” (ak € je interpretované ako ¢as), dané v kazdom bode doty¢nicovym vektorom k
integralnej krivke prechadzajticej danym bodom, naozaj ”generuje” vivoj pozdiz nej: Ked je hod-
nota parametra/¢asu nulovd, sme v pdvodnom bode, a ako mali¢ko (¢) neskor su saradnice dané
ako pociato¢né plus linedrny (v parametri €) prispevok stvisiaci s nasim vektorom.



Aby sme pole s komponentami (2) uchopili ako matematicky objekt, ujasnime si, Ze identifikdcia
(2) déva stiradnice vektorového pola rychlosti, vy¢islené v §tartovacom bode. Vzhladom na
akti "bazu”sti dané stradnice? Co sti vhodné ”bazové vektorové polia”? Stiradnice vektora
st ovplyvnené volbou stradnic (x,y) v rovine. Skisme nejaké Specidlne pripady, zodpovedajice
7bazovym tokom”:

Tok tectici pozdlz x-ovej osi jednotkovou rychlostou (efektivne ako parameter mozeme vziaf € = x)
by mal ako ”priidnice” priamky rovnobeZné s x-ovou osou, s parametrickym vyjadrenim (z(z),y(x)) =
(z,0) Zéroveir viade ako stiradnice ocakévame (1,0), ¢o sedf s (22, 49,

Tok tec¢tci pozdlz y-ovej osi jednotkovou rychlostou (efektivne ako parameter mozeme vziat € = y)
by mal ako ” pridnice” priamky rovnobeZné s y-ovou osou, s parametrickym vyjadrenim (z(y), y(y)) =
(0,y) Zéaroven vsade ako stradnice oc¢akavame (0, 1), ¢o sedi s (g—o, % .

y? dy

Teraz si to dajme dokopy s faktom, Ze veobecnejSie toky st charakterizované krivkami, ktoré maju
nenulové priemety na os x aj na os y, a mozu predstavovat tecenie nielen jednotkovou rychlostou.

S tymto na mysli prepiSme (3) sugestivnejsie:

(e) = (1 +efif;;) ")
v = (14 ute)

Na mieste bazovych vektorov é,,€, z linedrnej algebry tu stoja operatory parcidlnych derivacii
podla danych premennych. Nage vektorové pole teda bude mat vyjadrenie

— 0 0

V=V + Vg (4)
Lo @

 de Ox de Oy

=20, + Y0y

Totalnu derivaciu podla parametra analogickéhu ¢asu budeme ¢asto oznacovat bodkou (tradicia
uz od Isaaca Newtona). Parcidlne derivacie sa ¢asto skratene oznacuji 0y, 0y.

Zhrnutie: Stvis toku a generujticeho pola

Tok generujticeho pola je sibor ”pridnic”, parametrizovanych kriviek (z(¢), y(¢)) ktorym hovorime
integralne krivky. Generujtce pole je v kazdom mieste doty¢nicové k pradniciam, jeho komponenty
su (z,y), kde bodka znaéi deriviciu podla parametra e.

Néajst k danému toku (transformdcii zadanej ako rodina parametrizovanych kriviek) prislusny
generdtor vyzaduje len derivéciu zloziek krivky a vycislenie v nule. (Pozndme z(¢€), y(e), hfaddme



Ve vy

dx dy

VE(x,y) = e, V¥(x,y) = de|.

Opacnd tloha, teda najst tok generovany zadanym polom (znadme V*(z,y),V¥(x,y), hfaddme
x(e),y(€)) vyzaduje integraciu zloziek vektorového pola. Treba riesit stistavu diferencidlnych rovnic
pre nezname funkcie z(¢€), y(e) (s danymi pociatoénymi podmienkami)

Z—f =V*(x,y) flz V¥(z,y)
z(0) == y(0) =y

Tlustrujme si stvis medzi transforméciou, jej infinitezimalnou verziou a generujicim tokom na
prikladoch niekolkych transformécii v rovine.

Posunutie v rovine

.....

smere (a b), kde a,b st konstanty Transforméacia bodov roviny bude

(:E,y) — (.’L‘ +ea,y+ Gb)
Jej infinitezimalna verzia (rozvoj pre malé €) vyzerd rovnako, takZe koeficienty generujiceho pola
st (a,b), to isté, o dostaneme derivéciou z(¢), y(e) podla e (v tomto pripade vyéislenie v e = 0 je
rovnaké ako vSade inde.) Teda generdtor posunuti v smere (a,b) je
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Obr. 3: Pole ad, + b0, (pre a =1, b = 2), jeho prudnice, ¢ize integralne krivky, a bod odplaveny
pozdlz jednej z nich.



Rotacia v rovine

V tomto pripade tokom je otacanie a tlohu parametra hra uhol pootocenia e. Z linedrnej algebry

vieme, Ze pootocenie o uhol € ndm transformuje body nasledovne?:

(z,y) — (Z,7) = (x(€),y(€)) = (xcose + ysine, ycose — z sine)

Jedna sa o koncentrické kruznice vyplhajiice rovinu (pre pociatoéné (x,%) v roznych vzdialenos-
tiach od stredu méme rozne kruznice).
Ako vyzerd infinitezimélna transformdcia (pripad malého €)? Vtedy mame

cose ~ 1, sine = ¢,

(%y) — (fi.vg) = ($(€)7y(6)) = ((E +ey, y— 6.’E)
Zlozky generatora infiniteziméalnej transformécie si koeficienty pri parametri e, teda (y, —x). Mo-
Zeme k nim prist aj (hoci sa jednd prakticky o ta istd vec) tak, Ze vezmeme naSu integralnu
krivku/pradnicu a ndjdeme jej doty¢nicovy vektor v pociatoénom bode, teda poderivujeme ju a
potom vyc¢islime v e = 0:

= (y’ 71’)

d . d .
— (x cose + ysine), —(y cose — x sine)
de de —0
Teda ak nasou transformaciou je rotacia, pridnicami st koncentrické kruznice, a doty¢nicovym

polom (generatorom infinitezimalnych rotécii) je pole

- 0 0

:y%_x(“)y

Pre Gcely precvicenia pojmov a kontroly, vyrieSme opac¢nia lohu, teda predpokladajme, Ze po-
zndme pole a chceme mu najst integralne krivky: Potrebujeme vyriesit stistavu rovnic s pociato-
¢nymi podmienkami

dr _ a4 __,
de_y de
z(0) =z y(0) =y

Této nie je velmi zlozitd, je jasné Ze pdjde o kombindciu cose a sine, s koeficientami danymi
pociatoénymi podmienkami. Vidno vSak, ktoym smerom je vypocet zlozitejsi.
(z(€),y(e)) = (x cose + ysine, ycose — x sine)

. Ide o koncentrické kruznice
2?(€) + 4% (e)) = 2%(0) + »*(0)

Tu 22(0) +42(0) je kvadrét polomeru danej kruznice; (x(0), y(0)) predstavuje ”Startovaci bod” pre
dant pradnicu

2Poznamka k znaleniu: Zavadzanie vinovky sa tu moze zdat zbytoné, kedZe ”posunuté”body rozpoznivame
podla nenulového parametra uvedeného ako ich argument (napr. povodny, netransformovany bod mé x-ova sirad-
nicu z(0) = z, transformovany z(¢) = ). Neskor sa vSak takdto indikdcia transformécie moze zist, osobitne ked
zdtvorka s argumentom bude velmi zavadzaf, takZe zvyknime si na viacero znafeni uz vopred.
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Obr. 4: Pole y0, — x0y, jeho pradnice, ¢ize integralne krivky, a bod odplaveny pozdlz jednej z nich

Hyperbolicka rotacia v rovine

N4jdime integralne krivky pre vektorové pole

Toto sa od predchadzajiceho lisi len znamienkom pri y-ovej zlozke, ale ako uvidime, integralne
krivky vyzeraju vyrazne inak. Hladdme funkcie (z(€),y(€)), pre ktoré plati

d _ ay _
de y de
z(0) ==z y(0) =y

Vidno, ze sa jednd o kombindcie hyperbolickych funkcii coshe a sinhe, s koeficientami danymi
pociatoénymi podmienkami, teda

(z(e),y(e)) = (x coshe + ysinhe, ycoshe + zsinhe)

. Jednd sa o hyperboly

2*(€) — y*(e) = 2*(0) — y*(0)
Tu (x(0),y(0)) predstavuje Startovaci bod danej pradnice.
Teraz je mozné urobit skisku spravnosti, teda derivovat nase ndjdené integrélne krivky (pripadne
rozvintt z(e), y(e) okolo hodnoty € = 0 po linedrny ¢len v e = 0) a prist spitne ku generatoru
(vektorovému polu zo zadania). Takéto rieSenie Gloh z viacerych stran sa implicitne doporucuje,
az pokym sa suvis medzi inegralnou krivkou, transforméciou, jej infinitezimalnou verziou a gene-
ratorom nestane vecou rutiny.

Transformacia obrazcov

Uviedli sme si niekolko prikladov na transformécie bodov v rovine. Pontika sa otdzka, ako sa
transformuji mnoziny bodov, teda nejaké geometrické obrazce v rovine. Pri naich dote-
rajsich tvahach nemalo vela zmyslu hovorit o deformécii ¢i nedeformécii obrazcov, ved bod ostal
bodom, len posunutym pozdlZ pridnice. Je to analogické situécii, ked’ do rieky hodime list. Po-
sunie sa, nezdeformuje. Co ak by sme vSak do rieky hodili niekolko listov - ako by sa menila ich
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Obr. 5: Pole y0, + x0y, jeho pradnice, ¢ize integralne krivky, a bod odplaveny pozdlz jednej z nich

konstelacia? Alebo vezmime eSte spojitejsi obrazec, trebars stuzku ¢i povrazok, ktory by mal pri
prvom kontakte s hladinou nejaky zadany tvar. Vo vSeobecnosti sa povrazok pri plavbe nielen
posunie, ale vplyvom rozneho toku na réznych castiach povrazka sa tento aj vselijako poskrica.

Obr. 6: Transforméacia spojitého ttvaru pri plavbe

Co sa stane so spojitou krivkou pri transformécii tokom nejakého vektorového pola? Ostane v
jednom kuse ako stuzka, len zmenend tvarom? Ak uvazujeme hladké vektorové pole (jeho integ-
ralne krivky st hladké), potom vplyvom jeho toku sa povodne susedné body zobrazia do znova
susednych, aj ked globalna konstelacia ("tvar”) bude vo v8eobecnosti ind. Velkou vynimkou sa tu
krivky dané prudnicami samotného pola, teda jeho integralne krivky. KedZe pole tecie z definicie
pozdl7 nich, nijako nemeni ich tvar.

Vo viacerych rozmeroch si mdZeme predstavit nielen transformécie na povrchu rieky, ale aj pod
hladinou, teda efektivne trojrozmerny tok. MdZeme uvazovat o deformécii bodov, kriviek, ploch
ponorenych do toku. A tak dalej - matematicky formalizmus ndm umoziuje ist smelo aj tam,
kde vizualizdcie nemame. Ked7e v8ak vizualizacia pomaha nabrat intuiciu, za¢nime najprv opét s
tokmi - transformdaciami v rovine a uvazujme, ako sa deformuju krivky, ked ich nechdme odplavo-
vat pozdlz inegralnych kriviek nejakého pola.

Tok, jeho prudnice a ich generator sme uz matematicky namodelovali v predchadzajtcich odse-
koch; teraz si eSte uvedomme, ako budeme modelovat mnoziny bodov, ktorych deformécie vplyvom
toku budeme skiimat. Vezmime ako taky geometricky objekt nejaki krivku. Krivka v rovine sa dé



implicitne zadat ako

F(z,y) =0
Napriklad: rovné ¢iary, kruznice a krivky zodpovedajtice grafom explicitnych funkcii y = f(x)
maju implicitné vyjadrenia:

F(z,y)=ax+by+c=0 priamka
F(z,y)=(x—a)®+(y—b>—-c*=0 kruznica,
Fz,y)=y— f(z) =0 graf funkcie y = f(z)

Podme sa pozriet ¢o sa stane ”s povrazkom hodenym do rieky”, resp. s krivkou danou grafom
funkcie. Najprv pripomenme, ¢o sa stane s bodmi, a potom vyjadrime zmenu funkéného predpisu
tak, aby zodpovedal novému tvaru krivky.

(z, y) — (z(), y(e)) = (Z, 9)

F(z,y) =0 — F(&,§) = F(«(Z,9),y(%,9)) =0

Pod hrozivo dlhym vyrazom sa skryva jednoducha myslienka: aby sme nasli novu krivku, vezmeme
predpis starej, staré premenné (x,y zodpovedajice € = 0) v nej v8ak vyjadrime pomocou novych
( &, g zodpovedajtce € # 0). Potrebujeme teda inverzni transforméaciu

i'7g — .T(.i‘, g)ay(j7 ?j)
V pripade, Ze namiesto implicitne zadanych kriviek potrebujeme transformovat grafy explicitne
zadanych funkcif, je potrebné® este vyjadrit (7).

Ujasnime si teraz veci na prikladoch.

Priklad transformacie obrazcov - rotacia priamky

Vezmime na za¢iatok velmi jednoducht krivku - priamku.
Je dand implicitne ako F(z,y) = y —ax —b = 0 alebo explicitne ako graf funkcie y = f(z) = ax+0.
Ako pole vezmime rotécie, teda pole V = Y0, — x0y, ktorého tok zodpovedd ndm uz znamej
transformacii

(x,y) — (&,7) = (xcose + ysine, ycose — xsine)
Teraz budeme potrebovat inverznt transformaciu, ktord sa najde velmi jednoduchou tvahou (oto-
¢enim rotacnej matice): Ak Z, ¢ sme dostali z x,y otofenim o uhol €, potom z,y dostaneme spiit
otoCenim Z,y o uhol —e:

(Z,9) — (x,y) = (Tcose — gsine, §cose + I sine)
Néajdime transforméciu implicitne zadanej krivky F(z,y) = y — ax — b = 0, resp. transformdciu
grafu funkcie y = f(x) = ax + b:

F(z,9) = F(2(%,9),y(2,9)) =0
=y(&,9) —ax(z,y) - b =0
= gcose + Tsine — a(Z cose — gsine) — b =0
= g(cose + asine) — Z(acose — sine) — b =0

3Teraz je azda &as ocenit vinovku namiesto zatvorky s argumentom e. Sta&f pokus prepisat vyraz vysSie pomocou
z(€), y(e), z(0), y(0) a naznalit v iom korektne ¢o sa vyjadruje pomocou &oho - a je jasnejsie, naco st dobré viaceré
typy znacenia.



Explicitny tvar ziskame jednoduchym vyjadrenim g z implicitnej rovnice, ¢o v tomto pripade ide
jednoznacne pre uhly ktoré spliiajti (cose + asine) # 0. (To by zodpovedalo zvislym krivkdm ktoré
nepredstavuja graf funkcie y(z).)

acose — sine _ b

j=f@) =

— X .
COS€ + asine COS€ + asine

T+b

j<}}

Ako sa dalo ¢akat, zrotovana priamka je znova priamka. Ale pozor, ”priamost”sice ostala inva-
riantom (nezmenenou vecou), ale dostali sme int funkciu (a ako jej graf inti priamku) ako predtym
-parametre st prislusne pozmenené

Priklad transformacie obrazcov - rotacia kruznice

Skiisme este pretransformovat rotaciou, konkrétne takou ktora zodpovedéa toku pola V= yOr — 20y
(teda tok z predoslého prikladu), krivku dant kruZnicou s polomerom 1 centrovanou v strede
F(z,y)=2*+y*—1=0.

(&, 9) = F(2(%,9),y(Z, 7)) =0
=2%(Z,9) +y°(%,9) — 1 —0
= (Zcose — jjsine)? + (fcose + Fsine)? — 1 =0
=i’ +5 —1 =0

Tu na rozdiel od rotovania priamok vidime, Ze nielenZe tok nasho pola prevedie kruznicu na
kruZnicu (teda Ze "kruhovost”je invariantom tejto transformaécie), ale Ze sa nezmenili ani len para-
metre kruZnice - samotnd implicitnd funkcia a jej graf si invariantmi! Dovodom je, ze koncentrické
kruZnice centrované v strede stradnej ststavy st prave integralnymi krivkami nasho pola, ktoré
generuje rotacie okolo pociatku. Pole z definicie zachoviva svoje integralne krivky, svoj
vlastny tok.

Rotéacie a translacie v euklidovskej rovine maji svoju vyznacni ¢rtu - zachovanie tvaru objek-
tov ako ho chapeme v euklidovskom zmysle - pretoze zachovavaji vzajomné vzdialenosti bodov
v rovine. Citatel si mdze explicitne vyskiigat, Ze vzdialenost dvoch bodov sa nezmeni, ked ju
vydislime pred transformdciou (e = 0) a po ich odplaveni o ten isty nenulovy e.

Priklad transformacie obrazcov - neizotropné skalovanie a jeho vplyv na kruZnicu

Pozrime sa, ¢o robi skalovacia transformécia s kruznicou centrovanou v strede s polomerom 1.(Pre
vSeobecnejsie kruznice je akurédt trochu dlhsi vypocet, ale pre ¢itatela by nemal byt principidlny
problém spodcitat transforméciu aj pre také pripady v rdmci cvifenia.) Neizotropné $kalovanie je
generované polom V = azd, + Syd,, pricom «, 8 st konstanty. Zodpovedajicu transforméciu (pa-
rametrické vyjadrenie integralnych kriviek, po ktorych ndm 6dtekajt body”) ziskame integrovanim
komponent ako obvykle:

d—x—ax @—5
de de Y
z(0) =z y(0) =y



Mame teda

(Z,7) = (e““xz, e y)
Pozrime ¢o takyto tok urobi s krivkou F(z,y) = 2% +y? — 1 = 0. Potrebné inverzné transformécia
je tu velmi jednoduchd

(z,y) = (7T, e %)

a mozeme dosadzat do rovnice pre kruznicu:

F(z,9) = F(z(2,9),y(Z, 7)) =0
= 2(2,9) +y*(&,9) - 1 =0
_ 2 i_l .

Kruznica sa tokom neizotropne $kdlovacieho pola deformovala na elipsu.

Invarianty transformacie, podmienka invariantnosti

Spomenme si na krivky, ktoré st polom zachovavané priam z definicie - integralne krivky tohto
pola. Prikladom boli kruznice so stredom v pociatku F(z,y) = 22 +y? — ¢ = 0 a doty¢nicové pole,
ktoré ich nemenilo V = Y0y — xdy. Ako sformulovat matematicky tito zdsadu (pole nedefor-
muje svoje vlastné pridnice) a ako do nej zakomponovat, ¢o pole robi s inymi krivkami, bez
podrobného rozpisovania parametrizovaného toku?

Najprv pozrime ako sa vo veobecnosti funkcia dvoch premennych f(z,y) meni pozdlz toku pola
V = V*(x,y)0, + V¥(x, y)0y. Skimajme infinitezimalne zmeny. Myslienka je jednoduchd - porov-
nat hodnoty funkcie v pociato¢nom bode (x,y) a v bode (x(e), y(€)), infinitezimalne odplavenom
pozdlz pridnice. Pre takéto blizke body vSak mozno pouzif Taylorov rozvoj, podla ktorého, spolu
s nasou definiciou zloziek pola V¥ V¥ plati

d .
x(e)zx(O)—i——x e= x+eV?®
de =0
dy
y(e) = y(0)+—=| €= y+eV?
de |._,

Hodnoty nagej funkcie f(z,y) sa na dvoch miestach o e vzdialenych pozdlz integralnej krivky pola
V' lisia nasledovne:

f(@(e),y(e)) — fla,y) = [z + V", y+ V) — fx, y)
~ f(xa y) + GVzazf + Evyayf - f(ZE,y)
~e(VP0, +VY0,) f

~V.Nf



Skaldrny sti¢in medzi komponentami pola a gradientom funcie ma nizorny vyznam:
Funkcia (jej hodnoty) sa najviac meni v smere svojho gradientu (z definicie). Miera
zmeny funkcie pozdlZ toku pola je dani tym, do akej miery leZi jej gradient v smere
tohto toku, ¢o meria prave uvedeny skalarny suéin. Ak je nulovy, pole te¢ie pozdlz
?vrstevnic”’nasej funkcie, teda jeho integralne krivky st zaroven krivkami konstant-
ného f. Stcin 17.6]" sa v literattre casto skratene oznacuje ako Vf alebo V(f) a mysli sa tym
”pole pdsobiace na funkciu”.

Kritérium infinitezimalnej invariantnosti

Invariantnost funkcie f(z,y) vo¢i toku pola 1% vyzaduje, aby pridnice pola tiekli pozdl# vrstevnic
funkcie, teda aby gradient funkcie bol kolmy na pole.

VNf=V(f)=0 (5)

Ak toto plati pre vSetky (z,y) z defini¢ného oboru funkcie f, potom pole zachoviva vSetky vrs-
tevnice tejto funkcie, teda vSetky krivky dané predpisom f(z,y) = c.

Podmienka zachovat kazd vrstevnicu je silnej$ia ako poziadavka zachovaf len niektorti. Casto
sa stretame s poziadavkou trebars zachovat nejak(i mnozinu bodov dant predpisom F = 0, ¢o
predstavuje zachovanie jednej konkrétnej ("nulovej”) vrstevnice funkcie F'. Ak ndjdeme pole, ktoré

splha (V)F = 0 len na mnozine bodov splhajicich F' = 0, potom este treba skontrolovaf, ¢ na
tejto mnozine plati, ze vecnablaF # 0. Ak hej, nasli sme pole zachovavajice nulova vrstevnicu
funkcie F; ak je vak na tejto vrstevnici gradient nulovy, hocijaké pole bude splhat ¢F = 0, nie-
len tie, ktoré tto vsrtevnicu zachovavaji. Ako viak bolo uvedené vyssie, ak pole splia silnejsiu
podmienku V(F) = 0 vSade, netreba gradient kontrolovat.

Rotacie v rovine okolo pociatku a ich inetgralne krivky

Este raz, dopodrobna kritérium invariantnosti preskimajme na priklade pola V= YO, — 0y a
kruZnic centrovanych v po¢iatku. F(z,y) = 2% + y?> — C = 0 (tu x,y berieme ako premenné, C je
pre dant kruznicu konStanta). Kazda z tychto kruZnic sa dé zapisat parametricky ako

(z(€), y(e)) = ( (xcose + ysine), (ycose — wsine) )

kde x,y st pre dant kruZnicu ”§tartovacimi bodmi”. Pre malé e mozeme pisat cose &~ 1 a cose ~ ¢,
teda

(z(e), y(e)) = (x+ye y—xe)
Funkcie sa pozdl7 toku takéhoto pola menia nasledovne:
f(x(e), y(e)) — flz,y) = f(z +yey — ze
~ f(,y) + eyOuf — exdyf — f(2,y)
€(Y0uf — 20y f)

Q

Teda funkcia spliiajica (yd,f — x0,f) je invariantnd voéi toku néasho pola. Prikladom takejto
funkcie je napriklad f(z,y) = 2% + y?. Naozaj,

Vi=V(@®+y?) = (yd, — 28,)(a® +y?) = 2yz — 22y = 0
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Tato konkrétnu funkciu si vSimnime podrobnejsie - jej ”vrstevnice”, teda krivky na ktorych je
konstantna, f(z,y) = 22 + y? = ¢, st préave integréalne krivky n4sho pola, dané v neparametrickej
forme ako F(z,y) =22+ 4% —c=0.

Invariantna funkcia vs invariantna niektora jej vrstevnica

Ked hladame transformaécie, treba mat ujasnené, ¢oho transformaécie vlastne hladdme, ¢o ma ostat
ako celok nezmenené a ¢o sa moze menit. To samozrejme zavisi od toho, ¢o naSe premenné a
vyrazy z nich poskladané predstavuju.

MozZeme hladat transformécie v rovine x, y, ktoré zachovavaju hodnoty funkcie

z = f(z,y) = 22 + 2. V takom pripade samozrejme generdtor transformacie navrhneme v tvare
V*(x,y)0 + VY(x,y)0y a hladdme funcie V¥, V¥ premennych z,y tak, aby platilo

(V0 +VY0,)f = 0.

Ak ich trividlne rozsirime do 3D ako V*(z,y)0, + V¥ (x,y)dy + 00., mdzeme povedat, ze zacho-
vavaja cely graf funkcie dvoch premennych z = f(x,y) = 22 + y? alebo prinajmensom nulovii
vrstevnicu funkcie troch premennych F(xz,y, 2), teda plochu F(z,y,z) = 2% + y?> — 2z = 0.

Alebo nas moZno zaujimaja transformécie v priestore x,y, z, vo¢i ktorym je funkcia troch pre-
mennych F(xz,y,z) = 22 + y? — z invariantnd (teda by zachovévali jej graf v 4D, aj ked tam uz
tazko vizualizovat), v takom pripade navrhneme generator transformécie v tvare

Vo (z,y,2)0:+V¥(x,y,2)0y, +V*(x,y, 2)0, a hladdme funkcie V*, V¥ V* premennych z, y, 2, tak,
aby platilo (V*9, + VY9, + V?0,)F = 0. Prislusna transformacia bude mat integrélne krivky (v
3D priestore) pozdlz " vrstevnic” funkcie F(z,v, z), teda na nich bude mat F konstantni hodnotu.

Ak nam staci najst transformaécie v priestore x, y, z, ktoré zachovavaja jednu konkrétnu vrstevnicu
funkcie F, napriklad F' = 0 (tto vrstevnicu si vieme vizualizovat, ale nezabtidajme, Ze nepredsta-
vuje hodnoty funkcie F', ale len body z jej defini¢ného oboru, na ktorych ma F nulovii hodnotu.),
dostadvame vo v8eobecnosti Sir§iu triedu moznosti ako ked pozadujeme zachovanie vSetkych vrs-
tenic funkcie F'. V takom to pripade (ak pouZijeme vo vypocte podmienku F' = 0), treba este
skontrolovat, ¢i na mnozine bodov, kde plati, je splnené VF # 0. Ak je gradient nulovy, potom
”kritérium invariantnosti” (V*0, +V¥0, + V*0,)F = 0 splhajt vietky vektorové polia, nielen

F=0
generatory symetrii, a teda toto kritérium nie je pouzitelné.

Transformacie v 3D a symetrie algebraickych rovnic

V 3D priestore je transformécii samozrejme viac ako v 2D a daju sa uvazovat bohat$ie struktiry, o
ktorych v 2D nemohla byt re¢. Parametrizované krivky/ priadnice maju tri zlozky a ich generdtory
samozrejme tiez. Podme si ukdzaft na jednoduchom priklade, ako mozno vyuzit naSe infinitezimélne
kritérium invariantnosti. Majme mnozinu bodov v trojrozmernom priestore viazant poziadavkou

F(z,y,2) =2 +y*—2=0 (6)

Z algebraického hladiska ide v (6) o rovnicu pre tri premenné, z geometrického o dvojrozmernt
plochu v trojrozmernom priestore. Ak najdeme vektorové polia, ktoré tecd ”pozdiz”plochy (6), z
algebraického hladiska ziskame generatory transformacii, ktoré ndm z jedného riesenia urobia (vo
v8eobecnosti) iné. Pod ”rieSenim”tu mozno rozumiet viac veci. Jednak body, ktorych stradnice
spliiaji podmienku (6). Ale trebérs aj krivky, ktoré lezia v ploche danej podmienkou (6). Druha
varianta je osobitne vhodné ako priprava na neskorsi podnik, totiz hladanie rieSeni diferencidlnych
rovnic (rieSenim takych byva vo v8eobecnosti funkcia (teda z geometrického hladiska napriklad
krivka), nie len ¢islo).

Néjdime polia, ktoré te¢t pozdlz povrchu daného rovnicou (6). Ziskame tym generdtory trans-
formécii, ktoré zachovavaja plochu ako taki, aj ked body v rdmci nej mozu ”prestavat”. (Ak uz
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Obr. 7: graf funkcie z = f(x,y) = 22 + y?, alebo stibor bodov,na ktorych je funkcia F(z,y,2) =
2% 4+ y? — z nulova

mame generator, jeho integraciou mozeme ziskat prislusny tok/transforméciu.) Vo vSeobecnosti
pole v 3D m4 tvar
V =V%z,y,2)0, + V¥ (2,y,2)0y + V*(z,y, 2)0.

Hladame jeho komponenty V=, V¥ V# ktoré vo vieobecnosti mozu zavisiet od vSetkych dostupnych
premennych z,y, z. Podla infinitezimalneho kritéria invariantnosti mame poziadavky

0=V.VF (7)

F=0

0#4VF

F=0

Plat{ VF = (2z,2y, —1), teda gradient funkcie F nie je nulovy nikde, ani na jej nulovej vrstevnici.
Teda na to, aby pole V bolo symetriou plochy (6), stac¢i aby jeho komponenty V* V¥ V# (vo
vieobecnosti funkcie x, y, z) spliali

(VZ0, + VYO, + VZ0,) (2 + 4y — 2) =22V +2yVY9, —V?) =0
F=0 z24y2—2=0
Takychto poli je viac.
Jednou z moznosti je V* =y, V¥ = —z, V* = 0, teda nase staré zname pole generujice rotacie

v okolo osi z, yd, — xd,. Tok tohto pola (transforméciu nim generovana) sme uz videli velakrat,
teraz akurat pribudla Gapremennd z, ktori si pole nev§ima a nemeni.

T = T Ccos€e + ysine

T
Y COS€ — x sine
z

wm &
Il
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Inverznd transformécia (ktor potrebujeme pri transformovani kriviek) je

T = T CcOose — §sine

1 cose + I sine

zZ=Zz

Nie je tazké sa presvedCit, ze toto pole ndm z rieSeni vytvéara rieSenia v zmysle, ze ak bod (z,y, z)
patri do plochy (6) (teda splia rovnicu ktorou je dand), potom aj (Z,7, 2) do nej patri.
Skiisme teraz transforméciu ”rovnobezky ”na paraboloide, teda krivky

J:2+y2:c, zZ=c

ktora patri do nasej plochy (vietky body v nej spliajti prislusnt rovnicu). Toto je prave pripad,

ked nase pole z tejto krivky nevyrobi ni¢ nové, kedZe je to prave jeho integralna krivka ktori
nechava invariantni.

‘+f—==o

Obr. 8 Voci toku generovanému tokom pola yd, — xd, + 00, st krivky 2% + y? = ¢, z = ¢
invariantné

Avgak aj ”poludnik”na paraboide, napr. krivka dana ako

lezi v ploche (6). Pozrime sa ako sa pretransformuje tato, a ¢i pretransformovand krivka ostane v
ploche (6) tiez. Novi krivku dostaneme ako obvykle: Vezmeme predpis starej, teda x = 0, z = 32,
a za premenné dosadime ich vinovkové vyjadrenia z inverznej transforméacie. Nova krivka bude
mat vyjadrenie

g2

T = ~t z =
T =gtan(e) 2 p—c

Spliajt jej body predpis @2 + 2 — 2 = 0? Hej, pretoze na krivke plati
7 _
cos2e

~2

T +gj2

— % = (ftane)® 4+ §° —

Samozrejme tu vyberdme velmi nézorné krivky aj polia, ale treba si uvedomit, ze takyto model
nachddzania novych rieSeni pomocou znamych by mal fungovat aj vo viacerych rozmeroch (pre
funkcie viac premennych), kde metéda ”pozriem a vidim” nefunguje, a takyto algoritmicky postup
(najdi pole ktoré respektuje zadani podmienku, nechaj jeho tokom odtiect nejaké jednoduché

14



x

Obr. 9: Transformécia krivky z = y?, = = 0 tokom pola yd, — zd, + 00,.

rieSenie, pozri sa ¢i nedostdvas nejaké nové) sa moze velmi zist. Nehovoriac o situdcii s diferenciél-
nymi rovnicami.

Vyskigajme este aspoii jedno vektorové pole zachovavajtice tvar (6), teda splhajtce (7). Napri-
klad pole 00, + 0y + 2y0, patri do takej kategérie. Ndjdime jeho integralne krivky a pozrime sa,
¢o robi trebars s koncentrickymi kruznicami po obvode paraboloidu, s ktorymi rotacie okolo osi
z nerobili ni¢ badatelné (prisne vzaté presavali ich body, ale v rdmci tej istej krivky). Hladdme
funkcie z(e€), y(¢), z(€), pre ktoré plati

dx dy dz
de 0 de de Y
2(0) == y(0) =y 2(0) =z
RieSenim st integralne krivky
T=x(e)==x g=yle)=y+e Z=2(e) = 2+ 2ye + €2

Pozrime sa, ¢o robi takyto tok s ”rovnobezkami”, teda krivkami 22 + 32 = ¢, z = c,kde c je
konstanta pre danu krivku. Ako obvykle, potrebujeme v zadani krivky, ktorek’j transforméciu
skiimame, vyjadrit staré premenné x,y,z pomocou novych Z,¢,Z. Preto je potrebnd inverzna
transformacia, teda

rT=2a Yy=1y—¢€ z=7%— 20+ €

Krivka dand rovnicami
%+ y2 =c z=c
sa transformuje, odplavi na tvar
Pr@—-ei=c Z-2je+ef =c

Nie je fazké overif, ze body takejto krivky spliaji rovnicu 2 + 42 — 2 = 0, teda 7e patria do
paraboloidu.

D4 sa néjst eSte mnoZstvo veci ktoré si ¢itatel moze na tomto priklade vyskagat. Napriklad
pohladat dalsie symetrie, ich generdtory a toky, vyskisat transforméciu dalsich kriviek na nasom
paraboloide atd.
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Obr. 10: Transformécia krivky 22 + y? = 1, z = 1 tokom pola 09, + 9, + 2yd,.

Transformacie v jetovom prietore

Doteraz sme si ilustrovali symetrie objektov popisanych algebraickymi rovnicami, a ukéazali sme
si, ako sa pomocou symetrickych transformacii (tych, ktoré dany objekt nechaji ako celok nezme-
neny, aj ked azda premieSaju jeho body) daja z rieSeni rovnice najst dalsie rieSenia. Kedze sme
pouzivali najmé priklady, kde sa jednalo o jednoduché algebraické rovnice a maly pocet rozmerov,
sila metody bola ilustrovand tam, kde ju vyriesenie ulohy aZ tak nepotrebovalo. Z didaktického
hladiska je vSak azda lepSie zozndmit sa s novou metédou tam, kde jej s predstavenie mozu do-
prevadzat staré zndme pojmy a predstavy. V tomto duchu budeme este chvilu pokracovat - aby
v Case, ked sa dostaneme k trochu abstraktnejsim problémom, uz bolo aj ovladanie symetrickych
generatorov, ich tokov a vplyvu na rozlicné objekty vecou rutiny.

Transformacia bodov vs transformacia grafu funkcie

Uz sme sa zaoberali transformaciou bodov roviny a tym indukovanou transformaciou kri-
viek leziacich v tejto rovine. Tieto krivky ¢asto mohli zodpovedat grafom funkcii*. Onedlho
sa budeme zaoberat otazkou, aka transformdcia sa indukuje na derivicidch tychto funkcii.
Rozsirenie transformécii na derivacie funkcii nAm pomaha rozsiritf geometrické metédy z al-
gebraickych rovnic aj na diferencialne. Aby sme to mohli urobit hladkym nadviazanim na
algebraick Cast, zhriime si este raz zaklady z transformécii funkcii indukovanych transformaciami
na priestore zavislej a nezavislej premenne;j.

Spomenme si, ako postupujeme, ak mame zadant transformaciu bodov v rovine

(z, y) — (z(€), y(e)) = (2, ¥) (8)

a chceme nijst generator tejto transformacie. Najprv si ujasnime, kde pdsobi: na premennych
z,y. Teda ¢akdme nieco v tvare °

V =¢€(x,y)0: + d(x,y)d, (9)

4Nie kazd4 krivka je grafom explicitnej funkcie, ale mézeme mat implicitné zadanie, alebo nato&it osi tak, aby
dand &ast krivky mohla zodpovedat grafu jednozna¢nej funkcie.

57riekli sme sa tu oznafenia komponent ako V®, V¥, To sice malo velkti vyhodu v tom, %e jasne naznacovalo, o
ktort komponentu sa jednd, ale s ohTadom na to, &o bude ¢asom nasledovat (derivovanie podla viacerych premennych
s dal§imi indexmi...) je hddam ospravedlnitelnd snaha zbavit sa aspon tych indexov, pri ktorych sa to d4 urobit
takto lacno
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Jeho komponenty &, ¢ modZzu vo vSeobecnosti zavisiet od vSetkych dostupnych premennych (x,y) a
ziskame ich derivaciou zloziek krivky (x(e),y(€)) podla parametra a vycisleni v e = 0:

da(e) dy(e))

& ¢) = <d€7 “de (10)

e=0

Spomenme si ete ako postupujeme, ak médme zadanu transformaciu funkcie

a chceme néjst generdtor tejto transformdicie. Vieme spiitne zrekonstruovat generator
transformacie bodov na priestore nezavislej a zavislej premennej, ktora urobila uve-
denii premenu grafu funkcie (11)? Stéle sa jednd o transformdciu premennych z, y, teda ¢akdme
nieto v tvare V = &(z,y)0; + ¢(x,y)0y, kde komponenty £, ¢ ziskame derivaciou zloziek krivky
(z(e),y(e)) podla parametra a vycisleni v ¢ = 0.

Teraz vSak y na transformovanom grafe funkcie (z ktorého ideme ziskat informécie o komponen-
tdch generdtora) nie je nezdvisld premennd! Teda oc¢akdvame, Ze komponenta ¢ bude vyjadrend
cez kombinaciu komponenty £ a miery toho, ako zavisla premennd y stvisi s nezavislou x. Neza-
budnime teda, ¢o tu vyzaduje Gplné derivicia podla e, totiz Ze § zavisi od € jednak ”priamo” (tito
zévislost budeme v dalsom skritene oznacovat ) a jednak cez & (deriviciu y podla x budeme
oznacovat skratene y,)%. Potom y-ova zlozka hladaného vektorového pola, teda tplna derivécia
zévislej premennej podla parametra transformécie, vycislena v jeho nulovej hodnote € = 0, bude

(WY (9% Oydx
¢_(de) _0_(86+8.’£d6

S tymto ujasnenim, generdtor transformécie (11) mé komponenty

(6 0)= (2, )

:Q+yw£

e=0

€

= (& Q+wa) (12)

e=0

de ' de

Upozornime tu eSte na veli¢inu, ktorti sme skritene nazvali ) a ktord bude hrat velkia rolu aj v

dalsom
0
Q(x,y) = <8?:)

Budeme ju volat charakteristikou pola V. Kéduje priame pdsobenie pola na zlozky zodpove-
dajlce zdvislym premennym (tu: priama transformdcia y tokom pola, teda odplavenie o €). Pole s
nulovou charakteristikou netecie v smere zavislych premennych (tu y), teda nepdsobi na ne expli-
citne. Samozrejme to neznamend, Ze grafy funkcii nijako nezdeformuje, kedze aj zavislé premenné
zévisia od transformacie cez svoje argumenty.

e=0

Diferencidlne rovnice - geometricky pohlad

Geometricky pohlad sa d4 uplatnif aj pri diferencidlnych rovniciach, ktoré sa daja
predstavit ako (nad)plochy v priestore nezavislych premennych, zdvislych premen-
nych, a derivacii zavislych premennych. Rozmer zodpovedajici ”derivicidm zavislych pre-
mennych”je trochu menej zazity, ale zas taky velky skok v abstrakcii to nie je. Takyto priestor

6 Aby sme potom nehladali vinovky kde ich u# netreba, nezabudnime, #e (popri tom, %e st to len oznadenia tam,
kde potrebujeme rozlisit veci pred a po transformdcii) pre e — 0 mdme & — x, § — y.

17



rozsireny o polozky zodpovedajuce vSetkym potrebnym derivaciam podla vSetkych relevantnych
nezavislych premennych, aZ po najvyssi relevantny n-ty rad budeme volat n-ty jetovy priestor
a oznacovat J(™. Matematici k nemu majt vela ¢o povedat korektnejsie ako je uvedené tu. Po-
vodny priestor zavislych a nezavislych premennych sa da chapaf ako nulty jetovy priestor J(©),
kedZe najvyssia derivédcia je tu nultd. Plati prirodzene

Jm 5 g 5 5 g

V pripade obycajnej diferencidlnej rovnice prvého radu, kde x je nezavisld premennd, y je funkcia a
Y, jej derivacia, mame touto rovnicou zadant plochu v trojrozmernom priestore s osami x, y, y,.. Je
to zaroven jediny typ rovnice, kde mame k dispozicii plnt vizualizaciu. TotiZ uz obycajné diferen-
cidlna rovnica druhého rddu v spomenutych premennych bude vyzadovat §tvorrozmerny priestor
S osami T,¥, Yz, Y- Parcidlne diferencidlne rovnice sit na tom ¢o sa poctu rozmerov tyka este
zlozitejsie. To nas v8ak nemd preco odradit. Nakreslit §tvrti nezavisli os nevieme, ale pridat k
trom zlozkdm nejakého objektu (krivky, vektorového pola...) dalsie a dalsie je len otdzka vicsej
spotreby casu a papiera.

Este sa opytajme, naco by to mohlo byt dobré. Preco takto otvarat novy rozmer, uvazovat ”vy-
ssie” priestory J(™), ked nakoniec aj tak chceme riefenia diferencidlnych rovnic v prozaickom svete
"dole”, v priestore zévislych a nezévislych premennych J(©? Lebo aj niektoré veci ¢o st ”dole” je
lahsie najst z nadhladu. Diferencidlna rovnica sama o sebe nepredstavuje nejaky geometricky ttvar
v priestore J(©. Ale predstavuje ho vo ”vysSom”priestore J(™. A akondhle mame nejaky mate-
maticky objekt (v tomto pripade diferencidlnu rovnicu), reprezentovany ako hladky geometricky
objekt (v tomto pripade ako nejakii (nad)plochu v J(), mozeme sa pytaf na jej symetrie - na
transformécie, ktoré ju ako celok zachovavaji - a nasadit celd masinériu, ktora je tak k dispo-
zicii. RieSeniam rovnice (resp. grafom rieSeni) zodpovedaji nejaké ttvary v priestore zavislych
a nezévislych premennych J(©) (pre obycajnt diferencidlnu rovnicu prvého radu st to krivky), a
tymto zodpovedaji nejaké objekty premietnuté do vyssieho jetového priestoru J(™. Je tu nadej, 7e
vektorové polia zachovavajice plochu zodpovedajicu diferencidlnej rovnici potom budt mapovat
taky objekt (vo svete "hore”) zodpovedajici rieSeniu na objekt (vo svete ”dole”) zodpovedajtci
(vo vieobecnosti inému) rieseniu. Co by este neznamenalo privela, keby nebola aj nadej, Ze aspon
niektoré vektorové polia z jetového priestoru maja svoje projekcie do vektorovych poli v priestore
zavislych a nezévislych premennych. Najst vektorové polia, ktoré zachovavaji nadplochu v jetovom
priestore, a vediet ich spustit na ”dolny svet”znamend najst generatory transformécii mapujicich
rieSenia na rieSenia. To sa len tak nezahadzuje.

Co treba urobit:

e reprezentovat diferencidlnu rovnicu pomocou zodpovedajicej algebraickej ako (nad)plochu
v jetovom priestore J(™)

o predlzit grafy funkcii z J(© na vhodné grafy na J™
o predlzit vektorové polia na J(® na vhodné vektorové polia J()
e vyuzit na J™ celit geometrickti maginériu, po akej situdcia vola

e 7spustit” celtl ziskant korist do J(©)
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Diferencidlna rovnica ako (nad)plocha v jetovom priestore J)

Reprezentovat diferencidlnu rovnicu ako (nad)plochu v jetovom priestore J () jednoducho zna-
menad, ze derivacie zavislej premennej si predstavime ako dalSie premenné v priestore s prisluSnym
rozirenim. Ako bolo povedané, vizualizicia sa d& urobit len pre obycajné diferencidlne rovnice
(jedna zévisld a jedna nezdvisla premennd) prvého radu (len jeden typ derivécie), vypoctovd me-
téda funguje aj pre parcidlne diferencidlne rovnice mnohych radov, dokoncy pre ich systémy.

plocha predstavuijtica
diferencialnu rovnicu

Jetovy priestor

e = 2@
Ye (x,¥:¥2)

Obr. 11: Rovnica y, = 2x ako geometricky objekt v jetovom priestore.

Predlzenie grafu funkcie v J(©) do jetového priestoru J(

Rozsirit graf funkcie (tvar v priestore zavislych a nezavislych premennych) do jetového priestoru
J™ znamen4 jednoducho pridat zlozky zodpovedajice prislusnym derivicidm - vietkych radov
az po n-ty. Tomuto roz$ireniu funkcie f sa niekedy hovori n-té predfzenie. Budeme ho oznacovat
pr” f. V tomto zmysle nulté predizenie je povodnd funkcia prlf = f.

Rozmer n-tého jetového priestoru zavisi od poc¢tu moznych derivacii rddu n a menej, teda je za-
visly od po¢tu nezavislych premennych. Napriklad graf funkcie y = f(x) méa vo svete ”dole” zlozky
(z, f(x)), a v 3 rozmernom jetovom priestore J() bude mat zlozky (z, f(x), f.(2)). Ak je pries-
tor nezavislych premennych rovina z,y, zavisld premennd je z = h(x,y), a mame dofinenia s
parcidlnou diferencidlnou rovnicou prvého radu, potom potrebujeme rozsirenie do 5 rozmerného
priestoru .J(1). Graf predizenej funkcie pr'h tam ma zlozky (x,y, h(z,y), ha(z,y), hy(z,y)). Ak
mame docinenia s funkciou jednej premennej, ale vy$simi derivaciami, napriklad s druhou, bude
potrebné rozsirenie (z, f(), fz (), fzz(z)), teda druhé predizenie do 4 rozmerného J(2) .

Y.
(ye =2x) N (y==z?) ‘

Jetovy priestor
(%, ¥x)
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) yx
(ye=2z) N (y=2)

Jetovy priestor
(% ¥: %)

Obr. 12: Rozsirenie (”zdvihnutie”) grafu funkcie y = 22 do jetového priestoru.

PredlZenie vektorového pola do jetového priestoru

Pozname uz vektorové polia V= £0, + @0, a ich toky teClce na J (0) | kde transformujt body
(a teda aj grafy funkcif) v rovine z,y. Ako vyzeraji polia predlZzené do jetového priestoru
JW), nazvime ich prlv, ktorych toky transformuji body v priestore J(!) so stiradni-
cami x,y, Y7

Na to, aby sme nie¢o nasli, je ¢asto dobre ujasnit si, aké mame na to poziadavky. Vektorové
polia, ako ich mame definované, sa daji chapat ako operdtory na funkcidch (parcidlne derivacie
stojace na mieste bazovych vektorov velmi pomdhaji takémuto ndhladu). Na nasom J) zrejme
tec¢t toky vektorovych poli typu W*0, + WY, + W¥=9,_, kde zlozky W*  W¥ W¥ mbzu vo
vSeobecnosti zavisiet od vetkych dostupnych premennych Z,Y, Y, a posobia na funkcie na jeto-
vom priestore zavisiace od tychto premennych. PredlZené polia pr'V majtce svoj povod v J©),
bud tvorit podmnozinu tychto. Ich zlozky buda zavisiet len od x, y. Dolezité je, aby konmstentne
posobili na podmnozinu funkcif na jetovom priestore tvorent predizeniami funkcii zdola, pr' f.

Predizené vektorové pole prlv by malo na predlzent funkciu pr'f posobif konzistentne v tomto
zmysle: Ak na priestore J(© transformujeme tokom pola V funkciu f a potom ju takto trans-
formovant predizime do jetového priestoru J™), malo by to byt to dopadnif rovnako, ako ked
funkciu f najprv predfzime do J a tam transformujeme tokom predf#neného pola pr!V.

Teda stratégia pri hfadani algoritmu na najdenie predlZenia pola by mohla byt takéto:

e Vezmime na J© nejaké pole V = €8, + ¢d,. Jeho hladané predizenie oznacme pr!V.
Ked7e jeho tok bude posobit na J*) so stradnicami x,y,y,, ¢akdme ho v tvare pr'V =
€0y + ¢0y + ®70,, . Dolezité bude néjst komponentu &% (z,y) ¢o pribudla.

e Skimajme, ako sa pri transformdcidch funkcie y = f(x) v priestore z,y tokom pola V trans-
formujti predizenia funkcie pr' f v priestore x,y, y,, teda skimajme z(e), y(¢€), y. (), kde y a
Y, nie s nezavislé, ale st funkciami premennej z, a to vzajomne konzistentne ako aj znacenie
napovedd, teda y = f(x), y» = f=(2).

e Néjdime generator tejto transformécie, teda poderivujme (plnou, totdlnou derivéaciou) po-
dla parametra a vyCislime v ¢ = 0. Toto by mali byt komponenty ndsho hladaného pola
prlv. Prvé dve komponenty buda zrejme totozné s tymi ktoré malo pole ‘7, prave tak ako
prvé dve komponenty predizeného grafu pr! f boli len képiou komponent grafu f. Novinkou
je komponenta ®*(x,y) ¢o pribudla.

Podme teda podla nacrtnutej stratégie predlzovat pole V = &(x,y)0r + ¢(x,y)0,. Jeho tok
transformuje body na nultom jetovom priestore J°, v rovine (z,y) — (%,9) = (z(€), y(¢))
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a teda aj grafy, krivky

(z, y(x)) = (2, 9(Z)) (14)

Transformécia (14) indukuje aj transforméciu na prvom predlZenom jetovomn priestore J':

(#,y(2), y2(2)) = (2,9(2), 92(T)) (15)

Derivovanim podla € a vy¢islenim v € = 0 dostdvame komponenty zodpovedajiiceho generatora
transformécie na prvom jetovom priestore .J!

pr'V = &(2,y)0, + ¢(x,y)dy + % (2, 9)d,, (16)

ktorého komponenty &(z,y), ¢(z,y), P*(x,y) ndjdeme ako

(g,¢,q>w):(df<e> dj(e) d%(e))

de ' de ’ de

e=0
(&5 0, opds on Onds
T \de’ B¢  9Fde’ Oe o0x de
:(57 Q+£yz> DwQ""&Uwz)

:(57 ¢a Dz(¢_§yza)+£ymm)

e=0

Prvé dve komponenty budii zrejme totozné s tymi ktoré malo pole ‘7, préve tak ako prvé dve
komponenty predlzeného grafu prf boli len képiou komponent grafu f. Komponentu ¢o pribudla
predlzenim do jetového priestoru sme nazvali ®*, aby ladila s bazovym Dy, "

D, Q je totalna derivacia charakteristiky podla nezavislej premennej.

re-(5)| -5 (%)
Oc ) |._yg dT \Oec

Na konci (17) sme vsSetko prepisali cez komponenty pdvodného pola &, ¢, aby sa ukézala suvislost
medzi komponentami Va prlv. Je v8ak velmi vyhodné pouZivat aj ich kombinaciu @, osobitne
ak budeme predlzovat do eSte vyssich jetovych priestorov.
Zovieobecnit postup do vysich jetovych prietorov J | kde n zna¢ najvyssi rad derivécie uz
nie je principidlne tazké, len vypoctov pribiida. Predizenia grafov funkcii budii mat oproti pévod-
nym grafom prisluiné zlozky naviac (z,y(z), yz(2), Yee (), ...). Transformaciou na priestore .J(©)
zévislych a nezavislych premennych sa indukuje transforméacia aj na J™

_4d
Oidx

(p(x,y) — &2, y)ya)

e=!

(l’, y(:c), yz(z)v ymc(x)v ) - (5:7 g(j)v gi(‘%)7 gia’c(j)a ) (18)

PrediZenie pola V do jetového priestoru J(™), teda pole
pr"V = £0; + 90, + ©“0,, + 770, + ...

s komponentami £(z,y), ¢(z,y), D*(x,y), **(z,y), je konStruované ako generator transformécie
(18), teda jeho komponenty dostaneme tak, ze derivujeme kazdi zlozku predizeného grafu podla
€ a vyCislime v € = 0.

TU% azda zalina byt jasné, preo sme pred Gasom premenovali V¥ na ¢. Symboly typu V¥%, pripadne s neskor
potrebnymi oznaeniami derivécii, napriklad V;¥**, V%, ... atd sl uz na hranici tinosnoti aj pre matematikov, nieto
este tu.
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T T _ d.’f(G) dg(e) dgi’ (6) d2 ~€f/’3~0 (6)
(57 ¢7 o 7(1) ) ) = ( de ' de de ' de ; ) o

:(gv Q"‘gym DIQ‘nym, szQ"_gyx:rza )

Pripad viacerych zavislych a nezavislych premennych

Uvedme si tu eSte zovieobecnenie na pripad viacerych nezavislych a zavislych premennych a prislu-
§nych jetovych priestorov®. Viacero nezivislych premennych sa vyskytuje v parcidlnych diferencigl-
nych rovniciach, viacero zavislych premennych v previazanych systémoch diferencidlnych rovnic.
V principe ide len o pridanie prislusnych osi do priestoru J©) (priestor nezévislych a zavislych
premennych, svet ”dole”) a samozrejme tiez obohatenie priestoru J (") o rozmery zodpovedajtice
vSetkym moznym derivaciam radu mensieho az rovného n. S tym ide pridanie prislusnych zloziek
vektorovych poli a ich predlZeni. V podstate sa vSak len v algoritme na prediZenie pola (19) objavi
sumovanie cez vSetky moznosti, teda principialne ni¢ nové.

Nech nezavislé premenné sa z*, i = 1, ..., p, zavislé premenné y®, a = 1, ..., g. Teda priestor
J©) je p + ¢ rozmerny, lebo tolko mame spolu nezavislych a zavislych premennych. Priestor J()
je p + ¢ + pq rozmerny (p + ¢ rozmerov je samozrejme kvoli J(©) ktoré zahfiia, a pg kvoli poétu
prvych derivécii ktoré sa daju uvazovat. A tak dalej.

Polia na priestore J(© budt mat p 4+ ¢ komponent

p q
V=) €0+ ¢"0y =0 +¢"0ye (20)

i=1 a=1
Nage pole mé teraz tolko charakteristik kolko je zavislych premennych:

p
Q=0 = &y =¢ —¢'yp (21)

i=1

Skratka y¢ zna¢i deriviciu y* podla z'. Predlzenie pola do n-tého jetového priestoru J™ teray
bude mat prislusne vela komponent:

p q q
prV = 'O+ > %0+ D> Y O 0ye =E'0; + %00 + P T0ye (22)
i=1 «

=1 a=1 T

Sumuje sa cez vietky nezdvislé a zavislé premenné (sumy cez i a «), a cez vSetky mozné derivécie
podla nezavislych premennych (suma cez multiindex 7). Znamienok sumovania je v8ak privela, v
sulade s konvenciou ich budeme vynechavat s tym, Ze implicitne sa o¢akdva sumovanie cez opako-
vané indexy.

Konkrétne komponenty predfzeného pola ®*7T dostdvame podobne ako v pripade jednej zavis-
lej a jednej nezavislej premennej, len nezabtidajme ze teraz existuje charakteristika Q< pre kazda
zavisli premennil y* a na presumovanie cez nezavislé premenné kde je potrebné:

27 = D7Q" + €'y = Dr(9” — €'yi) + s (23)

8V tychto situdcidch uZ plnd vizualizicia nie je k dispozicii, ale &itatelov s averziou k troche abstrakcie sme u%
beztak stratili davno.
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Kritérium infinitezimalnej invariantnosti pre diferencialnu rovnicu

Vratme sa k dévodom, preco veci ako funkcie s grafmi na J(©, vektorové polia s tokmi na J(©
predlzujeme do jetovych priestorov J(™. Dovodom je, ze diferencidlna rovnica n-tého radu méa
v takom priestore prirodzent reprezentéciu, tvori tam akisi (nad)plochu. RieSenia diferencidlnej
rovnice zrejme budt mat predlZenia leziace v tejto nadploche a predlzenia vektorovych poli buda
tto nadplochu zachovéavaft, len budi azda presivat jedno prediZené riesenie na iné. Mame nadej,
ze v jetovom priestore bude pomerne lahké najst takéto polia. Ak sa ndm z nich potom podari
spitne zrekonstruovat ich nepredlzena verzia, mame pole na J) mapujtce rieSenia na riefenia -
sposob, ako z jedného urobit (moZno) iné.

Pracujme najprv znova s jednou zavislou a jednou nezévislou premennou. Chceme najst vekto-
rové pole V= £0z + ¢0y na priestore J (0), priestore nezavislych a zavislych premennych, ktorého
n-té predlzenie pr"V bude na priestore J™) generovat taky tok, ktory nechd invariantnd plochu
zodpovedajucu diferencidlnej rovnici n-tého radu. Aby sa prediSlo nedorozumeniu, komponenty
&(x,y), ¢(x,y) takého pola s pre nas nezname. Poziadavka, aby jeho predizend verzia (ktora,
ako sme videli, stvisi s tymito hfadanymi komponentami) zachovdvala nadplochu zodpovedajticu
diferencialnej rovnici, ndm dodé podmienky, ktoré maja hladané komponenty spliat.

Nech F(x,Yy, Yz, Yzz---) = 0 je nasa diferencidlna rovnica n-tého rddu. Je geometrickym ttva-
rom v priestore J™ so stradnicami z,, Yz, Yzz..., kam patri definiény obor funkcie F. Rovnica
predstavuje nulova vrstevnicu tejto funkcie.

Skontrolujme poziadavku

VF = (0,F,d,F,0, F,d, F,..) #(0,0,0,0,...)
F=0

. Ak nie je splnend, nasa metdda nie je spolahliva. Ak je, pokracujeme.

Nasadenim kritéria infinitezimalnej invariantnosti najdime polia na J™, ktoré zachovavaji nad-
plochu F(,9, Vs, Yzz-..) = 0. Zo vietkych poli, ktoré te¢t na J(™, chceme len tie, ktoré s pre-
dlzeniami poli z J(©. To d4va obmedzenie na ich komponenty - mozu zavisiet len od premennych
z JO,

0=pr"VF (24)
F=0

= (£0y + 90, + ®%0,, + ®*“0,,, + ...)F
F=0

Nezabudnime, ze komponenty &%, &% ... si poskladané z komponent £, ¢ a ich derivacii. Mame
teda podmienky, ktoré maji komponenty hladaného pola V na J© splnit. Je pravda Ze st to vo
vSeobecnosti samy osebe diferencidlne podmienky. Ale ¢asto jednoduchsie nez povodné diferen-
cidlna rovnica.

Ked mame hladané pole £0, + ¢0,, ndjdime tok ktory indukuje na priestore J 0). Ak méame
nejaké rieSenie naSej diferencidlnej rovnice, tento tok ndm ho odplavi na (vo v8eobecnosti) iné.
Aj ak rieSenie nemame Ziadne, maf generdtor symetrie rovnice sa oplati - lebo najdenim jeho
integralnych kriviek vieme niekedy odhadnit nové siradnice, v ktorych by rovnica mohla byt
lahgia.

Priklad: Diferencidlna rovnica v jetovom priestore

Celé to azda znie abstraktnejSie nez sa patri, ukdzme si to na konkrétnej situdcii. Opét volime
jednoduchy priklad, ktory by sme vyriesili aj bez masinérie s ktorou sa zoznamujeme - ale prave
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zoznamovaci proces predsa vola po prikladoch, kde ndm davna skiisenost moze robit garde.

Vezmime rovnicu y, = 2z. Ako obvykle, y, je skratené oznacenie derivacie podla z. Teda x je
nezavisld a y zavisld premennd, a jedina relevantné derivacia pre tcely stvisiace s nasou rovnicou
je yg. Jetovy priestor J() teda bude pozostavat z 2D priestoru ("svet dole”, J (0)) so suradnicami
x,y a 1D rozsirenia, ktorému zodpoveda rozmer ostradnicovany cez y,.

Nasa diferencidlna rovnica je v tomto rozsirenom 3D svete reprezentovana plochou
F(mvyayw) =Yz — 2z =0

¢o je jednoduch4 naklonen4 rovina. RieSenia nagej diferencidlnej rovnice st nejaké krivky v J(©),
ktoré maji svoje zodpovedajtce predlzenia na ploche zodpovedajicej rovnici. Samozrejme tvarime
sa, ze zatial nepozndme vSetky rieSenia, aj ked, ako uz bolo spominané, ukazujeme si metédu na
priklade, ktory po nej az tak nevola. To, ze ich v skuto¢nosti vieme v tomto pripade uhadnut, nech
nam len na konci pomdZze overit, ¢o sa deje. A tiez ujasnit si zopar veci eSte aj o tomto notoricky
znamom pripade rovnic.

Yr = 2T plocha predstavuijica diferencialnu rovnicu

(ye=2z) N (y=2"+¢)
krivky zodpovedajlce
rieSeniam v jetovom
priestore

Jetovy priestor
(% ¥: ¥x)

rovina x,y predstavuje priestor

2
= X C
¥ T nezavislych a zavislych premennych

riesenia diferencialnej rovnic
v priestore nezavislych a zavi
premennych

Obr. 13: Rovnica y, — 2z = 0 ako geometricky objekt v priestore x,y, y, s rieSeniami v priestore
T, Y.

Gradient (v jetovom priestore) funkcie F nie je nikde nulovy:
(8965 ay) 8yz )F = (8965 ay) 874: )(ym - 2$) = (_2707 1) 7é (0’070) (25)

takze infinitezimalna podmienka invariantnosti pr1‘7F |F=0 = 0 bude postacujicou pri hladani
symetrie. Najdime polia, ktoré zachovavaji rovinu y, —2x = 0. Vlastne hladdme symetrie "nulovej
vrstevnice” funkcie F(z,y.y;) = y» — 2x. Samozrejme hladdme len také polia

priV = €8, + ¢d, + °9,,

v jetovom priestore J(), ktoré vznikli predlzenim vektorovych poli z J(© kde pdsobia polia typu

V =¢&(2,9)0: + (x,1)0,

lebo len tie budeme vediet (za predpokladu 7e ich ndjdeme) spustit naspit na J(© a tam pripadne
pouzit na hladanie novych rieSeni a pod.
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Teda komponenta ®* prediZzeného pola bude D, (¢ — £y.) + EYwe, pricom &, ¢ zévisia od (z,y) a y
je na rieSeniach funkciou x.

Nezabudnime teda pri derivovani na funkéné zavislosti &(z,y), #(x,y), y(x). Derivicie budeme

oznacovat spodnym indexom.

0= pr! VF
F=0

(£0x + POy + ‘I)xayz) (Yz — 22)

Yo —2x=0

= 2 4 @°
= —26 4 Do(¢ — EYn) + EYaa

=26+ ¢ + d)yya: — &Yz — gy(y:c)Q — &Yz + EYza

0= (—25 + d)x) + (¢y - gm)yz - Ey(yz)z

V priestore J) sa jedna vlastne o polyném (vo vBeobecnosti vo viacerych premennych) rovny
nule. Teda kazdy moném musi byt nulovy zvlist, a tak ziskavame tri poziadavky na komponenty

£(z,y), oz, y):

(”) 0= qj)y - &
(i) 0=¢,

Posledna (iii) ndm hovori, Ze £ nezavisi od y, teda £ = &(x). Ak (i) poderivujeme este raz podla y
a (ii) poderivujeme podla z a zvazime nezavislost £ od y prichddzame k podmienkam

¢wy = 2§y =0

¢ym =0= g:c:c

Vidno, ze £ je nanajvys linedrnou funciou x, a koeficienty nemozu zavisiet ani od y
E=axr+Db
Este poderivujme (ii) podla y

¢yy = fzy =0

Odtial je jasné, Ze ¢ je nanajvys linearnou funkciou y, ale koeficienty e$te mozu byt funkciami z

¢ = a(x)y + B(x)
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. Spétnym dosadenim do (i), (ii) prideme postupne k nasledujicemu v8eobecnému tvaru pre kom-
ponenty hladaného pola:

E=ar+b

¢ = ay + ax® + 2bx + ¢

Teda pole, ktorého predizenie zachovava diferencidlnu rovnicu y, — 2z = 0 ma tvar

V = (az + b)0, + (ay + az® + 2bx + )0y

kde a,b,c st Iubovolné konstanty. Inak povedané, je linedrnou kombinéciou (so spomenutymi
koeficientami) troch symetrie generujtcich poli

V =a(z0, + (y + 2%)0y) + b(0; + 220,) + 0,

Ozna¢me si tieto polia VI, VI VIII a3 pozrime sa na ne blizgie. Osobitne na to, ¢o robia s

rieSenim rovnice.

V=20, + (y + )9,

VI =9, + 220,

VI =g,

V ramci skagky spravnosti skontrolujme, ¢ predizenie kazdého z poli naozaj zachovéava plochu
zodpovedajicu diferencidlnej rovnici y, — 2z = 0, teda & kazdé splia kritérium infinitezimaélnej
invariantnosti. Upozornime tu na fakt, ze najst predizenie ziada len aplikovat algoritmus (17), ¢o
je pri teraz uz zndmych komponentach pola len vec mechanického derivovania.

pr!V! =28, + (y + 2%)0y + (Daly + 2% — 2ys) + 2Yua)y,

=20, + (y + )9, + 220,

priv =9, + 220y + (D3 (22 — 1yz) + 1Yaz)0y, = O + 220, + 20y,

priVI =9, + D,(1)d,, =9,

pr' V! (Yx — 27)

pr' VI (y, — 22)

pri VI (y, — 2z)

Yo —2x=0

Yo —22=0

= [20, + (y + xz)ﬁy + 220y, (Y. — 27)

= [0p + 220, + 20y, ](ys — 27)

Yo —22=0

Yo —2x=0

=[-2+2]

= [—2z + 2z]

Yz —22=0




Skuska spravnosti teda prebehla dobre pre vSetky tri polia. Teraz sa pozrime, aka transformaciu
(tok) buda robit na rovine x, y, a konkrétne ¢o budi ich toky robit s jednym riesenim diferencidlne;
rovhice, y = 2.

Podme sa teraz pozriet na toky(z,y) — (%,7)) indukované polami VI, VI VI,

Tok indukovany polom V! = zd, + (y + 2?)0, néjdeme inetgraciou jeho komponent

dr dy 9
de v de vyt
z(0) =z y(0) =y
RieSenim je
x(e) = & = xe© y(e) = §j = x>

Aby sme splnili y(0) = y, polozime y(0) = 22(0). Zrejme funkcia y = 22 bude nejako vyznaén4 pre
toto pole. Jej graf je integralnou krivkou, a transformécia indukovand polom VI ju zrejme nechd
v povodnom tvare, ale skontrolujem si to aspon pre precvicenie:

Inverzna transformécia potrebnéd pre dosadenie do transformovanej funkcie je z(Z,3) = Ze™°.
Dosadme do

§(7) = [2(z,9)]%e*
_ (5’8676)2626 _ .%2

Funkcia y = 22 je naozaj invariantna pri toku pola V. Pole V! nam neporusi takéto riesenie
diferencidlnej rovnice, ale ani z neho nendjde ni¢ dalsie.

Tok indukovany polom V! = 9, + 229, najdeme inetgraciou jeho komponent

dx dy
de de .
z(0) == y(0) =y
RieSenim je
zle)=T=xz+¢ y(e) = § =y + 2ze + €

Pozrime ako transformuje graf funkcie y = x2:

Inverzna trnasformdcia potrebnd pre dosadenie do transformovanej funkcie je x(Z,9) =  — e.
Dosadme do

9(@) = y(a(,9)) + 22(2,9)e + €
—(@—-€e’+2EF—e)+ =7

Funkcia y = x? je invariantn4 aj pri toku pola V1. Ani toto pole V! ndm neporusi takéto riesenie
diferencidlnej rovnice, ale ani z neho nendjde ni¢ dalsie.

Tok indukovany polom VI = 9, néjdeme inetgraciou jeho komponent

dx dy
de de
z(0) == y(0) =y
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RieSenim je
z(e) =Z=u yle)=g=y+e
Pozrime ako transformuje graf funkcie y = x2:

Inverzna trnasformacia potrebné pre dosadenie do transformovanej funkcie je mimoriadne jedno-
duchd z(z, ) = Z. Dosadme do

Funkcia y = 2 sa pri toku pola vy transformuje nasledovne:

yx) =2 «— J@) =% +e¢

Teda ak y(z) = 22 riesi diferenci8lnu rovnicu y, — 2z = 0, riesi ju aj y(z) = 22 + ¢, kde ¢ je
konstanta! T4 stard znama integracnd konStanta je teda prejavom istej symetrie. Generatorom je
pole 0, generuj=uce posunutoia v smere osi y, ¢o tu dava naozaj nazorny zmysel, kedze nase nové

riesenia y(z) = 22 + ¢ st oproti pévodnému riegeniu y(z) = 22 len posunuté v smere osi y.

Pozorovanie, Ze za integra¢nymi konstantami je nieco hlboké umoziuje precvicit si na tomto tri-
vidlnom priklade metddy, ktoré nadobiidaji omnoho vicsiu uzitocnost tam, kde uz vizualizicia a
notorickost situdcie nei st k dispozicii ako sprievodcovia. Tu celd maginéria vyznievala ako lov ps-
truhov harptnou - ale nakoniec harpinu treba vziat prvykrat do ruky omnoho skor nez sa pustime
za, zralokmi.
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