
Symetrie - stopy krásy v matematike

Transformácie sú dôle¾ité, a niektoré ich triedy majú osobitne význaèné vlastnosti. Napríklad
tým, ¾e napriek tomu, ¾e "nieèo sa deje", nieèo sa nemení, zachováva1. Pojem symetrie ide
ruka v ruke so zdanlivo opoziènými pojmami transfomácie a invariantu, zmeny a stálosti.
Transformácia, prechod od jedného stavu systému k inému stavu, je pre daný systém symetriou,
ak sa poèas nej nestráca nieèo charakteristické, èo tvorí identitu systému. Táto zachovávajúca
sa charakteristika je potom vzhµadom na danú transformáciu invariantom. Symetrie sa oddávna
spájajú s krásou. Tu sa budeme venova» jej prejavom v matematike, hµadajúc dôkazy ¾e krása nie
je "len"na ozdobu.

Transformácie a toky, analógia s teèením

Transformácie mo¾no deli» podµa rôznych kritérií. Ako veµmi dôle¾ité kritérium sa ukazuje spoji-
tos» èi diskrétnos». V oboch prípadoch existuje pojem identickej ("nulovej") transformácie, ktorá
"nerobí niè". V diskrétnom prípade v¹ak existuje nejaká najmen¹ia nenulová transformácia, akýsi
minimálny krok. V spojitom prípade je mo¾né si µubovoµnú nenulovú transformáciu predstavi»
ako poskladanú z e¹te men¹ích - mô¾eme postupova» po in�nitezimálne malých kúskoch. Spoji-
tos» transformácie súvisí so spojitos»ou parametra, ktorý ju kvanti�kuje. Napríklad pri posunutí
predstavuje tento parameter vzdialenos», pri otoèení uhol. . .

Zdanlivo triviálne pozorovanie, ¾e veµká trasformácia sa dá urobi» ako suma mnohých malých,
má neèakane veµký dopad na schodnos» a u¾itoènos» výpoètov. Ïal¹ia uká¾ka pravidla, ¾e hlboké

Obr. 1: Aj cesta dlhá tisíc míµ sa zaèína prvým krokom. Zaèiatky spojitých transformácií a ne-
mennos» je »a¾¹ie rozpozna». Èas uká¾e rozdiel.

uva¾ovanie nad jednoduchými vecami priná¹a viac ovocia ako povrchné håbanie nad komplexnými
problémami.

Zaènime veµmi jednoducho. Budeme najprv uva¾ova» o transformáciách v euklidovskej ro-
vine. Pou¾ime jednoduchú analógiu - predstavme si rovinu ako povrch rieky, a pohyb (teèenie)
jednotlivých molekúl bude reprezentova» transformácie bodov v rovine. Samozrejme, takéto po-
dobenstvo má svoje limity - jednak body v euklidovskej rovine sú nekoneène malé a nekoneène
nahusto, tak¾e si musíme predstavi» "spojitú vodu"s nekoneène malými èiastoèkami (èo by malo
by» porovnateµne µahké alebo »a¾ké ako pri tej vode). Ïalej voda je do znaènej miery nestlaèiteµná,
ale model nestlaèiteµnej vody je pou¾iteµný na intuitívne uchopenie len tých transformácií, ktoré
¾iadne dva body nemapujú do toho istého obrazu. Postupne si v¹ak mô¾eme roz¹irova» podoben-
stvo aj na také prípady, mô¾eme si predstavova» stlaèiteµnú kvapalinu, dokonca kvapalinu, ktorá
èarovne vzniká a zaniká.

1Bez tohto nakoniec »a¾ko vôbec uva¾ova» o svete. Je èlovek, ktorého vidíme dnes ráno ten istý, ktorého sme
videli vèera veèer? Èas sa zmenil, mo¾no aj ten èlovek sa zmenil. Ale je nieèo, èo ostalo, èo nám umo¾òuje hovori» o
jeho identite. Rozpozna», èo sa mení a èo zachováva chce dávku rozumnosti a¾ múdrosti. Tu sa budeme pohybova»
na bezpeènej pôde matematických a geometrických transformácií.
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Obr. 2: Vodný tok transformuje kon¹telácie lístia na hladine.

Uveïme si niekoµko prípadov takéhoto teèenia bodov v rovine (zov¹eobecnenie do viac rozmerov
nie je v princípe problematické, iba nároènej¹ie na gra�cké zobrazenie). Nech body (x, y) odteèú
do nových bodov (x(ϵ), y(ϵ)). Máme vlastne parametrické vyjadrenie krivky - prúdnice v
rovine.

(x, y) −→ (x(ϵ), y(ϵ)) (1)

(x, y) = (x(0), y(0))

Parameter transformácie ϵ je analogický èasu pri naozajstnom teèení. V èase ϵ = 0 sme
na ¹tartovacom bode. Dlh¹í èas zodpovedá väè¹iemu ϵ. Hodnota kóduje polohu pozdå¾ prúdnice.
Súbor v¹etkých prúdnic tvorí tok(a tento tu tvorí transformáciu roviny). Keï hovoríme o toku a
prúdniciach (plavebných èiarach), je namieste aj úvaha o rýchlosti plavby. Rýchlos» je vektor v
smere pohybu, ktorého veµkos» súvisí s mierou zmeny polohy voèi zmene parametra. Toto v¹etko
vedie k de�nícii komponent rýchlosti v nejakom bode (zvoµme tento bod ako ¹tartovací)

(V x, V y) =

(
dx

dϵ
,
dy

dϵ

) ∣∣∣∣
ϵ=0

(2)

Vektor s takýmito komponentami budeme ho vola» generátor toku èi transformácie. Kom-
ponenty prúdnic (1) sa dajú získa» spätne integrálmi komponent vektora (2), hovoríme im teda
integrálne krivky.

Oznaèenie "generátor"dáva dobrý zmysel, keï si v¹imneme súvis medzi generátorom a in�-
nitezimálnou plavbou - o malièké ϵ pozdå¾ integrálnej krivky. Toti¾ x(ϵ), y(ϵ) mo¾no ako slu¹né
analytické funkcie rozvíja» do Taylorovho radu, a pre malé ϵ je mo¾né zanedba» v¹etky èleny vy¹¹ie
od lineárnych :

(x(ϵ), y(ϵ)) ≈
(
x(0) +

dx

dϵ

∣∣∣∣
ϵ=0

ϵ , y(0) +
dy

dϵ

∣∣∣∣
ϵ=0

ϵ

)
= (x+ ϵVx , y + ϵVy)

∣∣∣∣
ϵ=0

(3)

Pole "rýchlosti"(ak ϵ je interpretované ako èas), dané v ka¾dom bode dotyènicovým vektorom k
integrálnej krivke prechádzajúcej daným bodom, naozaj "generuje"vývoj pozdå¾ nej: Keï je hod-
nota parametra/èasu nulová, sme v pôvodnom bode, a ako málièko (ϵ) neskôr sú súradnice dané
ako poèiatoèné plus lineárny (v parametri ϵ) príspevok súvisiaci s na¹im vektorom.

2



Aby sme pole s komponentami (2) uchopili ako matematický objekt, ujasnime si, ¾e identi�kácia
(2) dáva súradnice vektorového poµa rýchlosti, vyèíslené v ¹tartovacom bode. Vzhµadom na
akú "bázu"sú dané súradnice? Èo sú vhodné "bázové vektorové polia"? Súradnice vektora
sú ovplyvnené voµbou súradníc (x,y) v rovine. Skúsme nejaké ¹peciálne prípady, zodpovedajúce
"bázovým tokom":

Tok teèúci pozdå¾ x-ovej osi jednotkovou rýchlos»ou (efektívne ako parameter mô¾eme vzia» ϵ = x)
by mal ako "prúdnice"priamky rovnobe¾né s x-ovou osou, s parametrickým vyjadrením (x(x), y(x)) =
(x, 0) Zároveò v¹ade ako súradnice oèakávame (1, 0), èo sedí s

(
dx
dx ,

d0
dx

)
.

Tok teèúci pozdå¾ y-ovej osi jednotkovou rýchlos»ou (efektívne ako parameter mô¾eme vzia» ϵ = y)
by mal ako "prúdnice"priamky rovnobe¾né s y-ovou osou, s parametrickým vyjadrením (x(y), y(y)) =

(0, y) Zároveò v¹ade ako súradnice oèakávame (0, 1), èo sedí s
(

d0
dy ,

dy
dy

)
.

Teraz si to dajme dokopy s faktom, ¾e veobecnej¹ie toky sú charakterizované krivkami, ktoré majú
nenulové priemety na os x aj na os y, a mô¾u predstavova» teèenie nielen jednotkovou rýchlos»ou.
S týmto na mysli prepí¹me (3) sugestívnej¹ie:

x(ϵ) =

(
1 + ϵ

dx

dϵ

∂

∂x

)
x(ϵ)

∣∣∣∣
ϵ=0

y(ϵ) =

(
1 + ϵ

dy

dϵ

∂

∂y

)
y(ϵ)

∣∣∣∣
ϵ=0

Na mieste bázových vektorov e⃗x, e⃗y z lineárnej algebry tu stoja operátory parciálnych derivácií
podµa daných premenných. Na¹e vektorové pole teda bude ma» vyjadrenie

V⃗ = V x ∂

∂x
+ V y ∂

∂y
(4)

=
dx

dϵ

∂

∂x
+

dy

dϵ

∂

∂y

= ẋ ∂x + ẏ ∂y

Totálnu deriváciu podµa parametra analogickéhu èasu budeme èasto oznaèova» bodkou (tradícia
u¾ od Isaaca Newtona). Parciálne derivácie sa èasto skrátene oznaèujú ∂x, ∂y.

Zhrnutie: Súvis toku a generujúceho poµa

Tok generujúceho poµa je súbor "prúdnic", parametrizovaných kriviek (x(ϵ), y(ϵ)) ktorým hovoríme
integrálne krivky. Generujúce pole je v ka¾dom mieste dotyènicové k prúdniciam, jeho komponenty
sú (ẋ, ẏ), kde bodka znaèí deriváciu podµa parametra ϵ.

Nájs» k danému toku (transformácii zadanej ako rodina parametrizovaných kriviek) príslu¹ný
generátor vy¾aduje len deriváciu zlo¾iek krivky a vyèíslenie v nule. (Poznáme x(ϵ), y(ϵ), hµadáme
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V x, V y )

V x(x, y) =
dx

dϵ

∣∣∣∣
ϵ=0

V y(x, y) =
dy

dϵ

∣∣∣∣
ϵ=0

Opaèná úloha, teda nájs» tok generovaný zadaným poµom (známe V x(x, y), V y(x, y), hµadáme
x(ϵ), y(ϵ)) vy¾aduje integráciu zlo¾iek vektorového poµa. Treba rie¹i» sústavu diferenciálnych rovníc
pre neznáme funkcie x(ϵ), y(ϵ) (s danými poèiatoènými podmienkami)

dx

dϵ
= V x(x, y)

dy

dϵ
= V y(x, y)

x(0) = x y(0) = y

Ilustrujme si súvis medzi transformáciou, jej in�nitezimálnou verziou a generujúcim tokom na
príkladoch niekoµkých transformácií v rovine.

Posunutie v rovine

Uká¾me pojmy transformácie, jej in�nitezimálnej verzie a generujúceho toku na posunutiach v
smere (a, b), kde a, b sú kon¹tanty. Transformácia bodov roviny bude

(x, y) −→ (x+ ϵa, y + ϵb)

Jej in�nitezimálna verzia (rozvoj pre malé ϵ) vyzerá rovnako, tak¾e koe�cienty generujúceho poµa
sú (a, b), to isté, èo dostaneme deriváciou x(ϵ), y(ϵ) podµa ϵ (v tomto prípade vyèislenie v ϵ = 0 je
rovnaké ako v¹ade inde.) Teda generátor posunutí v smere (a, b) je

V⃗ = a
∂

∂x
+ b

∂

∂y

Obr. 3: Pole a∂x + b∂y (pre a = 1, b = 2), jeho prúdnice, èi¾e integrálne krivky, a bod odplavený
pozdå¾ jednej z nich.
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Rotácia v rovine

V tomto prípade tokom je otáèanie a úlohu parametra hrá uhol pootoèenia ϵ. Z lineárnej algebry
vieme, ¾e pootoèenie o uhol ϵ nám transformuje body nasledovne2:

(x, y) −→ (x̃, ỹ) = (x(ϵ), y(ϵ)) = (x cosϵ + y sinϵ, y cosϵ − x sinϵ)

Jedná sa o koncentrické kru¾nice vypåòajúce rovinu (pre poèiatoèné (x, y) v rôznych vzdialenos-
tiach od stredu máme rôzne kru¾nice).
Ako vyzerá in�nitezimálna transformácia (prípad malého ϵ)? Vtedy máme

cosϵ ≈ 1, sinϵ ≈ ϵ,

(x, y) −→ (x̃, ỹ) = (x(ϵ), y(ϵ)) = (x+ ϵy, y − ϵx)

Zlo¾ky generátora in�nitezimálnej transformácie sú koe�cienty pri parametri ϵ, teda (y,−x). Mô-
¾eme k nim prís» aj (hoci sa jedná prakticky o tú istú vec) tak, ¾e vezmeme na¹u integrálnu
krivku/prúdnicu a nájdeme jej dotyènicový vektor v poèiatoènom bode, teda poderivujeme ju a
potom vyèíslime v ϵ = 0:(

d

dϵ
(x cosϵ + y sinϵ),

d

dϵ
(y cosϵ − x sinϵ)

) ∣∣∣∣
ϵ=0

= (y,−x)

Teda ak na¹ou transformáciou je rotácia, prúdnicami sú koncentrické kru¾nice, a dotyènicovým
poµom (generátorom in�nitezimálnych rotácií) je pole

V⃗ = y
∂

∂x
− x

∂

∂y
.

Pre úèely precvièenia pojmov a kontroly, vyrie¹me opaènú úlohu, teda predpokladajme, ¾e po-
známe pole a chceme mu nájs» integrálne krivky: Potrebujeme vyrie¹i» sústavu rovníc s poèiato-
ènými podmienkami

dx

dϵ
= y

dy

dϵ
= −x

x(0) = x y(0) = y

Táto nie je veµmi zlo¾itá, je jasné ¾e pôjde o kombináciu cosϵ a sinϵ, s koe�cientami danými
poèiatoènými podmienkami. Vidno v¹ak, ktoým smerom je výpoèet zlo¾itej¹í.

(x(ϵ), y(ϵ)) = (x cosϵ + y sinϵ, y cosϵ − x sinϵ)

. Ide o koncentrické kru¾nice
x2(ϵ) + y2(ϵ)) = x2(0) + y2(0)

Tu x2(0)+y2(0) je kvadrát polomeru danej kru¾nice; (x(0), y(0)) predstavuje "¹tartovací bod"pre
danú prúdnicu

2Poznámka k znaèeniu: Zavádzanie vlnovky sa tu mô¾e zda» zbytoèné, keï¾e "posunuté"body rozpoznávame
podµa nenulového parametra uvedeného ako ich argument (napr. pôvodný, netransformovaný bod má x-ovú súrad-
nicu x(0) = x, transformovaný x(ϵ) = x̃). Neskôr sa v¹ak takáto indikácia transformácie mô¾e zís», osobitne keï
zátvorka s argumentom bude veµmi zavadza», tak¾e zvyknime si na viacero znaèení u¾ vopred.
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Obr. 4: Pole y∂x−x∂y, jeho prúdnice, èi¾e integrálne krivky, a bod odplavený pozdå¾ jednej z nich

Hyperbolická rotácia v rovine

Nájdime integrálne krivky pre vektorové pole

V⃗ = y
∂

∂x
+ x

∂

∂y

.
Toto sa od predchádzajúceho lí¹i len znamienkom pri y-ovej zlo¾ke, ale ako uvidíme, integrálne
krivky vyzerajú výrazne inak. Hµadáme funkcie (x(ϵ), y(ϵ)), pre ktoré platí

dx

dϵ
= y

dy

dϵ
= x

x(0) = x y(0) = y

Vidno, ¾e sa jedná o kombinácie hyperbolických funkcií coshϵ a sinhϵ, s koe�cientami danými
poèiatoènými podmienkami, teda

(x(ϵ), y(ϵ)) = (x coshϵ + y sinhϵ, y coshϵ + x sinhϵ)

. Jedná sa o hyperboly
x2(ϵ)− y2(ϵ) = x2(0)− y2(0)

Tu (x(0), y(0)) predstavuje ¹tartovací bod danej prúdnice.
Teraz je mo¾né urobi» skú¹ku správnosti, teda derivova» na¹e nájdené integrálne krivky (prípadne
rozvinú» x(ϵ), y(ϵ) okolo hodnoty ϵ = 0 po lineárny èlen v ϵ = 0) a prís» spätne ku generátoru
(vektorovému poµu zo zadania). Takéto rie¹enie úloh z viacerých strán sa implicitne doporuèuje,
a¾ pokým sa súvis medzi inegrálnou krivkou, transformáciou, jej in�nitezimálnou verziou a gene-
rátorom nestane vecou rutiny.

Transformácia obrazcov

Uviedli sme si niekoµko príkladov na transformácie bodov v rovine. Ponúka sa otázka, ako sa
transformujú mno¾iny bodov, teda nejaké geometrické obrazce v rovine. Pri na¹ich dote-
raj¹ích úvahách nemalo veµa zmyslu hovori» o deformácii èi nedeformácii obrazcov, veï bod ostal
bodom, len posunutým pozdå¾ prúdnice. Je to analogické situácii, keï do rieky hodíme list. Po-
sunie sa, nezdeformuje. Èo ak by sme v¹ak do rieky hodili niekoµko listov - ako by sa menila ich
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Obr. 5: Pole y∂x+x∂y, jeho prúdnice, èi¾e integrálne krivky, a bod odplavený pozdå¾ jednej z nich

kon¹telácia? Alebo vezmime e¹te spojitej¹í obrazec, trebárs stu¾ku èi povrázok, ktorý by mal pri
prvom kontakte s hladinou nejaký zadaný tvar. Vo v¹eobecnosti sa povrázok pri plavbe nielen
posunie, ale vplyvom rôzneho toku na rôznych èastiach povrázka sa tento aj v¹elijako poskrúca.

Obr. 6: Transformácia spojitého útvaru pri plavbe

Èo sa stane so spojitou krivkou pri transformácii tokom nejakého vektorového poµa? Ostane v
jednom kuse ako stu¾ka, len zmenená tvarom? Ak uva¾ujeme hladké vektorové pole (jeho integ-
rálne krivky sú hladké), potom vplyvom jeho toku sa pôvodne susedné body zobrazia do znova
susedných, aj keï globálna kon¹telácia ("tvar") bude vo v¹eobecnosti iná. Veµkou výnimkou sú tu
krivky dané prúdnicami samotného poµa, teda jeho integrálne krivky. Keï¾e pole teèie z de�nície
pozdå¾ nich, nijako nemení ich tvar.

Vo viacerých rozmeroch si mô¾eme predstavi» nielen transformácie na povrchu rieky, ale aj pod
hladinou, teda efektívne trojrozmerný tok. Mô¾eme uva¾ova» o deformácii bodov, kriviek, plôch
ponorených do toku. A tak ïalej - matematický formalizmus nám umo¾òuje ís» smelo aj tam,
kde vizualizácie nemáme. Keï¾e v¹ak vizualizácia pomáha nabra» intuíciu, zaènime najprv opä» s
tokmi - transformáciami v rovine a uva¾ujme, ako sa deformujú krivky, keï ich necháme odplavo-
va» pozdå¾ inegrálnych kriviek nejakého poµa.

Tok, jeho prúdnice a ich generátor sme u¾ matematicky namodelovali v predchádzajúcich odse-
koch; teraz si e¹te uvedomme, ako budeme modelova» mno¾iny bodov, ktorých deformácie vplyvom
toku budeme skúma». Vezmime ako taký geometrický objekt nejakú krivku. Krivka v rovine sa dá

7



implicitne zada» ako
F (x, y) = 0

Napríklad: rovné èiary, kru¾nice a krivky zodpovedajúce grafom explicitných funkcií y = f(x)
majú implicitné vyjadrenia:

F (x, y) = ax+ by + c = 0 priamka

F (x, y) = (x− a)2 + (y − b)2 − c2 = 0 kru¾nica

F (x, y) = y − f(x) = 0 graf funkcie y = f(x)

Poïme sa pozrie» èo sa stane "s povrázkom hodeným do rieky", resp. s krivkou danou grafom
funkcie. Najprv pripomeòme, èo sa stane s bodmi, a potom vyjadrime zmenu funkèného predpisu
tak, aby zodpovedal novému tvaru krivky.

(x, y) −→ (x(ϵ), y(ϵ)) = (x̃, ỹ)

F (x, y) = 0 −→ F̃ (x̃, ỹ) = F (x(x̃, ỹ), y(x̃, ỹ)) = 0

Pod hrozivo dlhým výrazom sa skrýva jednoduchá my¹lienka: aby sme na¹li novú krivku, vezmeme
predpis starej, staré premenné (x, y zodpovedajúce ϵ = 0) v nej v¹ak vyjadríme pomocou nových
( x̃, ỹ zodpovedajúce ϵ ̸= 0). Potrebujeme teda inverznú transformáciu

x̃, ỹ −→ x(x̃, ỹ), y(x̃, ỹ)

V prípade, ¾e namiesto implicitne zadaných kriviek potrebujeme transformova» grafy explicitne
zadaných funkcií, je potrebné3 e¹te vyjadri» ỹ(x̃).

Ujasnime si teraz veci na príkladoch.

Príklad transformácie obrazcov - rotácia priamky

Vezmime na zaèiatok veµmi jednoduchú krivku - priamku.
Je daná implicitne ako F (x, y) = y−ax−b = 0 alebo explicitne ako graf funkcie y = f(x) = ax+b.
Ako pole vezmime rotácie, teda pole V⃗ = y∂x − x∂y, ktorého tok zodpovedá nám u¾ známej
transformácii

(x, y) −→ (x̃, ỹ) = (x cosϵ + y sinϵ, y cosϵ − x sinϵ)

Teraz budeme potrebova» inverznú transformáciu, ktorá sa nájde veµmi jednoduchou úvahou (oto-
èením rotaènej matice): Ak x̃, ỹ sme dostali z x, y otoèením o uhol ϵ, potom x, y dostaneme spä»
otoèením x̃, ỹ o uhol −ϵ:

(x̃, ỹ) −→ (x, y) = (x̃ cosϵ − ỹ sinϵ, ỹ cosϵ + x̃ sinϵ)

Nájdime transformáciu implicitne zadanej krivky F (x, y) = y − ax − b = 0, resp. transformáciu
grafu funkcie y = f(x) = ax+ b:

F̃ (x̃, ỹ) = F (x(x̃, ỹ), y(x̃, ỹ)) = 0

= y(x̃, ỹ)− a x(x̃, ỹ) − b = 0

= ỹ cosϵ + x̃ sinϵ− a(x̃ cosϵ − ỹ sinϵ) − b = 0

= ỹ(cosϵ + asinϵ) − x̃(acosϵ − sinϵ) − b = 0

3Teraz je azda èas oceni» vlnovku namiesto zátvorky s argumentom ϵ. Staèí pokus prepísa» výraz vy¹¹ie pomocou
x(ϵ), y(ϵ), x(0), y(0) a naznaèi» v òom korektne èo sa vyjadruje pomocou èoho - a je jasnej¹ie, naèo sú dobré viaceré
typy znaèenia.
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Explicitný tvar získame jednoduchým vyjadrením ỹ z implicitnej rovnice, èo v tomto prípade ide
jednoznaène pre uhly ktoré spåòajú (cosϵ + asinϵ) ̸= 0. (To by zodpovedalo zvislým krivkám ktoré
nepredstavujú graf funkcie y(x).)

ỹ = f̃(x̃) =
acosϵ − sinϵ
cosϵ + asinϵ

x̃ +
b

cosϵ + asinϵ

= ãx̃+ b̃

Ako sa dalo èaka», zrotovaná priamka je znova priamka. Ale pozor, "priamos»"síce ostala inva-
riantom (nezmenenou vecou), ale dostali sme inú funkciu (a ako jej graf inú priamku) ako predtým
-parametre sú príslu¹ne pozmenené

Príklad transformácie obrazcov - rotácia kru¾nice

Skúsme e¹te pretransformova» rotáciou, konkrétne takou ktorá zodpovedá toku poµa V⃗ = y∂x−x∂y
(teda tok z predo¹lého príkladu), krivku danú kru¾nicou s polomerom 1 centrovanou v strede
F (x, y) = x2 + y2 − 1 = 0.

F̃ (x̃, ỹ) = F (x(x̃, ỹ), y(x̃, ỹ)) = 0

= x2(x̃, ỹ) + y2(x̃, ỹ)− 1 = 0

= (x̃ cosϵ − ỹ sinϵ)2 + (ỹ cosϵ + x̃ sinϵ)2 − 1 = 0

= x̃2 + ỹ2 − 1 = 0

Tu na rozdiel od rotovania priamok vidíme, ¾e nielen¾e tok ná¹ho poµa prevedie kru¾nicu na
kru¾nicu (teda ¾e "kruhovos»"je invariantom tejto transformácie), ale ¾e sa nezmenili ani len para-
metre kru¾nice - samotná implicitná funkcia a jej graf sú invariantmi! Dôvodom je, ¾e koncentrické
kru¾nice centrované v strede súradnej sústavy sú práve integrálnymi krivkami ná¹ho poµa, ktoré
generuje rotácie okolo poèiatku. Pole z de�nície zachováva svoje integrálne krivky, svoj
vlastný tok.

Rotácie a translácie v euklidovskej rovine majú svoju význaènú èrtu - zachovanie tvaru objek-
tov ako ho chápeme v euklidovskom zmysle - preto¾e zachovávajú vzájomné vzdialenosti bodov
v rovine. Èitateµ si mô¾e explicitne vyskú¹a», ¾e vzdialenos» dvoch bodov sa nezmení, keï ju
vyèíslime pred transformáciou (ϵ = 0) a po ich odplavení o ten istý nenulový ϵ.

Príklad transformácie obrazcov - neizotropné ¹kálovanie a jeho vplyv na kru¾nicu

Pozrime sa, èo robí ¹kálovacia transformácia s kru¾nicou centrovanou v strede s polomerom 1.(Pre
v¹eobecnej¹ie kru¾nice je akurát trochu dlh¹í výpoèet, ale pre èitateµa by nemal by» principiálny
problém spoèíta» transformáciu aj pre také prípady v rámci cvièenia.) Neizotropné ¹kálovanie je
generované poµom V⃗ = αx∂x+βy∂y, prièom α, β sú kon¹tanty. Zodpovedajúcu transformáciu (pa-
rametrické vyjadrenie integrálnych kriviek, po ktorých nám ödtekajú body") získame integrovaním
komponent ako obvykle:

dx

dϵ
= αx

dy

dϵ
= βy

x(0) = x y(0) = y
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Máme teda
(x̃, ỹ) = (eαϵx, eβϵy)

Pozrime èo takýto tok urobí s krivkou F (x, y) = x2+ y2−1 = 0. Potrebná inverzná transformácia
je tu veµmi jednoduchá

(x, y) = (e−αϵx̃, e−βϵỹ)

a mô¾eme dosádza» do rovnice pre kru¾nicu:

F̃ (x̃, ỹ) = F (x(x̃, ỹ), y(x̃, ỹ)) = 0

= x2(x̃, ỹ) + y2(x̃, ỹ)− 1 = 0

=
x̃2

e2αϵ
+

ỹ2

e2βϵ
− 1 = 0

Kru¾nica sa tokom neizotropne ¹kálovacieho poµa deformovala na elipsu.

Invarianty transformácie, podmienka invariantnosti

Spomeòme si na krivky, ktoré sú poµom zachovávané priam z de�nície - integrálne krivky tohto
poµa. Príkladom boli kru¾nice so stredom v poèiatku F (x, y) = x2+y2− c = 0 a dotyènicové pole,
ktoré ich nemenilo V⃗ = y∂x − x∂y. Ako sformulova» matematicky túto zásadu (pole nedefor-
muje svoje vlastné prúdnice) a ako do nej zakomponova», èo pole robí s inými krivkami, bez
podrobného rozpisovania parametrizovaného toku?
Najprv pozrime ako sa vo v¹eobecnosti funkcia dvoch premenných f(x, y) mení pozdå¾ toku poµa
V⃗ = V x(x, y)∂x+V y(x, y)∂y. Skúmajme in�nitezimálne zmeny. My¹lienka je jednoduchá - porov-
na» hodnoty funkcie v poèiatoènom bode (x, y) a v bode (x(ϵ), y(ϵ)), in�nitezimálne odplavenom
pozdå¾ prúdnice. Pre takéto blízke body v¹ak mo¾no pou¾i» Taylorov rozvoj, podµa ktorého, spolu
s na¹ou de�níciou zlo¾iek poµa V x, V y, platí

x(ϵ) ≈ x(0) +
dx

dϵ

∣∣∣∣
ϵ=0

ϵ = x+ ϵV x

y(ϵ)) ≈ y(0) +
dy

dϵ

∣∣∣∣
ϵ=0

ϵ = y + ϵV y

Hodnoty na¹ej funkcie f(x, y) sa na dvoch miestach o ϵ vzdialených pozdå¾ integrálnej krivky poµa
V⃗ lí¹ia nasledovne:

f(x(ϵ), y(ϵ))− f(x, y) ≈ f(x+ ϵV x, y + ϵV y)− f(x, y)

≈ f(x, y) + ϵV x∂xf + ϵV y∂yf − f(x, y)

≈ ϵ (V x∂x + V y∂y) f

≈ V⃗ .∇⃗f
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Skalárny súèin medzi komponentami poµa a gradientom funcie má názorný význam:
Funkcia (jej hodnoty) sa najviac mení v smere svojho gradientu (z de�nície). Miera
zmeny funkcie pozdå¾ toku poµa je daná tým, do akej miery le¾í jej gradient v smere
tohto toku, èo meria práve uvedený skalárny súèin. Ak je nulový, pole teèie pozdå¾
"vrstevníc"na¹ej funkcie, teda jeho integrálne krivky sú zaroveò krivkami kon¹tant-
ného f . Súèin v⃗.∇⃗f sa v literatúre èasto skrátene oznaèuje ako V⃗ f alebo V⃗ (f) a myslí sa tým
"pole pôsobiace na funkciu".

Kritérium in�nitezimálnej invariantnosti

Invariantnos» funkcie f(x, y) voèi toku poµa V⃗ vy¾aduje, aby prúdnice poµa tiekli pozdå¾ vrstevníc
funkcie, teda aby gradient funkcie bol kolmý na pole.

V⃗ .∇⃗f = V⃗ (f) = 0 (5)

Ak toto platí pre v¹etky (x, y) z de�nièného oboru funkcie f , potom pole zachováva v¹etky vrs-
tevnice tejto funkcie, teda v¹etky krivky dané predpisom f(x, y) = c.

Podmienka zachova» ka¾dú vrstevnicu je silnej¹ia ako po¾iadavka zachova» len niektorú. Èasto
sa stretáme s po¾iadavkou trebárs zachova» nejakú mno¾inu bodov danú predpisom F = 0, èo
predstavuje zachovanie jednej konkrétnej ("nulovej") vrstevnice funkcie F . Ak nájdeme pole, ktoré
spåòa (⃗V )F = 0 len na mno¾ine bodov spåòajúcich F = 0, potom e¹te treba skontrolova», èi na
tejto mno¾ine platí, ¾e vecnablaF ̸= 0. Ak hej, na¹li sme pole zachovávajúce nulovú vrstevnicu
funkcie F ; ak je v¹ak na tejto vrstevnici gradient nulový, hocijaké pole bude spåòa» v⃗F = 0, nie-
len tie, ktoré túto vsrtevnicu zachovávajú. Ako v¹ak bolo uvedené vy¹¹ie, ak pole spåòa silnej¹iu
podmienku V⃗ (F ) = 0 v¹ade, netreba gradient kontrolova».

Rotácie v rovine okolo poèiatku a ich inetgrálne krivky

E¹te raz, dopodrobna kritérium invariantnosti preskúmajme na príklade poµa V⃗ = y∂x − x∂y a
kru¾níc centrovaných v poèiatku. F (x, y) = x2 + y2 − C = 0 (tu x, y berieme ako premenné, C je
pre danú kru¾nicu kon¹tanta). Ka¾dá z týchto kru¾níc sa dá zapísa» parametricky ako

(x(ϵ), y(ϵ) ) = ( (x cosϵ + y sinϵ), (ycosϵ − x sinϵ) )

kde x, y sú pre danú kru¾nicu "¹tartovacími bodmi". Pre malé ϵ mô¾eme písa» cosϵ ≈ 1 a cosϵ ≈ ϵ,
teda

(x(ϵ), y(ϵ) ) = ( x+ yϵ, y − xϵ )

Funkcie sa pozdå¾ toku takéhoto poµa menia nasledovne:

f(x(ϵ), y(ϵ))− f(x, y) ≈ f(x+ yϵ y − xϵ

≈ f(x, y) + ϵy∂xf − ϵx∂yf − f(x, y)

≈ ϵ (y∂xf − x∂yf)

Teda funkcia spåòajúca (y∂xf − x∂yf) je invariantná voèi toku ná¹ho poµa. Príkladom takejto
funkcie je napríklad f(x, y) = x2 + y2. Naozaj,

V⃗ f = V⃗ (x2 + y2) = (y∂x − x∂y)(x
2 + y2) = 2yx− 2xy = 0
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Túto konkrétnu funkciu si v¹imnime podrobnej¹ie - jej "vrstevnice", teda krivky na ktorých je
kon¹tantná, f(x, y) = x2 + y2 = c, sú práve integrálne krivky ná¹ho poµa, dané v neparametrickej
forme ako F (x, y) = x2 + y2 − c = 0.

Invariantná funkcia vs invariantná niektorá jej vrstevnica

Keï hµadáme transformácie, treba ma» ujasnené, èoho transformácie vlastne hµadáme, èo má osta»
ako celok nezmenené a èo sa mô¾e meni». To samozrejme závisí od toho, èo na¹e premenné a
výrazy z nich poskladané predstavujú.

Mô¾eme hµada» transformácie v rovine x, y, ktoré zachovávajú hodnoty funkcie
z = f(x, y) = x2 + y2. V takom prípade samozrejme generátor transformácie navrhneme v tvare
V x(x, y)∂x + V y(x, y)∂y a hµadáme funcie V x, V y premenných x, y tak, aby platilo
(V x∂x + V y∂y)f = 0.
Ak ich triviálne roz¹írime do 3D ako V x(x, y)∂x + V y(x, y)∂y + 0∂z, mô¾eme poveda», ¾e zacho-
vávajú celý graf funkcie dvoch premenných z = f(x, y) = x2 + y2 alebo prinajmen¹om nulovú
vrstevnicu funkcie troch premenných F (x, y, z), teda plochu F (x, y, z) = x2 + y2 − z = 0.

Alebo nás mo¾no zaujímajú transformácie v priestore x, y, z, voèi ktorým je funkcia troch pre-
menných F (x, y, z) = x2 + y2 − z invariantná (teda by zachovávali jej graf v 4D, aj keï tam u¾
»a¾ko vizualizova»), v takom prípade navrhneme generátor transformácie v tvare
V x(x, y, z)∂x+V y(x, y, z)∂y,+V z(x, y, z)∂z a hµadáme funkcie V x, V y, V z premenných x, y, z, tak,
aby platilo (V x∂x + V y∂y + V z∂z)F = 0. Príslu¹ná transformácia bude ma» integrálne krivky (v
3D priestore) pozdå¾ "vrstevníc"funkcie F (x, y, z), teda na nich bude ma» F kon¹tantnú hodnotu.

Ak nám staèí nájs» transformácie v priestore x, y, z, ktoré zachovávajú jednu konkrétnu vrstevnicu
funkcie F , napríklad F = 0 (túto vrstevnicu si vieme vizualizova», ale nezabúdajme, ¾e nepredsta-
vuje hodnoty funkcie F , ale len body z jej de�nièného oboru, na ktorých má F nulovú hodnotu.),
dostávame vo v¹eobecnosti ¹ir¹iu triedu mo¾ností ako keï po¾adujeme zachovanie v¹etkých vrs-
teníc funkcie F . V takom to prípade (ak pou¾ijeme vo výpoète podmienku F = 0), treba e¹te
skontrolova», èi na mno¾ine bodov, kde platí, je splnené ∇⃗F ̸= 0. Ak je gradient nulový, potom

"kritérium invariantnosti"(V x∂x+V y∂y +V z∂z)F

∣∣∣∣
F=0

= 0 spåòajú v¹etky vektorové polia, nielen

generátory symetrií, a teda toto kritérium nie je pou¾iteµné.

Transformácie v 3D a symetrie algebraických rovníc

V 3D priestore je transformácií samozrejme viac ako v 2D a dajú sa uva¾ova» bohat¹ie ¹truktúry, o
ktorých v 2D nemohla by» reè. Parametrizované krivky/ prúdnice majú tri zlo¾ky a ich generátory
samozrejme tie¾. Poïme si ukáza» na jednoduchom príklade, ako mo¾no vyu¾i» na¹e in�nitezimálne
kritérium invariantnosti. Majme mno¾inu bodov v trojrozmernom priestore viazanú po¾iadavkou

F (x, y, z) = x2 + y2 − z = 0 (6)

Z algebraického hµadiska ide v (6) o rovnicu pre tri premenné, z geometrického o dvojrozmernú
plochu v trojrozmernom priestore. Ak nájdeme vektorové polia, ktoré teèú "pozdå¾"plochy (6), z
algebraického hµadiska získame generátory transformácií, ktoré nám z jedného rie¹enia urobia (vo
v¹eobecnosti) iné. Pod "rie¹ením"tu mo¾no rozumie» viac vecí. Jednak body, ktorých súradnice
spåòajú podmienku (6). Ale trebárs aj krivky, ktoré le¾ia v ploche danej podmienkou (6). Druhá
varianta je osobitne vhodná ako príprava na neskor¹í podnik, toti¾ hµadanie rie¹ení diferenciálnych
rovníc (rie¹ením takých býva vo v¹eobecnosti funkcia (teda z geometrického hµadiska napríklad
krivka), nie len èíslo).
Nájdime polia, ktoré teèú pozdå¾ povrchu daného rovnicou (6). Získame tým generátory trans-
formácií, ktoré zachovávajú plochu ako takú, aj keï body v rámci nej mô¾u "presúva»". (Ak u¾
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Obr. 7: graf funkcie z = f(x, y) = x2 + y2, alebo súbor bodov,na ktorých je funkcia F (x, y, z) =
x2 + y2 − z nulová

máme generátor, jeho integráciou mô¾eme získa» príslu¹ný tok/transformáciu.) Vo v¹eobecnosti
pole v 3D má tvar

V⃗ = V x(x, y, z)∂x + V y(x, y, z)∂y + V z(x, y, z)∂z

Hµadáme jeho komponenty V x, V y, V z ktoré vo v¹eobecnosti mô¾u závisie» od v¹etkých dostupných
premenných x, y, z. Podµa in�nitezimálneho kritéria invariantnosti máme po¾iadavky

0 = V⃗ .∇⃗F
∣∣∣∣
F=0

(7)

0 ̸= ∇⃗F
∣∣∣∣
F=0

Platí ∇⃗F = (2x, 2y,−1), teda gradient funkcie F nie je nulový nikde, ani na jej nulovej vrstevnici.
Teda na to, aby pole V⃗ bolo symetriou plochy (6), staèí aby jeho komponenty V x, V y, V z (vo
v¹eobecnosti funkcie x, y, z) spåòali

(V x∂x + V y∂y + V z∂z)(x
2 + y2 − z)

∣∣∣∣
F=0

= (2xV x + 2y V y∂y − V z)

∣∣∣∣
x2+y2−z=0

= 0

Takýchto polí je viac.

Jednou z mo¾ností je V x = y, V y = −x, V z = 0, teda na¹e staré známe pole generujúce rotácie
v okolo osi z, y∂x − x∂y. Tok tohto poµa (transformáciu ním generovanú) sme u¾ videli veµakrát,
teraz akurát pribudla úpremenná z, ktorú si pole nev¹íma a nemení.

x̃ = x cosϵ + y sinϵ

ỹ = y cosϵ − x sinϵ

z̃ = z
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Inverzná transformácia (ktorú potrebujeme pri transformovaní kriviek) je

x = x̃ cosϵ − ỹ sinϵ

y = ỹ cosϵ + x̃ sinϵ

z = z̃

Nie je »a¾ké sa presvedèi», ¾e toto pole nám z rie¹ení vytvára rie¹enia v zmysle, ¾e ak bod (x, y, z)
patrí do plochy (6) (teda spåòa rovnicu ktorou je daná), potom aj (x̃, ỹ, z̃) do nej patrí.

Skúsme teraz transformáciu "rovnobe¾ky "na paraboloide, teda krivky

x2 + y2 = c, z = c

ktorá patrí do na¹ej plochy (v¹etky body v nej spåòajú príslu¹nú rovnicu). Toto je práve prípad,
keï na¹e pole z tejto krivky nevyrobí niè nové, keï¾e je to práve jeho integrálna krivka ktorú
necháva invariantnú.

Obr. 8: Voèi toku generovanému tokom poµa y∂x − x∂y + 0∂z sú krivky x2 + y2 = c, z = c
invariantné

Av¹ak aj "poludník"na paraboide, napr. krivka daná ako

x = 0, z = y2

le¾í v ploche (6). Pozrime sa ako sa pretransformuje táto, a èi pretransformovaná krivka ostane v
ploche (6) tie¾. Novú krivku dostaneme ako obvykle: Vezmeme predpis starej, teda x = 0, z = y2,
a za premenné dosadíme ich vlnovkové vyjadrenia z inverznej transformácie. Nová krivka bude
ma» vyjadrenie

x̃ = ỹtan(ϵ) z̃ =
ỹ2

cos2ϵ

Spåòajú jej body predpis x̃2 + ỹ2 − z̃ = 0? Hej, preto¾e na krivke platí

x̃2 + ỹ2 − z̃ = (ỹtanϵ)2 + ỹ2 − ỹ2

cos2ϵ
= 0

Samozrejme tu vyberáme veµmi názorné krivky aj polia, ale treba si uvedomi», ¾e takýto model
nachádzania nových rie¹ení pomocou známych by mal fungova» aj vo viacerých rozmeroch (pre
funkcie viac premenných), kde metóda "pozriem a vidím"nefunguje, a takýto algoritmický postup
(nájdi pole ktoré re¹pektuje zadanú podmienku, nechaj jeho tokom odtiec» nejaké jednoduché
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Obr. 9: Transformácia krivky z = y2, x = 0 tokom poµa y∂x − x∂y + 0∂z.

rie¹enie, pozri sa èi nedostáva¹ nejaké nové) sa mô¾e veµmi zís». Nehovoriac o situácii s diferenciál-
nymi rovnicami.

Vyskú¹ajme e¹te aspoò jedno vektorové pole zachovávajúce tvar (6), teda spåòajúce (7). Naprí-
klad pole 0∂x + ∂y + 2y∂z patrí do takej kategórie. Nájdime jeho integrálne krivky a pozrime sa,
èo robí trebárs s koncentrickými kru¾nicami po obvode paraboloidu, s ktorými rotácie okolo osi
z nerobili niè badateµné (prísne vzaté presúvali ich body, ale v rámci tej istej krivky). Hµadáme
funkcie x(ϵ), y(ϵ), z(ϵ), pre ktoré platí

dx

dϵ
= 0

dy

dϵ
= 1

dz

dϵ
= 2y

x(0) = x y(0) = y z(0) = z

Rie¹ením sú integrálne krivky

x̃ = x(ϵ) = x ỹ = y(ϵ) = y + ϵ z̃ = z(ϵ) = z + 2yϵ+ ϵ2

Pozrime sa, èo robí takýto tok s "rovnobe¾kami", teda krivkami x2 + y2 = c, z = c,kde c je
kon¹tanta pre danú krivku. Ako obvykle, potrebujeme v zadaní krivky, ktorek´j transformáciu
skúmame, vyjadri» staré premenné x, y, z pomocou nových x̃, ỹ, z̃. Preto je potrebná inverzná
transformácia, teda

x = x̃ y = ỹ − ϵ z = z̃ − 2ỹϵ+ ϵ2

Krivka daná rovnicami

x2 + y2 = c z = c

sa transformuje, odplaví na tvar

x̃2 + (ỹ − ϵ)2 = c z̃ − 2ỹϵ+ ϵ2 = c

Nie je »a¾ké overi», ¾e body takejto krivky spåòajú rovnicu x̃2 + ỹ2 − z̃ = 0, teda ¾e patria do
paraboloidu.

Dá sa nájs» e¹te mno¾stvo vecí ktoré si èitateµ mô¾e na tomto príklade vyskú¹a». Napríklad
pohµada» ïal¹ie symetrie, ich generátory a toky, vyskú¹a» transformáciu ïal¹ích kriviek na na¹om
paraboloide atï.
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Obr. 10: Transformácia krivky x2 + y2 = 1, z = 1 tokom poµa 0∂x + ∂y + 2y∂z.

Transformácie v jetovom prietore

Doteraz sme si ilustrovali symetrie objektov popísaných algebraickými rovnicami, a ukázali sme
si, ako sa pomocou symetrických transformácií (tých, ktoré daný objekt nechajú ako celok nezme-
nený, aj keï azda premie¹ajú jeho body) dajú z rie¹ení rovnice nájs» ïal¹ie rie¹enia. Keï¾e sme
pou¾ívali najmä príklady, kde sa jednalo o jednoduché algebraické rovnice a malý poèet rozmerov,
sila metódy bola ilustrovaná tam, kde ju vyrie¹enie úlohy a¾ tak nepotrebovalo. Z didaktického
hµadiska je v¹ak azda lep¹ie zoznámi» sa s novou metódou tam, kde jej s predstavenie mô¾u do-
prevádza» staré známe pojmy a predstavy. V tomto duchu budeme e¹te chvíµu pokraèova» - aby
v èase, keï sa dostaneme k trochu abstraktnej¹ím problémom, u¾ bolo aj ovládanie symetrických
generátorov, ich tokov a vplyvu na rozlièné objekty vecou rutiny.

Transformácia bodov vs transformácia grafu funkcie

U¾ sme sa zaoberali transformáciou bodov roviny a tým indukovanou transformáciou kri-
viek le¾iacich v tejto rovine. Tieto krivky èasto mohli zodpoveda» grafom funkcií4. Onedlho
sa budeme zaobera» otázkou, aká transformácia sa indukuje na deriváciách týchto funkcií.
Roz¹írenie transformácií na derivácie funkcií nám pomáha roz¹íri» geometrické metódy z al-
gebraických rovníc aj na diferenciálne. Aby sme to mohli urobi» hladkým nadviazaním na
algebraickú èas», zhròme si e¹te raz základy z transformácií funkcií indukovaných transformáciami
na priestore závislej a nezávislej premennej.

Spomeòme si, ako postupujeme, ak máme zadanú transformáciu bodov v rovine

(x, y) −→ (x(ϵ), y(ϵ)) = (x̃, ỹ) (8)

a chceme nájs» generátor tejto transformácie. Najprv si ujasníme, kde pôsobí: na premenných
x, y. Teda èakáme nieèo v tvare 5

V⃗ = ξ(x, y)∂x + ϕ(x, y)∂y (9)

4Nie ka¾dá krivka je grafom explicitnej funkcie, ale mô¾eme ma» implicitné zadanie, alebo natoèi» osi tak, aby
daná èas» krivky mohla zodpoveda» grafu jednoznaènej funkcie.

5Zriekli sme sa tu oznaèenia komponent ako V x, V y . To síce malo veµkú výhodu v tom, ¾e jasne naznaèovalo, o
ktorú komponentu sa jedná, ale s ohµadom na to, èo bude èasom nasledova» (derivovanie podµa viacerých premenných
s ïal¹ími indexmi. . .) je hádam ospravedlniteµná snaha zbavi» sa aspoò tých indexov, pri ktorých sa to dá urobi»
takto lacno
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Jeho komponenty ξ, ϕ mô¾u vo v¹eobecnosti závisie» od v¹etkých dostupných premenných (x, y) a
získame ich deriváciou zlo¾iek krivky (x(ϵ), y(ϵ)) podµa parametra a vyèíslení v ϵ = 0:

(ξ, ϕ) =

(
dx(ϵ)

dϵ
,
dy(ϵ)

dϵ

) ∣∣∣∣
ϵ=0

(10)

Spomeòme si e¹te ako postupujeme, ak máme zadanú transformáciu funkcie

(x, y) −→ (x̃, ỹ(x̃)) (11)

a chceme nájs» generátor tejto transformácie. Vieme spätne zrekon¹truova» generátor
transformácie bodov na priestore nezávislej a závislej premennej, ktorá urobila uve-
denú premenu grafu funkcie (11)? Stále sa jedná o transformáciu premenných x, y, teda èakáme
nieèo v tvare V⃗ = ξ(x, y)∂x + ϕ(x, y)∂y, kde komponenty ξ, ϕ získame deriváciou zlo¾iek krivky
(x(ϵ), y(ϵ)) podµa parametra a vyèíslení v ϵ = 0.

Teraz v¹ak y na transformovanom grafe funkcie (z ktorého ideme získa» informácie o komponen-
tách generátora) nie je nezávislá premenná! Teda oèakávame, ¾e komponenta ϕ bude vyjadrená
cez kombináciu komponenty ξ a miery toho, ako závislá premenná y súvisí s nezávislou x. Neza-
budnime teda, èo tu vy¾aduje úplná derivácia podµa ϵ, toti¾ ¾e ỹ závisí od ϵ jednak "priamo"(túto
závislos» budeme v ïal¹om skrátene oznaèova» Q) a jednak cez x̃ (deriváciu y podµa x budeme
oznaèova» skrátene yx)6. Potom y-ová zlo¾ka hµadaného vektorového poµa, teda úplná derivácia
závislej premennej podµa parametra transformácie, vyèíslená v jeho nulovej hodnote ϵ = 0, bude

ϕ =

(
dy

dϵ

) ∣∣∣∣
ϵ=0

=

(
∂y

∂ϵ
+

∂y

∂x

dx

dϵ

) ∣∣∣∣
ϵ=0

= Q+ yxξ

S týmto ujasnením, generátor transformácie (11) má komponenty

( ξ, ϕ ) =

(
dx(ϵ)

dϵ
,

dy(ϵ)

dϵ

) ∣∣∣∣
ϵ=0

= ( ξ, Q+ yxξ ) (12)

Upozornime tu e¹te na velièinu, ktorú sme skrátene nazvali Q a ktorá bude hra» veµkú rolu aj v
ïal¹om

Q(x, y) =

(
∂y

∂ϵ

) ∣∣∣∣
ϵ=0

= ϕ(x, y)− yxξ(x, y) (13)

Budeme ju vola» charakteristikou poµa V⃗ . Kóduje priame pôsobenie poµa na zlo¾ky zodpove-
dajúce závislým premenným (tu: priama transformácia y tokom poµa, teda odplavenie o ϵ). Pole s
nulovou charakteristikou neteèie v smere závislých premenných (tu y), teda nepôsobí na ne expli-
citne. Samozrejme to neznamená, ¾e grafy funkcií nijako nezdeformuje, keï¾e aj závislé premenné
závisia od transformácie cez svoje argumenty.

Diferenciálne rovnice - geometrický pohµad

Geometrický pohµad sa dá uplatni» aj pri diferenciálnych rovniciach, ktoré sa dajú
predstavi» ako (nad)plochy v priestore nezávislých premenných, závislých premen-
ných, a derivácií závislých premenných. Rozmer zodpovedajúci "deriváciám závislých pre-
menných"je trochu menej za¾itý, ale zas taký veµký skok v abstrakcii to nie je. Takýto priestor

6Aby sme potom nehµadali vlnovky kde ich u¾ netreba, nezabudnime, ¾e (popri tom, ¾e sú to len oznaèenia tam,
kde potrebujeme rozlí¹i» veci pred a po transformácii) pre ϵ → 0 máme x̃ → x, ỹ → y.
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roz¹írený o polo¾ky zodpovedajúce v¹etkým potrebným deriváciám podµa v¹etkých relevantných
nezávislých premenných, a¾ po najvy¹¹í relevantný n-tý rád budeme vola» n-tý jetový priestor
a oznaèova» J (n). Matematici k nemu majú veµa èo poveda» korektnej¹ie ako je uvedené tu. Pô-
vodný priestor závislých a nezávislých premenných sa dá chápa» ako nultý jetový priestor J (0),
keï¾e najvy¹¹ia derivácia je tu nultá. Platí prirodzene

J (n) ⊃ J (n−1) ⊃ ... ⊃ J (0)

V prípade obyèajnej diferenciálnej rovnice prvého rádu, kde x je nezávislá premenná, y je funkcia a
yx jej derivácia, máme touto rovnicou zadanú plochu v trojrozmernom priestore s osami x, y, yx. Je
to zároveò jediný typ rovnice, kde máme k dispozícii plnú vizualizáciu. Toti¾ u¾ obyèajná diferen-
ciálna rovnica druhého rádu v spomenutých premenných bude vy¾adova» ¹tvorrozmerný priestor
s osami x, y, yx, yxx. Parciálne diferenciálne rovnice sú na tom èo sa poètu rozmerov týka e¹te
zlo¾itej¹ie. To nás v¹ak nemá preèo odradi». Nakresli» ¹tvrtú nezávislú os nevieme, ale prida» k
trom zlo¾kám nejakého objektu (krivky, vektorového poµa. . .) ïal¹ie a ïal¹ie je len otázka väè¹ej
spotreby èasu a papiera.

E¹te sa opýtajme, naèo by to mohlo by» dobré. Preèo takto otvára» nový rozmer, uva¾ova» "vy-
¹¹ie"priestory J (n), keï nakoniec aj tak chceme rie¹enia diferenciálnych rovníc v prozaickom svete
"dole", v priestore závislých a nezávislých premenných J (0)? Lebo aj niektoré veci èo sú "dole"je
µah¹ie nájs» z nadhµadu. Diferenciálna rovnica sama o sebe nepredstavuje nejaký geometrický útvar
v priestore J (0). Ale predstavuje ho vo "vy¹¹om"priestore J (n). A akonáhle máme nejaký mate-
matický objekt (v tomto prípade diferenciálnu rovnicu), reprezentovaný ako hladký geometrický
objekt (v tomto prípade ako nejakú (nad)plochu v J (n)), mô¾eme sa pýta» na jej symetrie - na
transformácie, ktoré ju ako celok zachovávajú - a nasadi» celú ma¹inériu, ktorá je tak k dispo-
zícii. Rie¹eniam rovnice (resp. grafom rie¹ení) zodpovedajú nejaké útvary v priestore závislých
a nezávislých premenných J (0) (pre obyèajnú diferenciálnu rovnicu prvého rádu sú to krivky), a
týmto zodpovedajú nejaké objekty premietnuté do vy¹¹ieho jetového priestoru J (n). Je tu nádej, ¾e
vektorové polia zachovávajúce plochu zodpovedajúcu diferenciálnej rovnici potom budú mapova»
taký objekt (vo svete "hore") zodpovedajúci rie¹eniu na objekt (vo svete "dole") zodpovedajúci
(vo v¹eobecnosti inému) rie¹eniu. Èo by e¹te neznamenalo priveµa, keby nebola aj nádej, ¾e aspoò
niektoré vektorové polia z jetového priestoru majú svoje projekcie do vektorových polí v priestore
závislých a nezávislých premenných. Nájs» vektorové polia, ktoré zachovávajú nadplochu v jetovom
priestore, a vedie» ich spusti» na "dolný svet"znamená nájs» generátory transformácií mapujúcich
rie¹enia na rie¹enia. To sa len tak nezahadzuje.

Èo treba urobi»:

� reprezentova» diferenciálnu rovnicu pomocou zodpovedajúcej algebraickej ako (nad)plochu
v jetovom priestore J (n)

� predå¾i» grafy funkcií z J (0) na vhodné grafy na J (n)

� predå¾i» vektorové polia na J (0) na vhodné vektorové polia J (n)

� vyu¾i» na J (n) celú geometrickú ma¹inériu, po akej situácia volá

� "spusti»"celú získanú koris» do J (0)
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Diferenciálna rovnica ako (nad)plocha v jetovom priestore J (n)

Reprezentova» diferenciálnu rovnicu ako (nad)plochu v jetovom priestore J (n) jednoducho zna-
mená, ¾e derivácie závislej premennej si predstavíme ako ïal¹ie premenné v priestore s príslu¹ným
roz¹írením. Ako bolo povedané, vizualizácia sa dá urobi» len pre obyèajné diferenciálne rovnice
(jedna závislá a jedna nezávislá premenná) prvého rádu (len jeden typ derivácie), výpoètová me-
tóda funguje aj pre parciálne diferenciálne rovnice mnohých rádov, dokoncy pre ich systémy.

Obr. 11: Rovnica yx = 2x ako geometrický objekt v jetovom priestore.

Predå¾enie grafu funkcie v J (0) do jetového priestoru J (n)

Roz¹íri» graf funkcie (útvar v priestore závislých a nezávislých premenných) do jetového priestoru
J (n) znamená jednoducho prida» zlo¾ky zodpovedajúce príslu¹ným deriváciám - v¹etkých rádov
a¾ po n-tý. Tomuto roz¹íreniu funkcie f sa niekedy hovorí n-té predå¾enie. Budeme ho oznaèova»
prnf . V tomto zmysle nulté predå¾enie je pôvodná funkcia pr0f = f .

Rozmer n-tého jetového priestoru závisí od poètu mo¾ných derivácií rádu n a menej, teda je zá-
vislý od poètu nezávislých premenných. Napríklad graf funkcie y = f(x) má vo svete "dole"zlo¾ky
(x, f(x)), a v 3 rozmernom jetovom priestore J (1) bude ma» zlo¾ky (x, f(x), fx(x)). Ak je pries-
tor nezávislých premenných rovina x, y, závislá premenná je z = h(x, y), a máme doèinenia s
parciálnou diferenciálnou rovnicou prvého rádu, potom potrebujeme roz¹írenie do 5 rozmerného
priestoru J (1). Graf predå¾enej funkcie pr1h tam má zlo¾ky (x, y, h(x, y), hx(x, y), hy(x, y)). Ak
máme doèinenia s funkciou jednej premennej, ale vy¹¹ími deriváciami, napríklad s druhou, bude
potrebné roz¹írenie (x, f(x), fx(x), fxx(x)), teda druhé predå¾enie do 4 rozmerného J (2) .
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Obr. 12: Roz¹írenie ("zdvihnutie") grafu funkcie y = x2 do jetového priestoru.

Predå¾enie vektorového poµa do jetového priestoru

Poznáme u¾ vektorové polia V⃗ = ξ∂x + ϕ∂y a ich toky teèúce na J (0) , kde transformujú body
(a teda aj grafy funkcií) v rovine x, y. Ako vyzerajú polia predå¾ené do jetového priestoru
J (1), nazvime ich pr1V⃗ , ktorých toky transformujú body v priestore J (1) so súradni-
cami x, y, yx?

Na to, aby sme nieèo na¹li, je èasto dobre ujasni» si, aké máme na to po¾iadavky. Vektorové
polia, ako ich máme de�nované, sa dajú chápa» ako operátory na funkciách (parciálne derivácie
stojace na mieste bázových vektorov veµmi pomáhajú takémuto náhµadu). Na na¹om J (1) zrejme
teèú toky vektorových polí typu W x∂x + W y∂y + W yx∂yx

, kde zlo¾ky W x,W y,W yx mô¾u vo
v¹eobecnosti závisie» od v¹etkých dostupných premenných x, y, yx a pôsobia na funkcie na jeto-
vom priestore závisiace od týchto premenných. Predå¾ené polia pr1V⃗ majúce svoj pôvod v J (0),
budú tvori» podmno¾inu týchto. Ich zlo¾ky budú závisie» len od x, y. Dôle¾ité je, aby konzistentne
pôsobili na podmno¾inu funkcií na jetovom priestore tvorenú predå¾eniami funkcií zdola, pr1f .

Predå¾ené vektorové pole pr1V⃗ by malo na predå¾enú funkciu pr1f pôsobi» konzistentne v tomto
zmysle: Ak na priestore J (0) transformujeme tokom poµa V⃗ funkciu f a potom ju takto trans-
formovanú predå¾ime do jetového priestoru J (1), malo by to by» to dopadnú» rovnako, ako keï
funkciu f najprv predå¾ime do J (1) a tam transformujeme tokom predå¾neného poµa pr1V⃗ .
Teda stratégia pri hµadaní algoritmu na nájdenie predå¾enia poµa by mohla by» takáto:

� Vezmime na J (0) nejaké pole V⃗ = ξ∂x + ϕ∂y. Jeho hµadané predå¾enie oznaème pr1V⃗ .
Keï¾e jeho tok bude pôsobi» na J (1) so súradnicami x, y, yx, èakáme ho v tvare pr1V⃗ =
ξ∂x + ϕ∂y +Φx∂yx

. Dôle¾ité bude nájs» komponentu Φx(x, y) èo pribudla.

� Skúmajme, ako sa pri transformáciách funkcie y = f(x) v priestore x, y tokom poµa V⃗ trans-
formujú predå¾enia funkcie pr1f v priestore x, y, yx, teda skúmajme x(ϵ), y(ϵ), yx(ϵ), kde y a
yx nie sú nezávislé, ale sú funkciami premennej x, a to vzájomne konzistentne ako aj znaèenie
napovedá, teda y = f(x), yx = fx(x).

� Nájdime generátor tejto transformácie, teda poderivujme (úplnou, totálnou deriváciou) po-
dµa parametra a vyèíslime v ϵ = 0. Toto by mali by» komponenty ná¹ho hµadaného poµa
pr1V⃗ . Prvé dve komponenty budú zrejme toto¾né s tými ktoré malo pole V⃗ , práve tak ako
prvé dve komponenty predå¾eného grafu pr1f boli len kópiou komponent grafu f . Novinkou
je komponenta Φx(x, y) èo pribudla.

Poïme teda podµa naèrtnutej stratégie predl¾ova» pole V⃗ = ξ(x, y)∂x + ϕ(x, y)∂y. Jeho tok
transformuje body na nultom jetovom priestore J0, v rovine (x, y)→ (x̃, ỹ) = (x(ϵ), y(ϵ))
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a teda aj grafy, krivky

(x, y(x))→ (x̃, ỹ(x̃)) (14)

Transformácia (14) indukuje aj transformáciu na prvom predå¾enom jetovomn priestore J1:

(x, y(x), yx(x))→ (x̃, ỹ(x̃), ỹx̃(x̃)) (15)

Derivovaním podµa ϵ a vyèíslením v ϵ = 0 dostávame komponenty zodpovedajúceho generátora
transformácie na prvom jetovom priestore J1

pr1V⃗ = ξ(x, y)∂x + ϕ(x, y)∂y +Φx(x, y)∂yx (16)

ktorého komponenty ξ(x, y), ϕ(x, y), Φx(x, y) nájdeme ako

(ξ, ϕ,Φx) =

(
dx̃(ϵ)

dϵ
,

dỹ(ϵ)

dϵ
,

dỹx̃(ϵ)

dϵ

) ∣∣∣∣
ϵ=0

(17)

=

(
dx̃

dϵ
,

∂ỹ

∂ϵ
+

∂ỹ

∂x̃

dx̃

dϵ
,

∂ỹx̃
∂ϵ

+
∂ỹx̃
∂x̃

dx̃

dϵ

) ∣∣∣∣
ϵ=0

= (ξ, Q+ ξyx, DxQ+ ξyxx)

= (ξ, ϕ, Dx(ϕ− ξyx, ) + ξyxx)

Prvé dve komponenty budú zrejme toto¾né s tými ktoré malo pole V⃗ , práve tak ako prvé dve
komponenty predå¾eného grafu prf boli len kópiou komponent grafu f . Komponentu èo pribudla
predå¾ením do jetového priestoru sme nazvali Φx, aby ladila s bázovým ∂yx

. 7

DxQ je totálna derivácia charakteristiky podµa nezávislej premennej.

DxQ =

(
∂ỹx̃
∂ϵ

) ∣∣∣∣
ϵ=0

=
d

dx̃

(
∂y

∂ϵ

) ∣∣∣∣
ϵ=0

=
d

dx
(ϕ(x, y)− ξ(x, y)yx)

Na konci (17) sme v¹etko prepísali cez komponenty pôvodného poµa ξ, ϕ, aby sa ukázala súvislos»
medzi komponentami V⃗ a pr1V⃗ . Je v¹ak veµmi výhodné pou¾íva» aj ich kombináciu Q, osobitne
ak budeme predl¾ova» do e¹te vy¹¹ích jetových priestorov.
Zov¹eobecni» postup do vy¹¹ích jetových prietorov J (n), kde n znaèí najvy¹¹í rád derivácie u¾
nie je principiálne »a¾ké, len výpoètov pribúda. Predå¾enia grafov funkcií budú ma» oproti pôvod-
ným grafom príslu¹né zlo¾ky naviac (x, y(x), yx(x), yxx(x), ...). Transformáciou na priestore J (0)

závislých a nezávislých premenných sa indukuje transformácia aj na J (n)

(x, y(x), yx(x), yxx(x), ...)→ (x̃, ỹ(x̃), ỹx̃(x̃), ỹx̃x̃(x̃), ...) (18)

Predå¾enie poµa V⃗ do jetového priestoru J (n), teda pole

prnV⃗ = ξ∂x + ϕ∂y +Φx∂yx +Φxx∂yxx + ...

s komponentami ξ(x, y), ϕ(x, y),Φx(x, y),Φxx(x, y), je kon¹truované ako generátor transformácie
(18), teda jeho komponenty dostaneme tak, ¾e derivujeme ka¾dú zlo¾ku predå¾eného grafu podµa
ϵ a vyèíslime v ϵ = 0.

7U¾ azda zaèína by» jasné, preèo sme pred èasom premenovali V y na ϕ. Symboly typu V y,x, prípadne s neskôr
potrebnými oznaèeniami derivácií, napríklad V y,x

x , V y,x
y , ... atï sú u¾ na hranici únosnoti aj pre matematikov, nieto

e¹te tu.
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(ξ, ϕ, Φx, Φxx, ...) =

(
dx̃(ϵ)

dϵ
,

dỹ(ϵ)

dϵ
,

dỹx̃(ϵ)

dϵ
,

d2ỹx̃x̃(ϵ)

dϵ
, ...

) ∣∣∣∣
ϵ=0

(19)

= (ξ, Q+ ξyx, DxQ+ ξyxx, DxxQ+ ξyxxx, ...)

Prípad viacerých závislých a nezávislých premenných

Uveïme si tu e¹te zov¹eobecnenie na prípad viacerých nezávislých a závislých premenných a príslu-
¹ných jetových priestorov8. Viacero nezávislých premenných sa vyskytuje v parciálnych diferenciál-
nych rovniciach, viacero závislých premenných v previazaných systémoch diferenciálnych rovníc.
V princípe ide len o pridanie príslu¹ných osí do priestoru J (0) (priestor nezávislých a závislých
premenných, svet "dole") a samozrejme tie¾ obohatenie priestoru J (n) o rozmery zodpovedajúce
v¹etkým mo¾ným deriváciám rádu men¹ieho a¾ rovného n. S tým ide pridanie príslu¹ných zlo¾iek
vektorových polí a ich predå¾ení. V podstate sa v¹ak len v algoritme na predå¾enie poµa (19) objaví
sumovanie cez v¹etky mo¾nosti, teda principiálne niè nové.

Nech nezávislé premenné sú xi, i = 1, ..., p, závislé premenné yα, α = 1, ..., q. Teda priestor
J (0) je p + q rozmerný, lebo toµko máme spolu nezávislých a závislých premenných. Priestor J (1)

je p + q + pq rozmerný (p + q rozmerov je samozrejme kvôli J (0) ktoré zahàòa, a pq kvôli poètu
prvých derivácií ktoré sa dajú uva¾ova». A tak ïalej.
Polia na priestore J (0) budú ma» p+ q komponent

V⃗ =

p∑
i=1

ξi∂i +

q∑
α=1

ϕα∂yα = ξi∂i + ϕα∂yα (20)

Na¹e pole má teraz toµko charakteristík koµko je závislých premenných:

Qα = ϕα −
p∑

i=1

ξiyαi = ϕα − ξiyαi (21)

Skratka yαi znaèí deriváciu yα podµa xi. Predå¾enie poµa do n-tého jetového priestoru J (n) teray
bude ma» príslu¹ne veµa komponent:

prnV⃗ =

p∑
i=1

ξ1∂i +

q∑
α=1

ϕα∂α +

q∑
α=1

∑
I

Φα,I∂yα
I
= ξi∂i + ϕα∂α +Φα,I∂yα

I
(22)

Sumuje sa cez v¹etky nezávislé a závislé premenné (sumy cez i a α), a cez v¹etky mo¾né derivácie
podµa nezávislých premenných (suma cez multiindex I). Znamienok sumovania je v¹ak priveµa, v
súlade s konvenciou ich budeme vynecháva» s tým, ¾e implicitne sa oèakáva sumovanie cez opako-
vané indexy.

Konkrétne komponenty predå¾eného poµa Φα,I dostávame podobne ako v prípade jednej závis-
lej a jednej nezávislej premennej, len nezabúdajme ¾e teraz existuje charakteristika Qα pre ka¾dú
závislú premennú yα a na presumovanie cez nezávislé premenné kde je potrebné:

Φα,I = DIQ
α + ξiyαi,I = DI(ϕ

α − ξiyi) + ξiyαi,I (23)
8V týchto situáciách u¾ plná vizualizácia nie je k dispozícii, ale èitateµov s averziou k troche abstrakcie sme u¾

beztak stratili dávno.
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Kritérium in�nitezimálnej invariantnosti pre diferenciálnu rovnicu

Vrá»me sa k dôvodom, preèo veci ako funkcie s grafmi na J (0), vektorové polia s tokmi na J (0)

predl¾ujeme do jetových priestorov J (n). Dôvodom je, ¾e diferenciálna rovnica n-tého rádu má
v takom priestore prirodzenú reprezentáciu, tvorí tam akúsi (nad)plochu. Rie¹enia diferenciálnej
rovnice zrejme budú ma» predå¾enia le¾iace v tejto nadploche a predå¾enia vektorových polí budú
túto nadplochu zachováva», len budú azda presúva» jedno predå¾ené rie¹enie na iné. Máme nádej,
¾e v jetovom priestore bude pomerne µahké nájs» takéto polia. Ak sa nám z nich potom podarí
spätne zrekon¹truova» ich nepredå¾ená verzia, máme pole na J (0) mapujúce rie¹enia na rie¹enia -
spôsob, ako z jedného urobi» (mo¾no) iné.

Pracujme najprv znova s jednou závislou a jednou nezávislou premennou. Chceme nájs» vekto-
rové pole V⃗ = ξ∂x + ϕ∂y na priestore J (0), priestore nezávislých a závislých premenných, ktorého
n-té predå¾enie prnV⃗ bude na priestore J (n) generova» taký tok, ktorý nechá invariantnú plochu
zodpovedajúcu diferenciálnej rovnici n-tého rádu. Aby sa predi¹lo nedorozumeniu, komponenty
ξ(x, y), ϕ(x, y) takého poµa sú pre nás neznáme. Po¾iadavka, aby jeho predå¾ená verzia (ktorá,
ako sme videli, súvisí s týmito hµadanými komponentami) zachovávala nadplochu zodpovedajúcu
diferenciálnej rovnici, nám dodá podmienky, ktoré majú hµadané komponenty spåòa».

Nech F (x, y, yx, yxx...) = 0 je na¹a diferenciálna rovnica n-tého rádu. Je geometrickým útva-
rom v priestore J (n) so súradnicami x, y, yx, yxx..., kam patrí de�nièný obor funkcie F. Rovnica
predstavuje nulovú vrstevnicu tejto funkcie.

Skontrolujme po¾iadavku

∇⃗F = (∂xF, ∂yF, ∂yx
F, ∂yxx

F, ...)

∣∣∣∣
F=0

̸= (0, 0, 0, 0, ...)

. Ak nie je splnená, na¹a metóda nie je spoµahlivá. Ak je, pokraèujeme.

Nasadením kritéria in�nitezimálnej invariantnosti nájdime polia na J (n), ktoré zachovávajú nad-
plochu F (x, y, yx, yxx...) = 0. Zo v¹etkých polí, ktoré teèú na J (n), chceme len tie, ktoré sú pre-
då¾eniami polí z J (0). To dáva obmedzenie na ich komponenty - mô¾u závisie» len od premenných
z J (0).

0 = prnV⃗ F

∣∣∣∣
F=0

(24)

= ( ξ∂x + ϕ∂y + Φx∂yx
+ Φxx∂yxx

+ ...)F

∣∣∣∣
F=0

Nezabudnime, ¾e komponenty Φx,Φxx, ... sú poskladané z komponent ξ, ϕ a ich derivácií. Máme
teda podmienky, ktoré majú komponenty hµadaného poµa V⃗ na J (0) splni». Je pravda ¾e sú to vo
v¹eobecnosti samy osebe diferenciálne podmienky. Ale èasto jednoduch¹ie ne¾ pôvodná diferen-
ciálna rovnica.

Keï máme hµadané pole ξ∂x + ϕ∂y, nájdime tok ktorý indukuje na priestore J (0). Ak máme
nejaké rie¹enie na¹ej diferenciálnej rovnice, tento tok nám ho odplaví na (vo v¹eobecnosti) iné.
Aj ak rie¹enie nemáme ¾iadne, ma» generátor symetrie rovnice sa oplatí - lebo nájdením jeho
integrálnych kriviek vieme niekedy odhadnú» nové súradnice, v ktorých by rovnica mohla by»
µah¹ia.

Príklad: Diferenciálna rovnica v jetovom priestore

Celé to azda znie abstraktnej¹ie ne¾ sa patrí, uká¾me si to na konkrétnej situácii. Opä» volíme
jednoduchý príklad, ktorý by sme vyrie¹ili aj bez ma¹inérie s ktorou sa zoznamujeme - ale práve
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zoznamovací proces predsa volá po príkladoch, kde nám dávna skúsenos» mô¾e robi» garde.

Vezmime rovnicu yx = 2x. Ako obvykle, yx je skrátené oznaèenie derivácie podµa x. Teda x je
nezávislá a y závislá premenná, a jediná relevantná derivácia pre úèely súvisiace s na¹ou rovnicou
je yx. Jetový priestor J (1) teda bude pozostáva» z 2D priestoru ("svet dole", J (0)) so súradnicami
x, y a 1D roz¹írenia, ktorému zodpovedá rozmer osúradnicovaný cez yx.

Na¹a diferenciálna rovnica je v tomto roz¹írenom 3D svete reprezentovaná plochou

F (x, y, yx) = yx − 2x = 0

èo je jednoduchá naklonená rovina. Rie¹enia na¹ej diferenciálnej rovnice sú nejaké krivky v J (0),
ktoré majú svoje zodpovedajúce predå¾enia na ploche zodpovedajúcej rovnici. Samozrejme tvárime
sa, ¾e zatiaµ nepoznáme v¹etky rie¹enia, aj keï, ako u¾ bolo spomínané, ukazujeme si metódu na
príklade, ktorý po nej a¾ tak nevolá. To, ¾e ich v skutoènosti vieme v tomto prípade uhádnu», nech
nám len na konci pomô¾e overi», èo sa deje. A tie¾ ujasni» si zopár veci e¹te aj o tomto notoricky
známom prípade rovníc.

Obr. 13: Rovnica yx − 2x = 0 ako geometrický objekt v priestore x, y, yx s rie¹eniami v priestore
x, y.

Gradient (v jetovom priestore) funkcie F nie je nikde nulový:

( ∂x, ∂y, ∂yx
)F = ( ∂x, ∂y, ∂yx

)(yx − 2x) = (−2, 0, 1) ̸= (0, 0, 0) (25)

tak¾e in�nitezimálna podmienka invariantnosti pr1V⃗ F |F=0 = 0 bude postaèujúcou pri hµadaní
symetrie. Nájdime polia, ktoré zachovávajú rovinu yx−2x = 0. Vlastne hµadáme symetrie "nulovej
vrstevnice"funkcie F (x, y.yx) = yx − 2x. Samozrejme hµadáme len také polia

pr1V⃗ = ξ∂x + ϕ∂y + Φx∂yx

v jetovom priestore J (1), ktoré vznikli predå¾ením vektorových polí z J (0) kde pôsobia polia typu

V⃗ = ξ(x, y)∂x + ϕ(x, y)∂y

lebo len tie budeme vedie» (za predpokladu ¾e ich nájdeme) spusti» naspä» na J (0) a tam prípadne
pou¾i» na hµadanie nových rie¹ení a pod.
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Teda komponenta Φx predå¾eného poµa bude Dx(ϕ− ξyx) + ξyxx, prièom ξ, ϕ závisia od (x, y) a y
je na rie¹eniach funkciou x.

Nezabudnime teda pri derivovaní na funkèné závislosti ξ(x, y), ϕ(x, y), y(x). Derivácie budeme
oznaèova» spodným indexom.

0 = pr1V⃗ F

∣∣∣∣
F=0

= ( ξ∂x + ϕ∂y + Φx∂yx
) (yx − 2x)

∣∣∣∣
yx−2x=0

= −2ξ +Φx

= −2ξ +Dx(ϕ− ξyx) + ξyxx

= −2ξ + ϕx + ϕyyx − ξxyx − ξy(yx)
2 − ξyxx + ξyxx

0 = (−2ξ + ϕx) + (ϕy − ξx)yx − ξy(yx)
2

V priestore J (1) sa jedná vlastne o polynóm (vo v¹eobecnosti vo viacerých premenných) rovný
nule. Teda ka¾dý monóm musí by» nulový zvlá¹», a tak získavame tri po¾iadavky na komponenty
ξ(x, y), ϕ(x, y):

(i) 0 = −2ξ + ϕx

(ii) 0 = ϕy − ξx

(iii) 0 = −ξy

Posledná (iii) nám hovorí, ¾e ξ nezávisí od y, teda ξ = ξ(x). Ak (i) poderivujeme e¹te raz podµa y
a (ii) poderivujeme podµa x a zvá¾ime nezávislos» ξ od y prichádzame k podmienkam

ϕxy = 2ξy = 0

ϕyx = 0 = ξxx

Vidno, ¾e ξ je nanajvý¹ lineárnou funciou x, a koe�cienty nemô¾u závisie» ani od y

ξ = ax+ b

E¹te poderivujme (ii) podµa y

ϕyy = ξxy = 0

Odtiaµ je jasné, ¾e ϕ je nanajvý¹ lineárnou funkciou y, ale koe�cienty e¹te mô¾u by» funkciami x

ϕ = α(x)y + β(x)
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. Spätným dosadením do (i), (ii) prídeme postupne k nasledujúcemu v¹eobecnému tvaru pre kom-
ponenty hµadaného poµa:

ξ = ax+ b

ϕ = ay + ax2 + 2bx+ c

Teda pole, ktorého predå¾enie zachováva diferenciálnu rovnicu yx − 2x = 0 má tvar

V⃗ = (ax+ b)∂x + (ay + ax2 + 2bx+ c)∂y

kde a, b, c sú µubovoµné kon¹tanty. Inak povedané, je lineárnou kombináciou (so spomenutými
koe�cientami) troch symetrie generujúcich polí

V⃗ = a(x∂x + (y + x2)∂y) + b(∂x + 2x∂y) + c∂y

Oznaème si tieto polia V⃗ I , V⃗ II , V⃗ III , a pozrime sa na ne bli¾¹ie. Osobitne na to, èo robia s
rie¹ením rovnice.

V⃗ I = x∂x + (y + x2)∂y

V⃗ II = ∂x + 2x∂y

V⃗ III = ∂y

V rámci skú¹ky správnosti skontrolujme, èi predå¾enie ka¾dého z polí naozaj zachováva plochu
zodpovedajúcu diferenciálnej rovnici yx − 2x = 0, teda èi ka¾dé spå�na kritérium in�nitezimálnej
invariantnosti. Upozornime tu na fakt, ¾e nájs» predå¾enie ¾iada len aplikova» algoritmus (17), èo
je pri teraz u¾ známych komponentách poµa len vec mechanického derivovania.

pr1V⃗ I = x∂x + (y + x2)∂y + (Dx(y + x2 − xyx) + xyxx)∂yx

= x∂x + (y + x2)∂y + (yx + 2x− yx − xyxx + xyxx)∂yx

= x∂x + (y + x2)∂y + 2x∂yx

pr1V⃗ II = ∂x + 2x∂y + (Dx(2x− 1yx) + 1yxx)∂yx
= ∂x + 2x∂y + 2∂yx

pr1V⃗ III = ∂y +Dx(1)∂yx = ∂y

pr1V⃗ I(yx − 2x)

∣∣∣∣
yx−2x=0

= [x∂x + (y + x2)∂y + 2x∂yx
](yx − 2x)

∣∣∣∣
yx−2x=0

= [−2x+ 2x]

∣∣∣∣
yx−2x=0

= 0

pr1V⃗ II(yx − 2x)

∣∣∣∣
yx−2x=0

= [∂x + 2x∂y + 2∂yx
](yx − 2x)

∣∣∣∣
yx−2x=0

= [−2 + 2]

∣∣∣∣
yx−2x=0

= 0

pr1V⃗ III(yx − 2x)

∣∣∣∣
yx−2x=0

= [∂y](yx − 2x)

∣∣∣∣
yx−2x=0

= [0]

∣∣∣∣
yx−2x=0

= 0
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Skú¹ka správnosti teda prebehla dobre pre v¹etky tri polia. Teraz sa pozrime, akú transformáciu
(tok) budú robi» na rovine x, y, a konkrétne èo budú ich toky robi» s jedným rie¹ením diferenciálnej
rovnice, y = x2.

Poïme sa teraz pozrie» na toky(x, y)→ (x̃, ỹ)) indukované poµami V⃗ I , V⃗ II , V⃗ III .

Tok indukovaný poµom V⃗ I = x∂x + (y + x2)∂y nájdeme inetgráciou jeho komponent

dx

dϵ
= x

dy

dϵ
= y + x2

x(0) = x y(0) = y

Rie¹ením je

x(ϵ) = x̃ = xeϵ y(ϵ) = ỹ = x2e2ϵ

Aby sme splnili y(0) = y, polo¾íme y(0) = x2(0). Zrejme funkcia y = x2 bude nejako význaèná pre
toto pole. Jej graf je integrálnou krivkou, a transformácia indukovaná poµom V⃗ I ju zrejme nechá
v pôvodnom tvare, ale skontrolujem si to aspoò pre precvièenie:
Inverzná transformácia potrebná pre dosadenie do transformovanej funkcie je x(x̃, ỹ) = x̃e−ϵ.
Dosaïme do

ỹ(x̃) = [x(x̃, ỹ)]2e2ϵ

= (x̃e−ϵ)2e2ϵ = x̃2

Funkcia y = x2 je naozaj invariantná pri toku poµa V⃗ I . Pole V⃗ I nám neporu¹í takéto rie¹enie
diferenciálnej rovnice, ale ani z neho nenájde niè ïal¹ie.

Tok indukovaný poµom V⃗ II = ∂x + 2x∂y nájdeme inetgráciou jeho komponent

dx

dϵ
= 1

dy

dϵ
= 2x

x(0) = x y(0) = y

Rie¹ením je

x(ϵ) = x̃ = x+ ϵ y(ϵ) = ỹ = y + 2xϵ+ ϵ2

Pozrime ako transformuje graf funkcie y = x2:
Inverzná trnasformácia potrebná pre dosadenie do transformovanej funkcie je x(x̃, ỹ) = x̃ − ϵ.
Dosaïme do

ỹ(x̃) = y(x(x̃, ỹ)) + 2x(x̃, ỹ)ϵ+ ϵ2

= (x̃− ϵ)2 + 2(x̃− ϵ) + ϵ2 = x̃2

Funkcia y = x2 je invariantná aj pri toku poµa V⃗ II . Ani toto pole V⃗ II nám neporu¹í takéto rie¹enie
diferenciálnej rovnice, ale ani z neho nenájde niè ïal¹ie.

Tok indukovaný poµom V⃗ III = ∂y nájdeme inetgráciou jeho komponent

dx

dϵ
= 0

dy

dϵ
= 1

x(0) = x y(0) = y
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Rie¹ením je

x(ϵ) = x̃ = x y(ϵ) = ỹ = y + ϵ

Pozrime ako transformuje graf funkcie y = x2:
Inverzná trnasformácia potrebná pre dosadenie do transformovanej funkcie je mimoriadne jedno-
duchá x(x̃, ỹ) = x̃. Dosaïme do

ỹ(x̃) = y(x(x̃, ỹ)) + ϵ

= x̃+ ϵ

Funkcia y = x2 sa pri toku poµa V⃗ III transformuje nasledovne:

y(x) = x2 ←→ ỹ(x̃) = x̃+ ϵ

Teda ak y(x) = x2 rie¹i diferenci8lnu rovnicu yx − 2x = 0, rie¹i ju aj y(x) = x2 + c, kde c je
kon¹tanta! Tá stará známa integraèná kon¹tanta je teda prejavom istej symetrie. Generátorom je
pole ∂y generuj=uce posunutoia v smere osi y, èo tu dáva naozaj názorný zmysel, keï¾e na¹e nové
rie¹enia y(x) = x2 + c sú oproti pôvodnému rie¹eniu y(x) = x2 len posunuté v smere osi y.

Pozorovanie, ¾e za integraènými kon¹tantami je nieèo hlboké umo¾òuje precvièi» si na tomto tri-
viálnom príklade metódy, ktoré nadobúdajú omnoho väè¹iu u¾itoènos» tam, kde u¾ vizualizácia a
notorickos» situácie nei sú k dispozícii ako sprievodcovia. Tu celá ma¹inéria vyznievala ako lov ps-
truhov harpúnou - ale nakoniec harpúnu treba vzia» prvýkrát do ruky omnoho skôr ne¾ sa pustíme
za ¾ralokmi.
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