VlInovo casticové dilemy

Kvantova tedria je na stole uz storoie. Niekedy sa predstavuje ako nepochopitelnd a nevelmi
peknd, ale je otdzne ¢o sa tym mysli. Ze ide proti mnohym predstavdm hromadenym osobitne od
zrodu modernej fyziky fazko popriet. Co sa krasy tyka, vratili sa s fiou v istom zmysle tvahy o
"hudbe sfér”, tak netreba robif unihlené zavery. Samozrejme aj tato tedria je len model. Ziaden
nie je taky pekny ako skutoc¢nd priroda.

Niekedy sa o tejto partii hovori ako o fyzike mikrosveta - ale nie je dobré to chapat tak, ze v
makrosvete by jej prejavy nebolo vidno. Aj les si niekedy nevS§imneme pre stromy. To, Ze sa vSetko
neprepadne ku stredu Zeme (vcelku makroskopicky efekt) je prejav Pauliho vylu¢ovacieho principu,
ktory ani nie je ako formulovat len s pojmami klasickej fyziky. Strelka kompasu je makroskopicky
objekt, aj jej stacanie k zemskym pdlom. Ale vysvetlit vlastnosti strelky nejde klasicky. Este aj
prezitie pohladu do ohniska ¢i kuchynskej riary bez oZiarenia tvrdymi gama la¢mi je tazko vysvetlit
klasickou fyzikou (ktora tu predpoveda nereélne tragicky scendr).

Obr. 1: Udrzat sa na povrchu, pouzivat kompas a prezit pobyt blizko zahriatych objektov moze
byt podla klasickej fyziky privelky problém.

Dvojstrbinovy experiment

Na prelome 19. a 20. storoc¢ia bolo Cerstvo objasnenych mnoho javov. Ale préve pozorovanim
novych a novych situdcii zacinalo byt zrejmé, Ze nieco s klasickym popisom je problém. Mozno
malokto Cakal, aké zakladné predpoklady bude treba prehodnotit, ale ndznaky potreby nejakého
prehodnotenia boli. Spiitne si mdZeme vyberat, ktory z prejavov tejto skuto¢nosti pouZzijeme na
didaktické ucely. Velmi ¢asto sa pouziva prave dvojstrbinovy experiment - moZno prave kvoli
jeho jednoduchosti je na hom vidno zdsadné prvky kvantovej mechnaniky bez rozptylovanie mno-
hymi detailmi.

Potrebujeme nejaky zdroj objektov, ktorych vlastnosti skimame. Moze sa jednat o elektrénové
delo ¢i lampu s podla moZznosti monochomatickym svetlom. Experiment bol ski§any aj pre mno-
homolekulové atvary, a predpokada sa, ze vysledky by platili aj keby sme pouzili nerozbitné
meteority, s predpokladom prislusného nastavenia parametrov (pre niro¢nost tohto nastavenia sa
s nimi experiment nerobil). Budeme tu hovorit o elektrénoch, ale nezabudnime, Ze zastupuji aj
iné objekty, véitane foténov svetla.

Pred zdrojom je umiestnend nepriestrelnd clona s dvomi otvormi - povedzme rovnako velkymi,
symetricky umiestnenymi voci zdroju. Zdroj vypuasta objekty velmi velkoryso, necieli $pecificky na
ziadnu strbinu. V nejakej vzdialenosti od clony je tienidlo. Je celé pokryté detektormi. Kazdy de-
tektor zabera rovnaka mala plésku a vSetky st rovnako citlivé. Zaznamenavaja pocet elektrénov,
ktoré do nich dopadli a podielom tohto poctu k celkovému poétu dotdvame pravdepodobnost
dopadu do danej oblasti tienidla. Je vyhodné zaviest aj pojem hustoty pravdepodobnosti. Tato
vynédsobend rozmerom prislusného detektora predstavuje pravdepodobnost zachytu pre oblast nim
kontrolovanti. Vynasobend rozmerom nejakej oblasti (rozmeru dlzky, plochy, objemu - podla toho,
kolkorozmerny problém uvaZzujeme) dava pravdepodobnost zachytu v danej oblasti.



Zacnime zaznamendvat elektrény naprv v situdcii, ked $trbinu II. uzavrieme. VSetky, ¢o sa do-
tali na tienidlo, tak mohli prejst len $trbinou I. Hned si v8imneme, ze vSetky zdchyty st rovnako
intenzivne - elektrén do detektora bud pride cely, alebo nepride vobec. To vyzerd na velmi casti-
covy charakter. Pozrieme sa eSte na pocetnost zachytenych elektrénov v zavislosti od polohy na
tienidle, a pravdepodobnost potom znézornime pomocou krivky. Nijaké velké prekvapenie - naj-
viac elektrénov Slo do detektora prave oproti otvorenej Strbine, nejaké sa dostali trochu dale;j.

Zavrieme prva Strbinu a otvorime $trbinu II. Zopakujeme vSetko ako bolo a dostavame velmi po-

dobny vysledok, akurdt maximum vyskytu elelktzrénov je teraz prisluSne posunuté oproti stredu
druhej $trbiny.

dvojstrbinova clona tienidlo

Obr. 2: Experimentalna zostava a priebeh pravdepodobnosti zachytu v zavislosti od miesta pri
otvorenej bud jednej alebo druhej Strbine.

Teraz otvorime obe Strbiny. Naivna predstava nam hovori, Ze teraz stipne pravdepodobnost za-
chytu vSade, kam len elektrény mohli prist pri otvorenej jednej alebo druhej $trbine. Pribudla
predsa moznost dostat sa tam cez $trbinu, ktord bola predtym zatvorend. Ak elektrén pride do
daného detektora bud po prechode cez jednu alebo druh, potom celkova pravdepodobnost, Ze do
detektora pride, by mala byt stacet tych dvoch Ciastkovych. Tak predsa funguje skladanie pravde-
podobnosti nezdvishjch udalosti. Cakime teda len sticet pravdepodobnosti. Napodiv vSak vidime
¢osi vyrazne iné.
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Obr. 3: Naivne ocakivany a naozej pozorovany priebeh pravdepodobnosti pri oboch Strbindch
otvorenych. Prvy dostdvame ako stcet Stvorcov amplitid. Druhy dostavame ako $tvorec stuctu

amplituad.

Na niektorych miestach, na ktorych bola pri otvorenej jednej ¢i druhej Strbine nenulova pravdepo-
dobnost zichytu je teraz nulova. Ako mohli elektrény, ktoré by predtym boli ochotne pristali na



danom mieste po prechode trebars strbinou 1., vobec vediet, Ze §trbina II. je otvorend? A preco by
to malo mat za nasledok neprist do toho miesta cez Ziadnu? Pravdepodobnost zachytu dopadne
takto podivne eSte aj ked ptstame mnoho elektrénov po jednom, takze nemdzeme argumentovat
tym, Ze sa azda nejako vzajomne vyrazali z drdhy. Pre nase bezné pochopenie ¢asticového cha-
rakteru je toto nezmysel. Ak elektrén prechddza jednou alebo(vylu¢éné) druhou Strbinou, potom
prechod jednou alebo druhou st nezdvislé moZnosti. Ak sa nejaka udalost (prichod do istého miesta
na tienidle) moZe udiat dvomi nezavislymi cestami, a kazdd mé svoju pravdepodobnost, potom
pravdepodobnost, Ze sa udalost vobec stane, je stcet tych jednotlivych pravdepodobnosti. Oso-
bitne, pravdepodobnosti st nezdporné c¢isla, teda ich vzajomné anihildcia neprichadza do tvahy.
Pritom existencia jednoznacnej polohy a hybnosti (pocas celej histérie pohybu, teda aj v case
prechodu clonou) je jednym z klcovych predpokladov klasickej mechaniky. Ale taky predpoklad
vedie k nezhode s pozorovanim. Predpoklad zrejme nie je splneny a elektrén nemd v kazdom
okamihu presne priraditeln polohu a hybnost.

Este tu poznamenajme, Ze pri vindch by nés interferenény obrazec neprekvapil. Pri vine ¢ postu-
pujicej v ¢ase t pozdlz osi' y, s amplitidou A, vinovou dlzkou A a periédou T, teda
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detektor zachytdva energiu, ktord je imernd druhej mocnine amplitidy viny. Klasickd vlna sa-
mozrejme prechadza oboma $trbinami naraz, nie je lokalizovand ako klasicka castica. Po prechode
oboma $trbinami mame akoby dva sekundarne zdroje vlnenia zo Strbin, a takto mdze vlna inter-
ferovat sama so sebou. Sekundarne vlnenia zo $trbin sa skladaja - zosilnujia, zoslabuja, pripadne
celkom anihilijt. Detektor zachytava Stvorec takejto sumy vin, a samozrejme pri destruktivnej in-
terferencii na mnohych miestach buda nuly tam, kde pri jednej zatvorenej Strbine bola nenulové
amplitida a teda aj jej Stvorec. Uz-uz by sme elektrén prehlésili za vinu, nebyt skutoc¢nosti, ze
¢okolvek stvara po ceste, dopadne v celku, do jedného detektora, nie pozdlz celého tienidla.

To zas klasickd vina nerobi.

Obr. 5: Sme zvyknuti, Ze dve vlny sa na mnohych miestach anihilovat, a Ze musle také tendencie
nemaju.

ITrochu netradi¢ne je teraz vodorovné os y, aby sme si pre polohy na zvislom tienidle rezervovali tradi¢nejsie



Este moZeme urobit jeden chaby pokus. Pastame elektrény po jednom, a pri $trbiny umiestnime
dve lampicky. Chceme sa pozriet, kade elektrén ide. Predstava je taka, Ze pri prechode strbinou I.
sa odrazi od elektrénu svetlo z prvej lampicky, pri prechode strbinou II. svetlo z druhej. Pripadne
mozeme dat $trbiny (a teda aj lampicky) dalej od seba, aby sa ich dosah prekryval ¢o najmene;j,
pouzit v kazdej lampicke svetlo trochu inej farby atd. Rozlisovacia schopnost je lep$ia pre kratke
vlnové dlzky, takze ak ich zvolime privelké, jednak nemusime rozoznat jednu $trbinu od druhej, a
svetlo eSte aj moZe elektrén obist, v zmysle nerozptylit sa na hom. Ak vsak svietime svetlom dost
malgjch vinovyjch dlZok na to, aby sme nic neprehliadli, interferencény vzor sa strati a elektrény idi
bud jednou alebo druhow Strbinou.

NaSe pozorovanie bolo interakciou, prisilnou na to, aby sme z neho mohli robit zdvery o situ-
acii bez nasho zasahu. Svetlo tiez nesie hybnost, a to s krat$imi vinovymi dizkami ju mé vicsiu.
Pri rozptyle na elektréne dost velkt na to, aby ho mohlo odkopnit z hypotetickej dréhy, na ktorej
sme ho tak nasilu chceli $pehovat. Svietili sme svetlom s dostato¢nou hybnostou na to, aby sme
elektrén prili§ ovplyvnili. Ak skisime svetlo dihsich a dlhsich vinovijch dlZok, interferencny vzorec
sa objavi, prdve ked bude vinovd dlzka pridlhd na spolahlivi detekciu elektrdnov. Jednoducho v
kvantovom divadle sa bud nedd pozerat, alebo sa treba pridat k hercom a priznat sa k vlastnej
role.

Obr. 6: Klasické divadlo rozlisuje javisko a hladisko. V kvantovom je hranica otazna.

Experimentdlne mame neuré&itost polohy Az pri prechode clonou (priblizne vzdialenost medzi
§trbinami) a neuré¢itost hybnosti Ap, ktora je spdsobend interakciou so svetlom z lampy zviazané
nasledovne:

h
Azlp> 5 (1)
teda cez redukovani Planckovu kon$tantu 7 ~ 1.05 x 10734J.s. Toto je momentélne jedna z

fundamentalnych kon$tant ktorej hodnota nie je predpovedand ziadnou tedriou, je jednoducho
zistend experimentalne a tedrie ju pouzivaju ako dany parameter.



Od klasického ku kvantovému popisu

Klasicky popis je v ruindch (ruiny st vsak skvely zdroj stavebného materidlu). Stav systému,
zékladnd matemetickd entita reprezentujica systém, byvala zadana ako bod vo fazovom pries-
tore, priestore poloh a hybnosti. Casovy vyvoj stavu bol reprezentovany krivkou vo fazo-
vom priestore, teda spojitou postupnostou jeho konkrétnych bodov, parametrizovanou ¢asom.
Fyzikédlne veli¢iny boli funkciami na fazovom priestore, teda jednalo sa o funkcie polohy a
hybnosti?. Teraz sme narazili na to, ze bod vo fiazovom priestore, teda ur¢itd poloha a hybnost v
danom okamihu, je niefo ¢o nevieme systému priradif - ba Ze uZ aj samotny predpoklad, Ze
to mozno urobit, vedie ku sporu s experimentom (vid Gvaha o skladani pravdepodobnosti). Nuz a
tym pada zakladny predpoklad na predpovede o systéme na zaklade klasickych pohybovych rovnic,
ktoré su v podstate receptom, kam ist vo fazovom priestore v nasledujicom kroku, za predpokladu,
ze vieme, kde sme v hom teraz.

Vo fyzike sa v8ak revolicie nedeji zavrhnutim vSetkého starého. Treba pozbierat ¢o fungovalo.
Elektrény dopadali tylom celyj alebo nic. Casticovost teda nie je celkom prazdny pojem. Ani de-
tekcia niekde a niekedy nie je celkom prazdny pojem. Netreba sa zatial 1Gc¢it s Casopriestorom.
Skladanie bolo ako u klasickyjch vin. Vinovost teda nie je celkom prazdny pojem. Skladanie ampli-
tad (treba premysliet ¢oho) zrejme bude hrat velka rolu. Tieto ¢rty potrebujeme spojif v novom
matematickom modeli, ktory by mohol reprezentovat systém s takymito vlastnostami. V§im-
nime si, Ze sme sa nezriekli pojmu stav systému (tazko povedat ¢o by potom ostalo popisovat),
akurat ho ideme reprezentovat nie¢im inym.

Stav systému v kvantovej mechanike

Hustota pravdepodobnosti sa v experimente pri oboch §trbindch otvorenych spravala ako ener-
gia klasickej vlny. T4 je timernd $tvorcu amplitidy. Je teda namieste predpokladat, ze tak ako
odmocnina z energie vlny je entita sama osebe, mozno aj odmocnina z hustoty pravdepo-
dobnosti je entita sama osebe. Nazvime ju amplitiidda pravdepodobnosti. Hustota pravde-
podobnosti bola oc¢ividne funkciou miesta na tienidle, a keby sme elektrény poéitali priebezne (a
osobitne keby sme elektrény pustali v nejakom Specidlnom ¢asovom vzore), iste by sa prejavil aj
na aktualnom pocte zachytenych elektrénov v rozliénych ¢asoch. Ak hustota pravdepodobnosti je
funkciou priestoru a ¢asu, potom je namieste to cakat aj pre amplitidu pravdepodobnosti. Dajme
tejto veli¢ine nejaké oznalenie. V literattre je velmi rozsirené ¥(z,y, z,t). Amplitide pravdepo-
dobnosti sa ¢asto hovori vinovéa funkcia 2. Predstavuje stav systému v kvantovej mechanike?.
Fyzikdlny vyznam je nasledovny:

/ |U(z,vy, 2,t)|* dx dy dz = pravdepodobnost zichytu v objeme V v Caset (2)
v

Amplitada pravdepodobnosti moéZze byt komplexna. Nemeriame priamo ju, ale aZ jej velkost.
Mbzeme ju pisat ako sucéin velkosti ¥ a fazového faktora e’?, ako je ¢asto zvykom v komplexnej
matematike

T = |T|e?

2kinetickd, potencidlna energia, moment hybnosti,... ale efte aj elektricky priid predsa stvisi s tym, kde st
elektrény s akou hybnostou, tlak sa di chipat ako funkcia hybnosti mnohych naraZajucich molekil atd

3n4zov, ktory azda niektorych matematikov vedie ku §kripaniu zubami, ale museli uZ prehltndf horie, vid ” delta
funkcia”.

4Vgimnime si, Ze sme ju zaviedli ako funkciu ¢asu a stradnic z,v, z, teda sme akoby uprednostnili konfigura&ni
Cast fazového priestoru pri dedeni z klasickej fyziky. Jednd sa o tzv. x-reprezentdciu, Wi . Nie je jedinou volbou.
MoZeme si zvolif hybnostn(l, p-reprezenticiu Wy, a uvaZovat stavy ako funkcie U(pe,py,p-,t) Jednd sa o ind
reprezenticiu toho istého, a \Ilﬁ,\lf; tvoria fourierovsk( dvojicu, jedna je fourierovskym obrazom druhej.



Pod $tvorcom sa tu mysli “komplexny kvadrat”, teda stc¢in ¥ a zdruzenej® W'
T2 =T o+

Uz v klasickej mechnike a elektromagnetizme sa pri popise skladajicich sa vektorovych veli¢in ¢i
vIn osved¢ili komplexné ¢isla ako skveld vypoctova skratka. V kvantovej mechanike je ich vyznam
zd4 sa fundamentalnejsi®, potrebujeme bud komplexné &sla alebo nejak im analogickd §truktiru,
aby sme dostavali stihlas predpovedi tedrie a experimentov.

Je tu aj istd zvlastnost - stavu nezodpovedd jedna hodnota ¥(x,t), lebo ak zmenime fazu, ktorej
komplexny kvadrat je rovny 1, nezmeni sa hodnota |¥|2. Akurét treba dat pozor, ak skladdme
viacero amplitid, aby sme (ak uZ fazy postvame) posunuli vSetky konzistentne (lebo faza sice
nehra rolu pri kone¢nom umochovani kone¢nej amplitidy, ale pri priebeznom skladani je klticova.)

Ak |U|? predstavuje hustotu pravdepodobnosti, potom musi spliiat istd normalizaénti pod-
mienku. Elektréon nemusi mat urciti polohu, ale ak raz existuje ako na$ systém, celkova pravd-
podobnost niekde ho najst v oblasti jemu dostupnej musi byt rovna jednej. V tomto je kvantova
mechanika nemenej urcita ako klasicka. Je zaujimavé, ze prave tato urcitost kvantovej mechaniky
je Castokrét (z vypoétového hladiska) dovodom kvantovania hodnot meratelnych velié¢in. Dosledok
urcitosti je tak asociovany s tedriou, ktord je asociovand s neurcitostou.

/ W2 dV =1 (3)
\%

total

Zdoraznili sme tu integraciu cez celt dostupni oblast V; .1, obvykle sa bude mysliet implicitne.
Nie vzdy sa jedna o trojrozmerny integral, ale ¢itanim kontextu mozno predist zméitkom.

Upozornime tu este ja §irSiu interpretdciu: To, ¢o vidime v (3) je isty druh skaldrneho stiéinu.
Normovatelné vlnové funkcie (lepsie povedané ltiée vinovych funkcii, kde pod lG¢om sa mieni celd
trieda We!®, danej funkcie a jej fizovych posunuti) tvoria linedrny vektorovy priestor vybaveny
skaldrnym sacinom (Hilbertov priestor), ktory ndm umozihuje pocitat nielen velkosti, ale aj
prekryvy.

Skalarny saéin (¥Uq, Uy) dvoch réznych stavov Uy, Uy je

<\1:1|\I/2>:/V\1/1 whav (4)

Ak je taky sacin nulovy, prekryv stavov je nulovy a hovorime, Ze st dané stavy kolmé. Hilbertov
priestor je Standardne nekone¢nerozmerny, preto netreba nasilu vizualizovat, ale analdgia s vek-
tormi z linedrnej algebry nie je na skodu (pokial sa nefahé aj kam nesiaha.)

Zhrhme tato ¢ast prechodu od klasického ku kvantovému popisu:

Stav systému klasicky: bod vo fadzovom priestore (7, p)
Stav systému kvantovo: vlnova funkcia V(7 t)

Fyzikalne veli¢iny v kvantovej mechanike

Ked uz bod vo fazovom priestore nereprezentuje stav systému, potom treba premysliet aj repre-
zenticiu fyzikdlnych veli¢in. UZ to nemdzu byt funkcie na fazovom priestore. Ale mali by to bat

5Vgeobecnejsie hermitovsky zdruZenej (transponuj a komplexne zdru¥), preto znacka T namiesto *. Pri jednodu-
chych modeloch nie je ¢o transponovat a hviezditka oznacujica komplexné zdruZenie by stacila. Pri redlnej ¥ je aj
hviezdiCka navyse - ale neskodi.

6Minimalne niektoré ¢asti matematického formalizmu sa sice dajii prispdsobitf aj inym asociativnym podielovym
algebram nad redlnymi ¢islami (sem patria redlne, komplexné a kvaternidnové &isla), ale je potom potrebné k nim
dodat istt matematicka $truktiru. S komplexnymi ¢islami sa po&ita najlahsie, aj ked je to moZno silou tradicie a
s tym spojenych nijdenych nastrojov.



matematické entity operujice na stavoch. Nejaké operatory O na vlnovych funkcidch W. Nase
stavy st komplexné, operatory zodpovedajtce veli¢inam tiez nebudi mat komplexnost zakdzant, s
jednou vynimkou: meratelné veci musia byt reprezentované redlnymi vecami. Imaginirnu
energiu, moment hybnosti ¢ polohu by bolo fazko interpretovat. Meratelnou vecou je hodnota
fyzikalnej veliéiny, napriklad energia je tolko a tolko joulov. Je to redlny tdaj. Povedzme, Ze
veli¢iny su reprezentované operatormi na vlnovych funkcidch. Ako z operatora dostat ¢islo, oso-
bitne ¢islo v stvislosti so stavom, na ktorom operuje? Tu sa velmi pontika myslienka vlastnych
stavov a vlastnych éisel. A hned je naportudzi aj skupina hermitovskych operatorov, ktoré,
pri vSetkej svojej komplexnosti, maji vyluCne redlne vlastné ¢isla. Podobne ako vlnové funkcie
st analégmi vektorov z linedrnej algebry, st operdtory analégmi matic (matice tiez mali svoje
rodiny vlastnych vektorov a ¢isel), a hermitovské operdtory st analégmi symetrickych matic
s realnymi vlastnymi ¢éislami. Su tiez symetrické v nasledovnom zmysle:

(O0]T5) = (U,|OT,) (5)

/(@\pl)\p;dvz/ Uy (O dV
14 14

Skratene 7

or=0 (6)

Hermitovské operatory majt aj ti krasnu vlastnost, ze ich vlastné stavy® ®,,, ktorym priradzujt
redlne vlastné hodnoty A,

0®, =\, ®, (7)

tvoria casto aplny systém v Hilbertovom priestore, ktory je pre dany problém relevantny. Mozeme
ich prendsobenim vhodnym faktorom normovat, pripadne pre degenerované spektrum vlastnych
hodnot (viac stavov prislicha tej istej) najst ortogonalne kombinécie prislusnych vlastnych stavov
a pouzit cely systém ako ortonormalnu bazu

<(I>n|q)m> = /V (I)nq)jn = Onm (8)

Vsetky ostatné stavy mozno vyjadrit ako ich komplexnti linedrnu kombinaciu®

U=> c,P, &)

Velkosti koeficientov |¢,| predstavuji mieru zasttpenia daného bazového stavu ¢, v
stave ¥, prekryv dany skalarnym sti¢inom

Pre normovany stav |¥;| = 1 plati, Ze stéet kvadratov koeficientov sa séitava na 1:

1=(T|¥) = ZZCWCIZ<(I)W|(I>”> = ZZcmclémn = Z lem|? (11)

m

77 matematického hladiska sme tu na zaplakanie neporiadni, k definicii patri este poziadavka na hustt definiciu
a spravny prekryv defini¢nych oborov ot 0.

8Teraz budeme &islovat vlastné stavy indexom n evokujcim diskrétnost, ale zatial ju nasilu nepredpokladajme.

9V pripade spojitého spektra treba integrovat namiesto sumovania,



Teraz si to dajme dokopy s interpretaciou hermitovského operatora ako fyzikalnej veliciny. Vlastné
stavy takého operatora zrejme predsatvuju stavy systému, ktorym dany operator jednoznacne
priradi realne ¢islo. Hovorime im ¢&isté stavy. M4 teda zmysel uvazovat o tejto hodnote ako o
hodnote danej veli¢iny v danom stave. Ak tento operator pustime na nie vlastny stav, ale stav
dany ako linedrne kombindcia vlastnych stavov (zmieSany stav), hermitovsky operdtor dod4 ¢osi
takéto!?:

OV =0 cn®y =Y 0Py = cadnthy (12)

Teda nedostali sme tu jedno vlastné realne ¢islo zo spektra, ale ich komplexnt kombinéciu. Ziaden
meraci pristroj ndm neukédze imagindrny nasobok nejakého poctu joulov, metrov a pod. Ale spo-
menme si, ze koeficient ¢, vyjadruje prekryv stavu ¥ s vlastnym stavom ®,,. Tiez ze suma Stvorcov
koeficientov dava jednotku ako pravdepodobnost. Ze ak by niektory z koeficientov sdm mal velkost
1, potom by ostatné boli nevyhnutne nulové a operator by jednoznacne priradil prislusné vlastné
¢islo ako hodnotu velic¢iny, ktora operator predstavuje. Toto vSetko ndm napoveda nasledovné:

Pri merani nejakej veli¢iny O moézeme najst len hodnoty zo spektra vlastnych ¢isel operatora
O, ktory dant veli¢inu reprezentuje. Ak meriame veli¢inu O na vlastnom stave jej prislichajiceho
operatora, napriklad ®,,, potom mdzeme nameriat len hodnotu k nemu prislusnej vlastnej hod-
noty A,. Ak previdzame meranie na vSeobecnom stave ¥, zmieSanom z vlastnych, potom stéle
mozeme namerat len jednu z vlastnych hodnét operatora. Pravdepodobnost, Ze nameriame prave
konkrétnu n-ti hodnotu je danéd kvadratom velkosti koeficientu, s ktorym n-ta vlastna funkcia
vystupovala v rozvoji V.

U= ch<1>n — pravdepodobnost namerat hodnotu A, je |c,,|? (13)

n

Zmienme sa tu eSte o moZnosti spojitého spektra. V takom pripade treba integrovat namiesto
sumovania. Nespocitatelnd baza méa svoje matematické haciky, ktorym sa tu nejdeme venovat.

Zhrhme tato ¢ast prechodu od klasického ku kvantovému popisu:

Fyzikélna veli¢ina klasicky: funkcia f na stavoch (bodoch fézového priestoru) (7, p)
Fyzikdlna veli¢ina kvantovo: operator O na stavoch (vlnovych funkciach) ¥(7,t)

Existuji nezmyselné otazky

Toto je zaujimava situdcia. Jednak pokial méa operator diskrétne spektrum, potom mozeme na-
merat len diskrétne hodnoty veli¢iny, ktori reprezentuje. A aby nebolo prekvapeni maélo: Nie
kazdému stavu prislicha jednozna¢nd hodnota danej veli¢iny! Neznamend to, Ze sa nedd merat -
ale ze ak méame niekolko identicky pripravenych stavov, meranie na nich moéze dopadnit rdzne.
Deterministickd predikénost klasickej mechaniky (kde znalost stavu implikovala aj znalost vSet-
kych relevantnych hodnot fyzikalnych veli¢in v tom stave) tu konéi. Fyzika sa doteraz spoliehala
na pravidlo rovnaké zadiatky veda k rovnakym koncom (ak sa prevadzaju so systémom rovnaké
veci), tu to neplati. Upozornime v8ak na jednu vec. Nameranie danej veli¢iny v nejakom stave
predstavuje nevratny zdsah do systému. Hovorime tomu kolaps vinovej funkcie. Ak meranie do-
padlo hodnotou )\,, potom systém uZ je v ¢istom stave ®,,. Dalsie meranie tej istej veli¢iny uz
dopadne rovnako. Nenameriame teda na tom istom zmieSanom stave viac hodnot (lebo meranim
ho zmenime, a dalSie meranie uz nerobime na tom, ¢o bolo). Dostaneme vSak vo vSeobecnosti viac
hodnét na mnohych képiach toho istého stavu. Pred meranim stav neméa konkrétnu hodnotu danej
veli¢iny. V istom zmysle ju m4, len ak je ¢istym stavom operatora, ktory dant veli¢inu reprezentuje.

107ase sme pohnali matematickd korektnost kamsi daleko. Nekomentujeme tu podrobne predpoklady za ktorych
moZno vymenit azda nekoneént sumu a operitor, ani nekomentujeme problémy ked je baza nespo&itatelna.



Tu sa dostavame k dalSej zaujimavosti. Este sme si ziaden operdtor neuviedli, ale z linedrnej
algebry vieme, ze vlastné vektory jednej matice nemusia byt vlastnymi vektormi inej. Aby tomu
tak bolo, musia matice komutovat. Podobne vlastné funkcie jedného operatora nemusia byt vlast-
nymi funkciami iného. Aby tomu tak bolo, musia tie operdtory komutovat. To ale znamen4, Ze
stav, v ktorom mame isti trebars hybnost, bude mat neurciti polohu, ak operatory polohy a hyb-
nosti nekomutuji. Ak by sa ndm polohu podarilo hypoteticky presne zmeraft, dostali by sme ho do
¢istého stavu polohy, ale to uz by bol iny ako pdvodny stav, teda informéacia o hodnote hybnosti
by sa nieze "skryla”, ale otdzka na nu by v tomto novom stave uz ani nemala zmysel. Nemalo by
vyznam spytat sa akd je pred meranim hybnosti. A po fiom by zas §lo o iny stav...

Obr. 7: Ak by sme sa pri pohlade na pieskovec eSte nedotknuty dlatom sochéra pytali, ¢i je jeho
dielo podarené, aj zapornd aj kladna odpoved by bola typu ” ani len zle”, kym neexistuje socha,
ktorej krasu by bolo mozné posudit. Analégia je slabd, ale to sa pri klasickom komentéari kvantovych
javov d& ocakavat.

Skutocnost, Ze niektoré otazky nemaji vyznam, mo’no nie je takd nezvycCajna alebo tazko pri-
jatelnd. Otazka, ¢i sa mé pozorovatelna veli¢ina spajat so systémom ako takym alebo s meranim
na tomto systéme, mohla byt nastolend uz na trovni klasickej mechaniky. Aj tam by c¢lovek po
chvili poctivého uvazovania uznal, ze hovorit o uréitej hodnote pozorovatelnej veli¢iny bez vztahu
k pozorovaniu je dost nevedecky koncept. Preto je zmysluplnost otazok typu Akd je hodnota po-
zorovatelnej veliciny X, ak ju nepozorujeme? dost pochybnd uz v klasickej fyzike. Akurat ze tam
ndm nuansy unikaju vdaka tomu, Ze klasicka fyzika nepouziva v tomto smere taky jemny hreben
ako kvantova tedria. T4 moze byt neintuitivna v mnohych ohladoch, ale v niektorych je pri troche
velmi oby¢ajného uvazovania logickejsia.

Konkrétna reprezenticia: hybnost, poloha, energia

Doteraz sme hovorili velmi v8eobecne. Fyzikdlnym veli¢indm maju prislichat nejaké hermitovské
operatory posobiace na vlnovych funkcidch. Ale hermitovskych operédtorov je vela. Ako z nich vy-
berat? Tu nam opét prichddza na pomoc zdsada revolicii vo fyzike nevyhadzovat ¢o bolo dobré
na starsej tedrii. Ned4d sa popriet, Ze energia, poloha, hybnost, moment hybnosti atd z klasickej
fyziky funguji v istom priblizeni velmi efektivne. Pokiisime sa preto zachovat spojitost s klasic-
kou fyzikou v8ade, kde tato funguje, bez zanedbania toho, ¢o nis naudil trebars dvojstrbinovy
experiment, kde tato tedria zlyhala. Spominany experiment ndm napriklad hovori, ze hybnost a
poloha st spojené nejakou vzajomnou neuréitostou. Cim viac okreSeme interval hybnosti, tym viac
nam narastie interval polohy. To napoveda, Ze operatory polohy a hybnosti nebudi komutovat pri
posobeni na vlnové funkcie. Slo by to napriklad takymto priradenim (v jednorozmernom pripade):



Poloha + &: U — 2V :=zU(x,t) (14)

g\I!(zzc,t)

Hybnost < p: ¥ — pU = —iha
x

Preco takto? Argumentov je dost, ale treba rozumiet, Ze ked sa vytvara nové tedria, neda sa od-
vodit zo starej (nebola by novd), nanajvys sa fiou dé ingpirovat. Vhodnost in$pirdcie je potom
rozhodnutd experimentalne. Fyzika sa nerobi v zrkadlovej miestnosti, treba sa pozerat von oknom
a konfrontovat s realitou.

Jednou z motivacii definovat operator polohy ako obyc¢ajné ndsobenie suradnicou je jednodu-
chost. Takto definovany operdtor méa svoje asociacie s argumentom vlnovej funkcie ¥(z,t), ktory
je interpretovany ako stiradnica konfigurac¢ného priestoru. Pre¢o potom aj operator hybnosti ne-
definovat ako nédsobenie hybnostou? Tu by sme narazili na poziadavku pre tieto operatory, aby
nekomutovali. Teda hladdme nejaky operator, ktory nekomutuje s x, pricom hodnota komutatora
operdtorov by mala byt iimerns Planckovej konstante, tak napoved4 dvostrbinovy experiment!'!
Naga volba tu ddva naozaj konstantu, dokonca timernti Planckovej'?:

ov 0
£, p|VU = z(p¥) — p(z¥) = —th— | — (—th)=— (V) = AT 16
.10 = a(p0) ~ 5@0) = = (05 ) - (im) - (@) = i (16)
Operétory hybnosti a polohy st dolezité, nakoniec v klasickej mechanike im asociované veli¢iny x,
p tvorili siiradnice fazového priestoru klasickych stavov. Ostatné veli¢iny boli funkciami tychto, a

stoji za to sa po tejto analdgii pustit aj v kvantovom pripade. Napriklad kinetickd energia Castice
2

s hmotnostou m bola v klasickom pripade dand ako Fj = 7. Potencidlna bola funkciou polohy

U(z). Potom v kvantovej verzii mozeme vyskasat moznost

hQ 82

9
Kineticka energia + Ey:V — E,¥ = Py
2m 2m Ox?

Potencidlna energia < U:V — UV = U(2)¥ = U(z)V¥

Operator celkovej energie mé svoje $pecidlne meno, hamiltonidn, a velmi osobitné postavenie

52 2 52
Celkova energia <« H:V — HU = <§n + U(i)) U= <_2hm(‘;12 + U(x)) U (17)

Upozornime tu, ze vo viacerych rozmeroch by bol hamiltonidn dany ako

HU = (—:;A + U(a:)) W (18)

HTalsi argument je z tedrie symetrie a zdkonov zachovania, ktord nam hovorf, 7e translaéné invariantnost v
nejakom smere sivisi so zachovanim hybnosti v tom smere, a Ze operdtor hybnosti je generdtorom translicii.
Generdtor translacii v nejakej premennej je imerny derivacii podla tej premennej. V stvislosti s tymto je odporiéané
konzultovat texty o tom pojednédvajice.

2 Tmaginarna jednotka nas nemusi znepokojovat. Operdtory nemusia byt realne, déleZité je , aby tie, ktoré
zodpovedaji nejakej meratelne]j veli¢ine, mali redlne vlastné hodnoty. Imaginarne jednotky v definicii operatorov
moZu prave zachranif splnenie tejto poZziadavky.

10



Laplacian je geometricky velmi kla¢ovy operédtor. Niekedy sa hovori o relativite ako krasnej geomet-
rickej tedrii a o kvantovej mechnanike ako o nie¢om nevelmi ladiacom. Nejaké problémy tam s,
ale kvantova mechanika mé ocividne s geometriou mnoho docinenia.

Samozrejme, je namieste otdzka ¢ takito kongtrukcia operdtorov bude fungovat vzdy. Naozaj
staci len vziat klasické vyjadrenie fyzikalnej veli¢iny ako funkcie polohy a hybnosti, a v iom zame-
nit klasickt polohu a hybnost za naSe operatory (15), (16)7 Apriori nemame pravo predpokladat,
ze takyto jednoduchy recept bude fungovat, ale oplati sa ho vyskasat v ramci Occamovej britvy, a
upravit, ak sa potom predpovede nezhodni s experimentom. Napodiv (alebo o¢akivane?) jedno-
duchy recept velmi ¢asto funguje. Nie celkom vzdy, a je to do istej miery oc¢akavatelné aj preto, ze
kym z, p klasicky komutuj, ich kvantové verzie &, p nie. Ak nejaka klasickd veli¢ina obsahuje ¢len
umerny sucinu zp, je to zaroven ¢len tmerny sucinu px. Ale v kvantovom pripade &p # pz. Niekedy
sa vec dd oSetrit velmi jednoducho: prepiSeme klasicky vyraz tak, aby bol explicitne symetricky
na permutdciu, a kvantovy urobime podla toho vzoru

pm:px—;—xp px—;—xp

Casovy vyvoj

Uz mame kvantovia verziu reprezentécie stavu systému ako vinovej funkcie (amplitady pravdepo-
dobnosti), a reprezentaciu niekolkych veli¢in ako operdtorov na vinovych funkcidch. Ako budeme
reprezentovat ¢asovy vyvoj?

V tomto pripade sa velmi oplati poznat hamiltonovsky formalizmus v klasickej mechanike. Zdo-
raznime, %e sa nejednd o ina tedriu, ale o iny, stale klasicky, formalizmus. Velmi stru¢ne ho tu
predstavme aspon nakolko bude potrebné pre dalSie ucely. Pozrime sa, ¢o vlastne klasickd me-
chanika robi. Zo znalosti stavu systému teraz ndm pohybové rovnice poskytuja predpoved pre
stav neskor (alebo aj spitne). Casovy vyvoj systému predstavuje postupnost (parametrizovant
¢asom) jednotlivych stavov. Pohybové zdkony nidm umoziiuji zrekonStruovat tito postupnost
zo znalosti jedného jej ¢lena. Ako sme uz spominali, stav systému v klasickom pripade je pre velmi
jednoduchy systém (ako hmotny bod hmotnosti m v jednom rozmere) dany jeho polohou z a
hybnostou p = mi (tradi¢ne bodka znad¢i ¢asovi derivéciu).
Newtonov druhy zdkon pre toto teleso

mi =F (19)

je diferencidlna rovnica druhého radu. F' je externd sila posobiaca na teleso, nezdvislou premennou
je Cas t (parameter vyvoja), zavislou je stiradnica polohy telesa x(t). Takato rovnica druhého radu
vyzaduje dve pociato¢né podmienky - hodnotu neznamej funkcie a jej prvej derivacie v nejakom
konkrétnom (obvykle pociatoénom) ¢ase. Inymi slovami stav v nejakom Case.

PrepiSme rovnicu (19) do tvaru, v ktorom vystupujia klu¢ové pojmy (stav, energia, vyvoj)
tak explicitne ako sa da. Hybnost savisi s ¢asovou derivaciou polohy, zmena hybnosti stvisi so
silou

p=1F (20)
. p
r=—

m

Vidime tu neoficidlny zakon zachovania formélnej zloZitosti - mame dve rovnice prvého radu (20)
namiesto jednej rovnice druhého radu (19).

Ak je sila konzervativna, moZeme ju vyjadrit ako zaporne vzaty gradient potencidlnej energie
U. Ale kedze kinetickd energia zavisi od hybnosti, nie od polohy, méze byt beztrestne vsunuta do
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”pozi¢ného gradientu”:

F=-0,U= *am(U + Ek) = -0, F
Tymto prepisom sily ako zdpornym gradientom energie mame polovicu (20) vyjadreni s energiou
na pravej strane. Aby sme podobnt vec dosiahli aj pre druhd polovicu, v§imnime si, Ze pravd
strana moze byt prepisand ako derivacia kinetickej energie (Ej = p?/2m) podla hybnosti. Tentoraz
vyuZijeme skutoc¢nost, ze potencidl nezavisi na hybosti v pripadoch ktoré tu uvaZujeme, a teda
mozeme do derivacie bezpeéne popri kinetickej energii prepasovat aj potencidlnu:

% = 0,E), = 0y(Ey + E,) = 0,F

£0- (59

3

. A este vSetko dokopy:

Teda asova zmemu stavu sivisi s energiou'?, resp. so vztahom energie a stavovych veli¢in (z, p).
Ako teraz najst kvantovomechanicka verziu zdkonov pre ¢asovy vyvoj? Ako uz bolo spomenuté,
keby sa dali odvodit z klasického pripadu, bola by kvantova mechnanika len $pecidlnym pripadom
klasickej. Je ¢as midro hadat kym nepride zhoda s experimentami.

Sktisme sa v8ak inspirovaf klasickym pripadom (21): Casovy vyvoj stavu bude zrejme ¢osi imerné
¢asovej derivacii vlnovej funkcie, 0; ¥. Vztah energie a stavu moze byt cosi tmerné HY. Analdgia
klasickej verzie teda moze byt HU = kd,U. Konstanta timernosti by mala byt volena tak, aby
bola zhoda predpovedi s experimentom, aby bol operdtor ¢asového vyvoja hermitovsky v zmysle
(6), Co stvisi s komplexnou jednotkou, a vhodne uhadnut zvySok pomdaha aj pohlad na Planckovu
kon§tantu v definicii hamiltonidanu a poziadavka rozmerovej konzistentnosti.

ih0, U (x,t) = HU(z, t) (22)

L 0 h? 02
ih a\ll(x,t) = <27n6362 + U(x)) U(z,t)

Pre viacrozmerny pripad je rozsirenie trividlne (na napisanie, nie nevyhnutne dorieSenie)

hZ
ih%\lf(ﬁ t) = <2mA + U(F)) U(7,t) (23)
To je zndma Schrédingerova rovnica pre ¢asovy vyvoj stavu (amplitidy pravdepodobnosti) v
x-reprezentacii. Je to parcidlna diferencidlna rovnica, prvého radu v ¢asovej derivacii a minimaélne
druhého v priestorovej, kedze kinetickd ¢ast hamiltonidnu zahfha laplacidn. Treba eSte v zévislosti
od konkrétneho pripadu doplnit poéiatoé¢nii podmienku a okrajové podmienky. Naro¢nost
najdenia rieSenia zavisi do velkej miery od konkrétneho tvaru potencidlu U (7). UkdZeme si neskor
jednoduchy priklad kde je rieSenie Tahké a zdroven na hom vidno aj trochu toho slavneho kvanto-
vania.

Najprv vSak komentar k ¢asovej zavislosti. Uvazujme, ako suvisi vlnova funkcia v nejakom case ¢
s jej podobou v Case o € neskor:

U(z,t+€) = U(x,t) +edU(x,t) = (1 — iheH)U(x,t)

13V klasickej mechanike v lagrangeovskom a hamiltonovskom formalizme energia stvisi s generdtorom posunuti
v Case, a tie sa reprezentuja deriviciami podla Casu. Zakon zachovania energie stvisi prave so symetriou systémov
vo¢i posunutiam v Case.
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Hamiltonidnu sa preto hovori generdtor ¢asového vyvoja, kedze je tmerny Casovej derivacii,
a tato diktuje prvy krok v Taylorovom rozvoji. Operator takto sivisiaci s ¢asovym vyvojom, s
predmetom, ktory fyzika skiimala azda vo vSetkych svojich etapach, bude mat klIti¢ovy vyznam,
a s nim samozrejme aj veci ¢o s nim suvisia, napriklad vlastné ¢isla a vlastné funkcie. Tieto
tvoria Gplny systém a casto sa volia ako baza. Okrem ich vyznac¢ného postavenia aj pre svoju jedno-
duchost. Vlastné ¢isla hamiltonidnu teraz budeme volat sugestivne E namiesto . Ak je spektrum
diskrétne, bude aj rodina vlastnych fukcii diskrétna, vtedy sa ¢asto oznacuji aj spodnym indexom.

—

Pre vlastné stavy hamiltonidnu ®(7,¢) plati

iho,®(F,t) = HO(7,t) = E®(7,1) (24)

To su vlastne dve rovnice

ih 8, (7,t) = E (F, 1)

H (7 t) = E®(7,t)

Casova zavislost jednotlivych vlastnych stavov hamiltonidnu (samozrejme zmieSané stavy
na tom mozu byt inak, kedZze kombinécia jednoduchych veci moéze nabrat zlozitej$i charakter)je
velmi jednoduché - exponencidlna funkcia exp (—iEt/h). Vlastny stav hamiltonidnu ®(7, ¢) sa teda
da napisat ako suéin Casovej exponenty a funkcie priestoru ¢(7), ktord je rieSenim bezcéasovej
Schrédingerovej rovnice

Ho(7) = Eg(7) (25)

O(7,t) = Be "Rt o(F) (26)

B je kon$tanta, vo v8eobecnosti komplexné. Jej velkost stvisi s normovanim. Volnost pripadnej
fazy e'® stvisi s tym, ze stav je dany ako l4¢, mnozina vlnovych funkeii liiacich sa len fazou.
Niekedy sa vynechéva privlastok ”bezéasovd”, treba si vSak uvedomit Ze sa jedna len o skratko-
vité vyjadrovanie. Podobne ako v klasickej mechanike, aj v kvantovej rieSime ¢asovy vyvoj stavu,
a podobne ako tam, je tento vyvoj fundamentalne spity s energiou. Bezcasovd Schrédingerova
rovnica je medzikrok vo vypocte, a kym Casova plati pre vSetky stavy ktoré mozu nastat (aku-
rat pri zmieSanych nemozno apriori oc¢akivat taka jednoduchii ¢asovi zédvislost ako pri éistych),
bezcasové plati len pre Cisté, vlastné stavy hamiltonidnu. Bezc¢asova rovnica mé vSak s ¢asovou
zévislostou ¢istych stavov velmi mnoho. Totiz riesenim bezéasovej Schridingerovej rovnice do-
stavame konkrétne povolené hodnoty energie, ktoré potom dosddzame do exponenty popisujicej
casovt zdvislost Cistého stavu.

VSeobecny, zmiesany stav V(7 ¢) sa potom di napisat ako linedrna kombindcia viace-
rych vlastnych stavov hamiltonidnu ®(7,t). Ak je spektrum diskrétne, je diskrétna aj rodina
vlastnych funkcii a treba sumovat.
) E’VL
(1) =D enPu(Ft) =D cne Bl g (i) (27)

n n

V pripadoch, ked je spektrum hamiltonidanu spojité, treba namiesto sumy vziat integral.

\I/(F,t):/EdEC(E)QE(F,t):/ dEC(E) e "%t ¢ (F) (28)

E
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V takomto pripade hraja spojito rozlozené hodnoty véhy C(FE) tlohu analogicka ako koeficienty
cn, 7 diskrétnej verzie.

Zhrhme tato ¢ast prechodu od klasického ku kvantovému popisu:

Casovy vyvoj systému klasicky:

Casovy vyvoj systému kvantovo:

N
zhﬁlll(r,t) = HU(7,1)

Teda takto sa riesi Casovy vyvoj stavov v kvantovej mechanike. Upozornime tu vSak, ze Sch-
rodingerova rovnica predpoveda ¢asovy vyvoj pre nerusSeny systém, a predpovedd ho urcito - s
dodanim pociatoc¢nej a okrajovych podmienok mame jednoznac¢né rieSenie pre amplitidu, az na
mozni komplexnt fazu. Akurat Ze ak prevedieme na systéme meranie, Schrodingerova rovnica uz
s nim prineseny kolaps vlnovej funkcie nepopisuje. Ale pre ttekom nam eSte zanechd pravdepo-
dobnosti pre vysledok. Ako sa deje kolaps je dost nejasné na to, aby sme fyziku nepovazovali za
¢o i len blizku hotovej.

Toény z hlbiny

Vsetko vysSie napisané bolo zatial formulované vSeobecne, a pri takej prezentacii ¢asto hrozi, ze
sa zo zretela strati, ¢o je vlastne zname, ¢o nezndme, a v akom poradi treba vypocty prevadzat.
Ukazme si teda notoricky znadmy priklad kvantového systému, elektrénu v potencidlovej jame. Ako
to stvisi s hudbou by mohlo byt jasnejSie o chvilu. Elektrén je, ako sme videli na dvojStrbinovom
experimente, akasi entita javiaca vinové a Casticové vlastnosti. Tendencia vyhladdvat preferencéne
oblasti s niz8ou potencidlnou energiou plati aj v kvantovej mechanike'#. Pod potencidlovou jamou
sa mysli oblast, kde je potencial nizky (najjednoduchsie bude dat tam jeho nulova hladinu) oproti
situédcii v okoli. Ako nas prvy priklad vezmime predpoklad, Ze v okoli je potencidl dost velky na
to, aby sme ho efektivne mohli povazovat za nekonecny. Teda Ze elektrén je naisto v ohranicenej
oblasti, kde je potencial nulovy.

U— oo U— oo
Zakézana u=0

0 L zakézana
oblast' povolend oblast

oblast’

Obr. 8: Jednorozmerna nekonecne hlboka potencidlova jama. Steny si treba predstavit do neko-
necnej vysky. Elektron je viazany na jednorozmerni tisecku, plosny obrazok pouzivame, aby sme
naznacili aj hodnoty funkcii na osi.

141,en okrajovo tu spomeiime, #e ani v klasickej ani kvantovej tedrii nejde len o energetickii agendu, ale o akiisi rov-
novahu medzi snahou minimalizovat energiu a maximalizovat entropiu. V tomto jednoduchom systéme si vysta¢ime
s tvahou o energii.
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Pre hamiltonian mame

2 92
H= L +U(x)

 2m 922

kde m je hmotnost elektrénu a potencidlna energia je skokovita funkcia

U@)= 0 z e (0, L)
U(z) » o© x € (—o0, 0) U (L, c0)

Efektivne je elektron viazany na tsecku. Na§ model je extrémne idealizovany, z realnych objektov
sa mu blizia niektoré dlhé molekuly s elektrénmi slabo viazanymi na konkrétne jadro, ale s pohy-
bom obmedzenym na molekulu.

Pre v8etky mozné stavy elektrénu ¥(z,t) ma platit Schrodingerova rovnica
ih0, U (z,t) = HU(z,t)
Néajdime v8ak bazu. Pre ¢isté stavy ®(x,t), vlastné funkcie hamiltonidnu, ma platit

ihou®(x,t) = H®(2,t) = E®(x,t)

teda postupne

HO(x,t) = Ed(x,t)

ih0;®(x,t) = E®(x,t)

Casové zavislost sa navrhne jednoducho
Dz, ) = e FIT0 ()

kde ty zavisi od podiato¢nych podmienok. Tu ho pre jednoduchost vezmeme nulové. Nevieme eSte,
aké F,, patri do exponentu. To vSak ziskame dosadenim do priestorovej Casti a jej doriesenim:

A (e Ft(a)) = Be~Fro(a)

(-3 o +U@)) (+7H76(0)) = BT o)

" 2m 02

(-4 s + V) ) o) = Bt

- 2m 0a?

Teraz je Cas uvazit konkrétnu podobu potencidlu a interpretaciu vinovej funkcie. Ak je poten-
cidl na intervaloch z € (—o0, 0) U (L, co) nekonecny, elektrén tam naisto nebude. Amplitada
pravdepodobnosti tam bude nulové v kazdom ¢ase, teda jej priestorovéa ¢ast spliia

¢(z) =0 x € (=00, 0) U (L, 00)

Na zvy$nom intervale z € (0, L) je potencidl nulovy, a beztasovd Schridingerova rovnica pre
priestorovii ¢ast vlastnych stavov je velmi jednoducha:

0? 2mFE

w‘i)(f) = _?Cf)(x)
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s vSeobecnym rieSenim

¢(x) = Acos <\/ Q;?QE :E) + Bsin ( QT;E ;v)

Pozrime, kolko ndm tu ostalo nezndmych parametrov: konstanty A, B a vlastné ¢islo E. Kolko
rovnic mame k dispozicii na ich ndjdenie? Mame tu jednak normovaciu podmienku na amplitidu
pravdepodbnosti (pravdepodobnost najst elektrén na intervale (0, L) je rovna jednej), a dve okra-
jové podmienky pre nulovi hodnotu vlnovej funkcie ®(x,t) na okrajoch povoleného intervalu v
kaZdom case (a to tu vie zabezpetit len jej priestorova cast ¢(z)).

Podmienka ¢(0) = 0 ndm zakaze kosinusovi Cast

0 = ¢(0) — A=0

a podmienka ¢(L) = 0 ndm obmedz{ moZnosti na argument sinusu

2mE 2mE
0:¢(L)=Bsin< ’;;L> = 2 L=

pre nejaké celé ¢islo n. Nula je zakdzand, lebo takd volba by viedla k identicky nulovej amplitade
pravdepodobnosti v celej jame, ¢o je v protiklade s predpokladom, ze tam nejaky elektrén naisto je.
Nagu podmienku mozno splnitf mnohymi, av§ak len velmi §pecidlnymi hodnotami energie, diskrétne
rozlozenymi. Oznacme ich ako

wh?
=——n
" omL?
Im prislachajice vlastné stavy hamiltonianu budua

2mkE, i En
O, (x,t) = B, sin( 777;2 x) et

Pre jamu nejakej fixnej sirky mame povolené len tie hodnoty energie, ktoré s timerné prevrate-
nému Stvorcu tejto Sirky. Najnizsia je
n2h?

B =
V™ omL?

Ostatné st jej ndsobkami. Nie st ekvidistan¢né; vyssie st jej n?- nasobkom, teda mame postupnost
FEy, 4F1, 9E;, 16E;, 25F,

Este najdime konStanty B,, z normovacej podmienky. Akykolvek pripustny stav, ¢isté nevynima-
jic, ma splhat interpretaciu ako amplitiida pravdepodobnosti a z toho plyniice dosledky. Kom-
plexny kvadrat preintegrovany cez cely dostupny interval je rovny jednej, ¢o nam da potrebni
podmienku pre konStantu B,,. Pri vypocte sa zide skutoc¢nost, Ze

2mEn_nl
V rt T L
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L
1:<<I>n|<I>n>:/ dx ®,®]
0

L
= / dz Bjsin (—mm> et B]sin (—mm) e
0 L L

L
L
= ‘Bn|2/ dx SiIl2 (?) = |Bn|2 5
0

Toto je obmedzemie na velkost B,,, nie na pripadant komplexnt fizu e'*. V tomto pripade nor-
movacia konStanta je pre vSetky n rovnako velkd. MdZeme pre jednoduchost volit

Teda sme dostali takéto vlastné stavy hamiltonidnu pre elektrén na tsecke, bazu na vyjadrenie

vSetkych ostatnych:
2 2mkE, i En
O, (2,t) = \/Zsin < 77;2 :1:) i 4 (t=to)

Obr. 9: Priestorova Cast amplitid pravdepodobnosti pre prvé tri stavy s ostrou hodnotou energie

|61()[* o ()| |6a()I”

Obr. 10: Hustoty pravdepodobnosti pre prvé tri stavy s ostrou hodnotou energie

Cisty stav elektrénu na tisecke velmi pripomina momentku klasickej struny chvejticej sa v ¢istom
téne. Aj v pripade elektrénu ide o momentku, lebo je zndzornend len priestorova cast. Podobne
ako sa struna chveje s nejakou frekvenciou, jednou z povolenych dizkou struny, aj elektrénova am-
plitada prekmitava s frekvenciou E,, /A, pricom tato tiez nadobuda len jednu z hodndt povolenych
rozmerom priestoru, na ktory je viazand.

Poucenia pomedzi rovnicami

Pozbierajme zaverom nejaké tvahy, ktoré je Tahko zabudnit pri slepom pocitani. Toto bola len
mald exkurzia do kvantovej mechaniky. Nepreskiimali sme problém merania, ani relativistické ro-
z§irenia takého hrackarskeho modelu ako bol prezentovany a mnoho iného. Ale aj po maélo krokoch
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sa da robit aspon lokdlne postdenie vyvoja.

O wilnovo casticovom dualizme sa uz povedalo tolko, Ze samotné notorickost niekedy moze budit
dojem porozumenia. Bolo by omylom domnievat sa, Ze sa jednd o otazku tykajicu sa az kvan-
tovej fyziky. O vlnovych aj ¢asticovych (korpuskularnych) vlastnostiach svetla sa sporili fyzici uz
za Newtona, pri¢om obe stranky mali argumenty v prospech svojho nézoru. Specidlna relativita
tiez vykazuje velmi silné ¢rty tohto dualizmu. To, Ze vo vyzna¢énych - inercidlnych - vztaznych
sustavach rychlost svetla nezavisi od pohybu jeho zdroja, poukazuje na vlnovy chrakter svetla.
Rychlost sirenia vin na hladine jazera alebo zvukovych vin vo vzduchu ma takito vlastnost. Rych-
lost signdlu je dand parametrami prostredia, ktoré ho nesie. Na druhej strane, to, Ze rychlost svetla
vnimaji ako izotropni vsetci inercidlni pozorovatelia, poukazuje na balistickd, ¢asticovi tedriu.
Ak ¢lovek na hladko sa pohybujicom vlaku hodi od seba na dve opacné strany (jednu v smere
pohybu vlaku, druhi proti smeru) dve lopticky rovnako velkou silou, buda sa v ststave spojenej
s vlakom pohybovat rovnako velkou rychlostou. A §pecidlna relativita tito vlastnost pripisuje aj
svetlu. Teda Casticovo vlnova povaha svetla bola davnou otdzkou. Azda trochu novSou bola ¢as-
ticovo vlnova povaha aj hmotnych objektov ako elektrény. Nakoniec vS8ak mozno to bolo treba
oCakavat - ak podla relativity synchronizovanie hodiniek na roéznych miestach mozeme robit bud
hmotnymi objektmi (ako lopticky spomenuté vyssie) alebo svetelnymi signdlmi, poukazuje to na
podobné previazanie s Casopriestorom ako u svetla, tak u hmotnych ¢astic. Vlnovost a Casticovost
st tiez v podstate pojmy nemyslitelné bez Casopriestoru, a teda nie je taky absurdny predpoklad,
7e sa elektrény a svetlo buda podobat aj v tomto.

Obr. 11: Castica aj vlna st len modely. Modely st pouZitelné az kym takymi neprestant byt.

Je dobré ujasnif si v stvislosti s akymi javmi st uzito¢né, a mozno dalej pouZzivat bezny jazyk,
hovoriaci o morskych vindch ako vinach a malych kiiskoch hmoty ako o Casticiach. Ale jedna sa len
o uzito¢ny efektivny model. Morské viny su plné Castic, ktoré by pod drobnohladom javili vinové
vlastnosti na dalsej iirovni. Slogany typu ”podla kvantovej mechaniky sa éastica mdze vyskytovat
na dvoch miestach naraz”si, zjemnene povedané, trochu nestastné. Ich ”Sokujicost”je v tom, ze
pouzivaju pojem (”Castica”) ako ho Iudia maja zafixovany z klasickej mechaniky, a predstavia
ho v situécii, ktord je v tej klasickej mechanike nemyslitelnd. Experimenty vedice ku kvantovej
mechanike vSak nehovoria o tom, ¢o robi klasicka Castica, ale ze klasicka Castica neexistuje. Res-
pektive ak hej, nie je to ni¢ z toho, co bezne oznacujeme ako ”Casticu”. S vlnami je to podobne.
Ani svetlo nie je ” elektromagnetické vlnenie”v klasickom zmysle.

Asociicia kvantovej mechaniky s neurcitostou modze niekedy narobit vela Skody, ak sa nerozumie
poriadne. Podobne ako relativita netvrdi, ze vSetko je relativne (naopak), ani kvantovd mecha-
nika netvrdi, Ze v8etko je viac ¢i menej neurcité (naopak). Neurcitost ako takd nebola poprvykrat
prinesend kvantovou mechanikou. Fourierova transformécia bola znama sto rokov pred fou, a
tato viaze dve veliiny vztfahom neurcitosti velmi podobnym tomu Heisenbergovmu. Zenove sta-
roveké tivahy o probléme existencie ¢ neexistencie pohybu v jednom okamihu (ked je poloha

18



urcend presne) mozno chapat v savislosti so zmysluplnostou ¢i nezmysluplnostou pojmu okamih,
teda moznosti spojitého delenia ¢asového intervalu na mensie donekonecna - a tiez v suvislosti s
nekompatibilitou sti¢asného poznania hybnostia a polohy, teda ”heisenbergovskou”neurcitostou.
Opit, poucenim kvantovej mechaniky je, Ze niektoré pojmy (ako napriklad stav a hodnota kon-
krétnej veli¢iny) nemozno k sebe slepo priradovat. Neur¢ité mozu byt niektoré veci z tych, ktoré
sme za také nepovazovali. Ale st veci, ktoré kvantovd mechanika berie ako isté. Napriklad prav-
depodobnost musi byt normovand. Prave poZziadavka tejto istoty (ktord okrem iného naznacuje,
Ze niektoré veci jednoducho nemizni) vedie ku kvantovaniu energie v mnohych systémoch - pozia-
davka istoty, nie neurcitosti. Schrodingerova rovnica tiez nie je neista v zmysle nedeterministicka.
Stav systému sa podla nej vyvija velmi jednoznacne. Zo stavu teraz rovnica povie stav neskor.
Akurat Ze ten stav mé pravdepodobnostny charakter, prejavujuci sa v situécii, ked Schrodingerova
rovnica priebeh prestane popisovat - pri merani. Netvarme sa v8ak, Ze determinizmus nedostal s
prichodom kvantovej mechaniky fazk( ranu. Problém merania, kolapsu vlnovej funkcie, je stile
este otvorend vec (ako nakoniec mnoho veci vo fyzike), ale nevyzerd pravdepodobné, Ze by este
bolo treba sa obavat determinizmu v zmysle, akym bol niekedy prezentovany.

Kvantové fyzika sa Casto tiez spomina v stavislosti s diskrétnymi, nespojitymi spektrami. Nako-
niec ma to aj v mene. Na jav kvantovania a absurdity kontinua v niektorych pripadoch vsak
nardzali Tudia uz ddvno. Bezzvyskové zreagovanie chemickych latok, ak ich mnoZstva boli v po-
mere vhodnych celych ¢isel, bola ndpoveda k atoméarnej tedrii, ¢o mozno povazovat za kvantovanie
hmoty. Toto bolo na stole davno pred dvadsiatymi rokmi dvadsiateho storoc¢ia. Vysky harmonic-
kych ténov na strune ako celociselné nasobky zakladnej vysky boli zndme hadam tak dlho ako
strunové néstroje, ¢o mozno povazovat za kvantovanie hudby. Prekvapenie kvantovej mechaniky
v8ak bolo v tom, Ze kvantované boli aj veci, o ktorych to malokto ¢akal.

Obr. 12: Hudbe poméha kvantovanie jej krokov, na cestich je niekedy nevyhnutné. Priepast sa
neprekond na mnoho malych skokov.

MoZno aj uspech diferencidlneho poc¢tu viedol Tudi k mienke, Ze ”priroda nerobi skoky”. Zd4 sa,

ze ich robi ochotne. Poucenie z kvantovej mechaniky okrem iného je, Ze priepasti st aj tam, kde
si namyslame spojité prechody. Mozno ich je viac ako si myslime, alebo je to eSte celé inak.

19



This project No. 2259/02/01 has received funding from the European Union s Horizon 2020 rese-
arch and innovation programme under the Marie Sklodowska-Curie grant agreement No. 945478,

20



