Indexova notacia

Fyzika a technické vedy sa hemzia viaczlozkovymi objektmi. Vektormi to zacina a vyssimi ten-
zormi pokrac¢uje. Akondhle mame docinenia s usporiadanym siitborom dat, je velmi praktické mat
v nich poriadok. Organizacia jednotlivych zloZiek (teda ich o¢islovanie - napriklad prva, druhd,
tretia zlozka zlozka vektora) je prirodzeny krok. Znalost niekolkych trikov umozhujicich efek-
tivne zaobchadzanie so samotnymi identifikatormi dat vyzaduje trochu casovej investicie
(a pociato¢ného podvihnutia oboé¢ia nad zbytoénymi zdanlivymi komplikdciami), ktord sa vsak
mnohonésobne vracia pri praktickych vypoc¢toch. Nakoniec, indexovii notdciu pouzivaji hojne Iu-
dia zaoberajuici sa tenzorovymi rovnicami (kde sa beZzne piSe ”desat parcidlnych diferencidlnych
rovnic jednym tahom”). Ako reklamu na zaciatok spomenme rozliéné vektorové identity pre trojity
vektorovy sudin, zmieSany sucin a podobne - je mozné ich odvodit ¢i dokédzat aj bez indexovej no-
tacie, ale stoji to viac ¢asu ako jej nastudovanie - a s fiou ide o0 omnoho rychlejsi proces, nehovoriac
o §irSom pouziti.

Pravidla a konvencie pre narabanie s indexmi

Co je index - zhruba povedané ¢islo ¢islujtce vstupné tidaje (ktoré sii vo fyzike a technike ¢asto tiez
numerické). Napriklad: n-ticu udajov (aq, ..., a,) moZno zapisat ako a;, i = 1, ..., n. Ni¢ prevrat-
ného, namiesto konkrétnej zlozky je niekedy vhodné hovorit jednoducho o i-tej ako o zdstupcovi
ktorejkolvek a vSetkych (musketiersky princip).

RuzZa by rovnako vonala pod inym menom. Je jedno, aky symbol zvolime ako index, pod-
statny je rozsah hodnét ktoré méze nadobiidat. Samozrejme, keby sme nds index nazvali
”j"namiesto ”i”, neslazil by svojmu ucelu o ni¢ menej, v tomto pripade mé Shakespeare pravdu

ohladne mien a kvalit. Je tu v3ak isté ” ale”:

Sloboda v pomenovavani ma svoj hacik: Nenazyvajme rozne veci rovnako tam, kde to
mdze viest ku zmiétkom (napr. a;b;, zna¢i silin i-tej zlozky a j-tej zlozky (kde i sa moze a
nemusi rovnat j), kym a;b; zna¢i sucin zloziek na tej istej pozicii - plus eSte implicini sumu o
ktorej si povieme nieco nizsie)

Casté operacie sa prestavaji zapisovat a rozumeji sa implicitne: takym pripadom je Einstei-
nova sumac¢na konvencia. V pripade stcinov, v ktorych vystupuja rovnaké indexy, sa suma cez
cely rozsah, ktory mdzZe index nadobudat, ¢asto vynechdva a rozumie sa imlicitne:

N
i=1

Zvyk je zazity tak velmi, Ze chceme napisat naozaj len stc¢in dvoch zloZiek na rovnakej pozicii bez
sumovania cez vSetky pozicie, treba to explicitne povedat. (”NielenZe nepiSem sumu, ale ani ju
nemyslim!”)

Sumacna konvencia spolu s moznostou premnovavania nadm umoziuje Sikovne manipulovat ”hlu-
ché” (alebo ”nemé”) indexy. To st tie, cez ktoré sa sumuje v celom ich rozsahu. Potom sa-

mozrejme
N

Tiliy = TjTj = oo = Tqlg = E T;T;
index=1
Tato samozrejmost prevedend v spravnom cCase, mieste a prilezitosti je jednym z trikov, ktoré
neobozndmenych ¢itatelom pripominaja tahanie kralikov z prazdneho klobitka.



Casto potrebna dvojmoznost ”jedna alebo ni¢”je zapisovanid Kroneckerovou deltou 0ij

5, =1 i=j
bij =0 i £

Symetria tohto objektu, teda fakt, ze d;; = d;;, ma viac uplatneni ako by c¢lovek cakal na za-
klade jeho triviality. Kronekerov symbol mé formalne funkciu ”premenovavaca indexov”: napr.
Oixbr = Zi:l d;xbr = b;, pretoze zo vSatkych ¢lenov jediny nenulovy bude ten, v ktorom i = k

Casto potrebnd trojmoznost ”jedna, minus jedna alebo ni¢”je Sikovne zapisovand cez Levi- Ci-
vita symbol ¢;;; . Na rozdiel od Kroneckerovej delty varianta ”"ni¢”nastdva, ak sa ktordkolvek
dva indexy zhoduja. Jednotku mame ak sa jednd o parnu permutaciu réznych indexov, minus

jednotku pre neparne permutécie. Teda'
1 = €123 = €312 = €931 = —€213 = —€321 = —€132

Pravidla pre zmenu znamienka pri permutdcii indexov a nula pri rovnakosti indexov sa daji zhrnit

ako tiplna antisymetria voéi permutaciam: Ak €;;;, = —¢;;, a zrovenr ¢ = j, potom vlastne
ma platit €, = —¢€;jx, o je mozné len ak €;;, = 0. (V tomto pripade nepredpokladdme sumacni
konvenciu).

Jedna z mala veci, ¢o sa pri indexovej notécii oplati naucit naspamiit, je ”Davis cup identita®”

€jki€mni = 5jm5kn - 5]n5km
Dokaz sa da urobit vysktsanim vSetkych nenulovych moznosti pre Levi-Civitove symboly nalavo

(raz za zivot, pocas uviaznutia na letisku a pod) a potom sa ju oplati nau¢it naspamit namiesto
premnohych vektorovych identit ktoré predstavuju jej konkrétne aplikacie.

Poéet indexov pre dany objekt a ich rozsahy poskytuju informaciu, kolko tdajov (nie nevy-
hnutne nezavislych) dany objekt zahffia. Napriklad na charakteristiku velkosti, smeru a orientacie
sily (vzhladom na dant referenéni ststavu) stacia tri ¢isla; na charakteristiku deformécie neizot-
ropného materialu pri aplikovanom napéti ich treba omnoho viac. Niekedy sa v literatture vyskytuje
nejednotnd terminolégia a implicitné konvencie na ktoré si treba davat pozor. Tak mozno obcas
stretnat vyrazy ako ”vektor a;”¢i "matica A;;"nerozliSujic verbalne zlozky a objekty samotné.
Obvykle to nevedie k nedorozumeniam, pokial ¢lovek ¢ita mySlienku a nie literu. Nakoniec ”tenzor
T”nam nepovie o kolko idajov sa v iom jednd; naproti tomu pri vyraze ”tenzor T,p.q”je jasné ze
sa jedné o ”$tvorrozmerny”stbor ¢isel a pod 3.

Sic¢in symetrickéhoi a anitisymetrického je nula: majme dva objekty s niekolkymi inde-
xmi, a nech prebiehaji rovnaky rozsah hodnét. Povedzme, Ze sa ndm vo vypocte objavi vyraz
A;jiSmjk, pricom objekt A je antisymetricky a S symetricky vzhladom na vymenu poslednych
dvoch indexov a ako obvykle predpokladdme sumacni konvenciu, teda

Aijk’Smjk = Z Z Aijksmjk

j=1k=1

INajtastejsie budeme mat doéinenia s pripadom, ked indexy moé#u nadobtdag hodnoty 1,2,3, ale d4 sa v istom
zmysle zovieobecnit.

2Velmi neoficidlny nazov, zavedeny pokial viem lokdlne na bratislavskej FMFI UK Maridnom Feckom

3Mimochodom, na zaobchidzanie s ”mnohorozmernymi” matematickymi objektmi nie je potrebné nadludsks
predstavivost. Na nardbanie s nimi nie je vzdy potrebnd vizualizdcia akl si azda ludia praji (aj ked €o si pod
hou predstavuji je otdzne). Indexov je niekedy tolko, Ze sa oplati pouZif index na ich islovanie. Neznamené to



Potom tento vyraz je nula. Je za za tym jednoduchd trojkrokova tvaha:
A Smjk = —AikjSmjk, pretoze sme prepermutovali indexy v antisymetrickom A

AijiSmjk = AikjSmrkj, pretoze sme len premenovali dve sady hluchych indexov (cez ktoré sa

M3 M3

sumuje), ”j”sme premenovali na "k”a "k”na ”j”.
AikjSmik; = AikjSmjk, pretoze S je symetricky vzhladom na dant zdmenu indexov

Teraz vSak, porovnanim prvého a tretieho riadku, dostdvame —A;x;Smjr = AikjSmjk, €0 moze
byt splnené len ak sa jednd o nulu.

Priklady

Uvedme si niekolko prikladov na zapis indexovou notéciou, spouzitim niekolkych pravidiel spome-
nutych vyssie. Citatelovi neobozndmenému s tymito trikmi je silne odporti¢ané povazovat zvysok
tejto kapitoly za cvicenie ktorého sa treba zucastnit s kusom papiera a ceruzkou. Pri dostatocnom
cviku vypocty byvaja eSte krat$ie ako tie uvedené nizsie, kedze mnoho krokov uvddzanych pre
pedagogické ucely je Tahké urobit ”v hlave”.

Najznamejsi ”zakladogkolsky”skalarny stéin medzi dvoma trojzlozkovymi vektormi a, 5, v kar-
tézskych stradniciach:
3
a.b= (lel + a2b2 + a3b3 = Z aibi = aibi
i=1

Stéin dvoch (pre jednoduchost nxn) matic C = AB: zlozku i,j matice C ndjdeme ako
stéin i-teho riadka matice A a j-teho stlpca matice B.

Cij = (AB)ij = A Bij + AieBoj + ... + AinBpj = Z Ak Byj = A By
k=1

Vektorovy sidin ¢ = a X b. Toto je prvy z mnohych pripadov, kde stru¢nost a prehladnost
indexovej notacie vyrazne kontrastuje s ”beznym” vektorovym zapisom. Staci si spomentt na kr-
kolomné mnemotechnické pomdcky ktoré sa vyskytuju pri prvych skolskych vypoctoch s tymto
typom stc¢inu. Postupujeme nasledovne: Vieme, Ze vysledkom vektorového stéinu je opét vektor,
teda objekt so zlozkami. Namiesto postupného vypoctu prvej, druhej, tretej, ndjdeme i-tu zlozku
hladaného vektora:

[cli = ¢i = €ijrajb

Napriklad pre ¢ = 1 mame
c1 = €1jkajbk == 6123(121)3 + 6132&31)2 + 0 + ..+ 0= a2b3 - a3b2
pri¢om nuly predstavuja ¢leny obsahujtce €112, €133 atd.

Dvojity vektorovy sitéin d x (b x ¢). Na miesto podivného mnemotechnického ”bac minus
cab”si uvedomme, Ze vysledkom je znova vektor, ktorému ndjdeme v8eobecni i-tu zlozku (a teda



vietky):

(@ x (bx &) = eijnas[bx g
= €;jk0;j€kmnbmCn
= €ijk€mnkdibmCn
= (0im0jn — Oindjm)ajbmcn
= (0im0jn — 0indjm)biajc; — cia;b;

= [b(@.c) — &(a.b));

ZmieSany stéin d.(b x ©)

@.(b x @) = a;[b x d;

= aieijkbjck = ckekijaibj = C.((l X )

Vektorova analyza. Pripomenme, Ze opericie ako rotacia, divergencia, gradient zahfhaju aplika-
ciu ”nabla operdtora”’sposobom velmi pripominajicim vektorovi algebru. Uvedme najprv trochu
efektivnejSoiu notéciu nez aka sa prezentuje v prvych ro¢nikoch: namiesto priestorovych stradnic
x,y, 2 pouzivajme x1, x9, x3. Citatel uz snad tusi motivaciu: chceme mat moznost pisaf z; a starat
sa o vSetky zlozky sticastne, s bonusom skratenia zapisu parcidlnych derivacii v style % = 0;.

gradf = Vf = (af 95 8f)

8:101 ’ 8;102’ 8;63
[gradf]; = 0. f

Ox1’ Oy’ O3

an? = 9.7 = (G52 52

divV = 8V,
. . - Pf O*f 0°f
divgradf = V.V f = Af = <a$§’ G m)
Af =0:0:f

= o o [(OVa OVy 9Vs OVy OVi  OV;
rotV = Vx V= <8x3 Oxy’ Oxr1 Oxs3’ Oxy Oz

[rotV]i = Eijkajvk

Vyzbrojeni vysSieuvedenym, mozeme si odvodit niekolko identit vektorovej analyzy hojne vyuzi-
vanychnapriklad vo vypoctoch stvisiacich s elektromagnetizmom ¢i hydrodynamikou. Prvé dve
st "maskované identické nuly”, totiz rotacia gradientu a divergencia rotacie. Obe nuly sa daju
ukdzaf aj krkolomnym rozpisanim do zloziek, ktoré sa (za predpokladu bezomylnej manipulicie)



nakoniec vzdjomne vykompenzuji na nulu. AvSak s naou masinériou ide o velmi stru¢ny vypocet,
pretoze €;;5 = —€ij, a 0;0r = Ox0; a ako vieme, sicin takychto objektov (antisymetrického a
symetrického vzhladom na zadmenu tej istej dvojice indexov )je nula. Dosial nepresvedceny ¢itatel
je pozvany vyskusat vSetky uvedené vypocty bez indexovej notacie a poniknutych skratiek.

[rot(grad f]; = [V x (Vf)];

= €ijk0; Ok f

— —

div(rotV) = V.(V x V)
= 06103 Vi,

=0

Na zéver si spocitajme znadmu identitu pre rotaciu rotécie vektorového pola. Ide o §pecidlny pripad
dvojitého vektorového sucinu, ktory sme videli vyssie.

[V x (V x V)]i = €;10;[V x Vi
= €;j£0;€kmnOm Vn
= Gijkemnkajamvn
= (Bim0in — 6inim)D;Om Vi
= 00V — 9;0;Vi
= [V(V.V) — AV

—

Vx (VxV)=V(V.V)=-AV

Toto je pomerne technickd partia matematiky, pre Iudi pocitajacich s mnohozlozkovymi objek-
tami podobne vitand ako bolo logaritmické pravitko pred prichodom vreckovych kalkulaciek. Pre
niekolko vypoctov sa mozno neoplati investovat do jej zvladnutia. Viac vypoctov bez nej prispieva
k ochote si ju nastudovat, akokolvek sa zda byt cvienim v presivani symbolov. Aj basnik sa
najprv musi naucit pravopis (aspon natolko aby mu bolo rozumiet), a keby mal pri kazZdom versi
dodatoc¢ne konzultovat slovnik, mozno by aj [utoval, Ze nevenoval trochu ¢asu aj velmi prozaickym
stadiam.
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