
Indexová notácia

Fyzika a technické vedy sa hem¾ia viaczlo¾kovými objektmi. Vektormi to zaèína a vy¹¹ími ten-
zormi pokraèuje. Akonáhle máme doèinenia s usporiadaným súborom dát, je veµmi praktické ma»
v nich poriadok. Organizácia jednotlivých zlo¾iek (teda ich oèíslovanie - napríklad prvá, druhá,
tretia zlo¾ka zlo¾ka vektora) je prirodzený krok. Znalos» niekoµkých trikov umo¾òujúcich efek-
tívne zaobchádzanie so samotnými identi�kátormi dát vy¾aduje trochu èasovej investície
(a poèiatoèného podvihnutia oboèia nad zbytoènými zdanlivými komplikáciami), ktorá sa v¹ak
mnohonásobne vracia pri praktických výpoètoch. Nakoniec, indexovú notáciu pou¾ívajú hojne µu-
dia zaoberajúci sa tenzorovými rovnicami (kde sa be¾ne pí¹e "desa» parciálnych diferenciálnych
rovníc jedným »ahom"). Ako reklamu na zaèiatok spomeòme rozlièné vektorové identity pre trojitý
vektorový súèin, zmie¹aný súèin a podobne - je mo¾né ich odvodi» èi dokáza» aj bez indexovej no-
tácie, ale stojí to viac èasu ako jej na¹tudovanie - a s òou ide o omnoho rýchlej¹í proces, nehovoriac
o ¹ir¹om pou¾ití.

Pravidlá a konvencie pre narábanie s indexmi

Èo je index - zhruba povedané èíslo èíslujúce vstupné údaje (ktoré sú vo fyzike a technike èasto tie¾
numerické). Napríklad: n-ticu údajov (a1, ..., an) mo¾no zapísa» ako ai, i = 1, ... , n. Niè prevrat-
ného, namiesto konkrétnej zlo¾ky je niekedy vhodné hovori» jednoducho o i-tej ako o zástupcovi
ktorejkoµvek a v¹etkých (mu¹ketiersky princíp).

Ru¾a by rovnako voòala pod iným menom. Je jedno, aký symbol zvolíme ako index, pod-
statný je rozsah hodnôt ktoré mô¾e nadobúda». Samozrejme, keby sme ná¹ index nazvali
"j"namiesto "i", neslú¾il by svojmu úèelu o niè menej, v tomto prípade má Shakespeare pravdu
ohµadne mien a kvalít. Je tu v¹ak isté " ale ":

Sloboda v pomenovávaní má svoj háèik: Nenazývajme rôzne veci rovnako tam, kde to
mô¾e vies» ku zmätkom (napr. aibj , znaèí súèin i-tej zlo¾ky a j-tej zlo¾ky (kde i sa mô¾e a
nemusí rovna» j), kým aibi znaèí súèin zlo¾iek na tej istej pozícii - plus e¹te implicinú sumu o
ktorej si povieme nieèo ni¾¹ie)

Èasté operácie sa prestávajú zapisova» a rozumejú sa implicitne: takým prípadom je Einstei-
nova sumaèná konvencia. V prípade súèinov, v ktorých vystupujú rovnaké indexy, sa suma cez
celý rozsah, ktorý mô¾e index nadobúda», èasto vynecháva a rozumie sa imlicitne:

xixi =

N∑
i=1

xixi

Zvyk je za¾itý tak veµmi, ¾e chceme napísa» naozaj len súèin dvoch zlo¾iek na rovnakej pozícii bez
sumovania cez v¹etky pozície, treba to explicitne poveda». ("Nielen¾e nepí¹em sumu, ale ani ju
nemyslím!")

Sumaèná konvencia spolu s mo¾nos»ou premnovávania nám umo¾òuje ¹ikovne manipulova» "hlu-
ché" (alebo "nemé") indexy. To sú tie, cez ktoré sa sumuje v celom ich rozsahu. Potom sa-
mozrejme

xixi = xjxj = .... = xqxq =

N∑
index=1

xixi

Táto samozrejmos» prevedená v správnom èase, mieste a príle¾itosti je jedným z trikov, ktoré
neoboznámených èitateµom pripomínajú »ahanie králikov z prázdneho klobúka.
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Èasto potrebná dvojmo¾nos» "jedna alebo niè"je zapisovaná Kroneckerovou deltou δij

δij = 1 i = j

δij = 0 i ̸= j

Symetria tohto objektu, teda fakt, ¾e δij = δji, má viac uplatnení ako by èlovek èakal na zá-
klade jeho triviality. Kronekerov symbol má formálne funkciu "premenovávaèa indexov": napr.
δikbk =

∑3
k=1 δikbk = bi, preto¾e zo v¹atkých èlenov jediný nenulový bude ten, v ktorom i = k

Èasto potrebná trojmo¾nos» "jedna, mínus jedna alebo niè"je ¹ikovne zapisovaná cez Levi- Ci-
vita symbol ϵijk . Na rozdiel od Kroneckerovej delty varianta "niè"nastáva, ak sa ktorákoµvek
dva indexy zhodujú. Jednotku máme ak sa jedná o párnu permutáciu rôznych indexov, mínus
jednotku pre nepárne permutácie. Teda1

1 = ϵ123 = ϵ312 = ϵ231 = −ϵ213 = −ϵ321 = −ϵ132

Pravidlá pre zmenu znamienka pri permutácii indexov a nula pri rovnakosti indexov sa dajú zhrnú»
ako úplná antisymetria voèi permutáciám: Ak ϵijk = −ϵjik a zároveò i = j, potom vlastne
má plati» ϵjjk = −ϵjjk, èo je mo¾né len ak ϵjjk = 0. (V tomto prípade nepredpokladáme sumaènú
konvenciu).

Jedna z mála vecí, èo sa pri indexovej notácii oplatí nauèi» naspamä», je "Davis cup identita2"

ϵjkiϵmni = δjmδkn − δjnδkm

Dôkaz sa dá urobi» vyskú¹aním v¹etkých nenulových mo¾ností pre Levi-Civitove symboly naµavo
(raz za ¾ivot, poèas uviaznutia na letisku a pod) a potom sa ju oplatí nauèi» naspamä» namiesto
premnohých vektorových identít ktoré predstavujú jej konkrétne aplikácie.

Poèet indexov pre daný objekt a ich rozsahy poskytujú informáciu, koµko údajov (nie nevy-
hnutne nezávislých) daný objekt zahàòa. Napríklad na charakteristiku veµkosti, smeru a orientácie
sily (vzhµadom na danú referenènú sústavu) staèia tri èísla; na charakteristiku deformácie neizot-
ropného materiálu pri aplikovanom napätí ich treba omnoho viac. Niekedy sa v literatúre vyskytuje
nejednotná terminológia a implicitné konvencie na ktoré si treba dáva» pozor. Tak mo¾no obèas
stretnú» výrazy ako "vektor ai"èi "matica Aij"nerozli¹ujúc verbálne zlo¾ky a objekty samotné.
Obvykle to nevedie k nedorozumeniam, pokiaµ èlovek èíta my¹lienku a nie literu. Nakoniec "tenzor
T"nám nepovie o koµko údajov sa v òom jedná; naproti tomu pri výraze "tenzor Tabcd"je jasné ¾e
sa jedná o "¹tvorrozmerný"súbor èísel a pod 3.

Súèin symetrickéhoi a anitisymetrického je nula: majme dva objekty s niekoµkými inde-
xmi, a nech prebiehajú rovnaký rozsah hodnôt. Povedzme, ¾e sa nám vo výpoète objaví výraz
AijkSmjk, prièom objekt A je antisymetrický a S symetrický vzhµadom na výmenu posledných
dvoch indexov a ako obvykle predpokladáme sumaènú konvenciu, teda

AijkSmjk =

n∑
j=1

n∑
k=1

AijkSmjk

1Najèastej¹ie budeme ma» doèinenia s prípadom, keï indexy mô¾u nadobúdaè hodnoty 1,2,3, ale dá sa v istom
zmysle zov¹eobecni».

2Veµmi neo�ciálny názov, zavedený pokiaµ viem lokálne na bratislavskej FMFI UK Mariánom Feckom
3Mimochodom, na zaobchádzanie s "mnohorozmernými"matematickými objektmi nie je potrebná nadµudská

predstavivos». Na narábanie s nimi nie je v¾dy potrebná vizualizácia akú si azda µudia prajú (aj keï èo si pod
òou predstavujú je otázne). Indexov je niekedy toµko, ¾e sa oplatí pou¾i» index na ich èíslovanie. Neznamená to
nevyhnutne väè¹iu nároènos» ako situácia s jedným indexom.
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Potom tento výraz je nula. Je za za tým jednoduchá trojkroková úvaha:
AijkSmjk = −AikjSmjk, preto¾e sme prepermutovali indexy v antisymetrickom A

AijkSmjk = AikjSmkj , preto¾e sme len premenovali dve sady hluchých indexov (cez ktoré sa
sumuje), "j"sme premenovali na "k"a "k"na "j".

AikjSmkj = AikjSmjk, preto¾e S je symetrický vzhµadom na danú zámenu indexov

Teraz v¹ak, porovnaním prvého a tretieho riadku, dostávame −AikjSmjk = AikjSmjk, èo mô¾e
by» splnené len ak sa jedná o nulu.

Príklady

Uveïme si niekoµko príkladov na zápis indexovou notáciou, spou¾itím niekoµkých pravidiel spome-
nutých vy¹¹ie. Èitateµovi neoboznámenému s týmito trikmi je silne odporúèané pova¾ova» zvy¹ok
tejto kapitoly za cvièenie ktorého sa treba zúèastni» s kusom papiera a ceruzkou. Pri dostatoènom
cviku výpoèty bývajú e¹te krat¹ie ako tie uvedené ni¾¹ie, keï¾e mnoho krokov uvádzaných pre
pedagogické úèely je µahké urobi» "v hlave".

Najznámej¹í "základo¹kolský"skalárny súèin medzi dvoma trojzlo¾kovými vektormi a⃗, b⃗, v kar-
tézskych súradniciach:

a⃗.⃗b = a1b1 + a2b2 + a3b3 =

3∑
i=1

aibi = aibi

Súèin dvoch (pre jednoduchos» nxn) matíc C = AB: zlo¾ku i, j matice C nájdeme ako
súèin i-teho riadka matice A a j-teho ståpca matice B.

Cij = (AB)ij = Ai1B1j +Ai2B2j + ...+AinBnj =

n∑
k=1

AikBkj = AikBkj

Vektorový súèin c⃗ = a⃗ × b⃗. Toto je prvý z mnohých prípadov, kde struènos» a prehµadnos»
indexovej notácie výrazne kontrastuje s "be¾ným"vektorovým zápisom. Staèí si spomenú» na kr-
kolomné mnemotechnické pomôcky ktoré sa vyskytujú pri prvých ¹kolských výpoètoch s týmto
typom súèinu. Postupujeme nasledovne: Vieme, ¾e výsledkom vektorového súèinu je opä» vektor,
teda objekt so zlo¾kami. Namiesto postupného výpoètu prvej, druhej, tre»ej, nájdeme i-tu zlo¾ku
hµadaného vektora:

[⃗c]i = ci = ϵijkajbk

Napríklad pre i = 1 máme

c1 = ϵ1jkajbk = ϵ123a2b3 + ϵ132a3b2 + 0 + ...+ 0 = a2b3 − a3b2

prièom nuly predstavujú èleny obsahujúce ϵ112, ϵ133 atï.

Dvojitý vektorový súèin a⃗ × (⃗b × c⃗). Na miesto podivného mnemotechnického "bác mínus
cáb"si uvedomme, ¾e výsledkom je znova vektor, ktorému nájdeme v¹eobecnú i-tu zlo¾ku (a teda

3



v¹etky):

[⃗a× (⃗b× c⃗)]i = ϵijkaj [⃗b× c⃗]k

= ϵijkajϵkmnbmcn

= ϵijkϵmnkajbmcn

= (δimδjn − δinδjm)ajbmcn

= (δimδjn − δinδjm)biajcj − ciajbj

= [⃗b(⃗a.⃗c)− c⃗(⃗a.⃗b)]i

a⃗× (⃗b× c⃗) = b⃗(⃗a.⃗c)− c⃗(⃗a.⃗b)

Zmie¹aný súèin a⃗.(⃗b× c⃗)

a⃗.(⃗b× c⃗) = ai [⃗b× c⃗]i

= aiϵijkbjck = ckϵkijaibj = c⃗.(⃗a× b⃗)

Vektorová analýza. Pripomeòme, ¾e operácie ako rotácia, divergencia, gradient zahàòajú apliká-
ciu "nabla operátora"spôsobom veµmi pripomínajúcim vektorovú algebru. Uveïme najprv trochu
efektívnej¹oiu notáciu ne¾ aká sa prezentuje v prvých roèníkoch: namiesto priestorových súradníc
x, y, z pou¾ívajme x1, x2, x3. Èitateµ u¾ snáï tu¹í motiváciu: chceme ma» mo¾nos» písa» xi a stara»
sa o v¹etky zlo¾ky súèastne, s bonusom skrátenia zápisu parciálnych derivácií v ¹týle ∂

∂xi
= ∂i.

gradf = ∇⃗f =

(
∂f

∂x1
,
∂f

∂x2
,
∂f

∂x3

)
[gradf ]i = ∂if

divV⃗ = ∇⃗.V⃗ =

(
∂V1

∂x1
,
∂V2

∂x2
,
∂V3

∂x3

)
divV⃗ = ∂iVi

divgradf = ∇⃗.∇⃗f = ∆f =

(
∂2f

∂x2
1

,
∂2f

∂x2
2

,
∂2f

∂x2
3

)
∆f = ∂i∂if

rotV⃗ = ∇⃗ × V⃗ =

(
∂V2

∂x3
− ∂V3

∂x2
,
∂V3

∂x1
− ∂V1

∂x3
,
∂V1

∂x2
− ∂V2

∂x1

)

[rotV⃗ ]i = ϵijk∂jVk

Vyzbrojení vy¹¹ieuvedeným, mô¾eme si odvodi» niekoµko identít vektorovej analýzy hojne vyu¾í-
vanýchnapríklad vo výpoètoch súvisiacich s elektromagnetizmom èi hydrodynamikou. Prvé dve
sú "maskované identické nuly", toti¾ rotácia gradientu a divergencia rotácie. Obe nuly sa dajú
ukáza» aj krkolomným rozpísaním do zlo¾iek, ktoré sa (za predpokladu bezomylnej manipulácie)

4



nakoniec vzájomne vykompenzujú na nulu. Av¹ak s na¹ou ma¹inériou ide o veµmi struèný výpoèet,
preto¾e ϵijk = −ϵikj , a ∂j∂k = ∂k∂j a ako vieme, súèin takýchto objektov (antisymetrického a
symetrického vzhµadom na zámenu tej istej dvojice indexov )je nula. Dosiaµ nepresvedèený èitateµ
je pozvaný vyskú¹a» v¹etky uvedené výpoèty bez indexovej notácie a ponúknutých skratiek.

[rot(gradf ]i = [∇⃗ × (∇⃗f)]i

= ϵijk∂j∂kf

= 0

div(rotV⃗ ) = ∇⃗.(∇⃗ × V⃗ )

= ∂iϵijk∂jVk

= 0

Na záver si spoèítajme známu identitu pre rotáciu rotácie vektorového poµa. Ide o ¹peciálny prípad
dvojitého vektorového súèinu, ktorý sme videli vy¹¹ie.

[∇⃗ × (∇⃗ × V⃗ )]i = ϵijk∂j [∇⃗ × V⃗ ]k

= ϵijk∂jϵkmn∂mVn

= ϵijkϵmnk∂j∂mVn

= (δimδjn− δinδjm)∂j∂mVn

= ∂i∂jVj − ∂j∂jVi

= [∇⃗(∇⃗.V⃗ )−∆V⃗ ]i

∇⃗ × (∇⃗ × V⃗ ) = ∇⃗(∇⃗.V⃗ )−∆V⃗

Toto je pomerne technická partia matematiky, pre µudí poèítajúcich s mnohozlo¾kovými objek-
tami podobne vítaná ako bolo logaritmické pravítko pred príchodom vreckových kalkulaèiek. Pre
niekoµko výpoètov sa mo¾no neoplatí investova» do jej zvládnutia. Viac výpoètov bez nej prispieva
k ochote si ju na¹tudova», akokoµvek sa zdá by» cvièením v presúvaní symbolov. Aj básnik sa
najprv musí nauèi» pravopis (aspoò natoµko aby mu bolo rozumie»), a keby mal pri ka¾dom ver¹i
dodatoène konzultova» slovník, mo¾no by aj µutoval, ¾e nevenoval trochu èasu aj veµmi prozaickým
¹túdiám.
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