Fourierove rozvoje

S Fourierovou analyzou sa stretaji Studenti mnohych technickych aj prirodovednych oborov. Ve-
diet napisat periodickii funkciu ako nejaka linedrnu kombinaciu sinusov a kosinusov s vhodne
zvolenymi periédami, ¢i uz je to kombindcia v podobe diskrétnej sumy alebo integralu, je po-
7iadavka tradi¢nd takmer ako znalost Taylorovho rozvoja. Odhliadnuc od tradicie, preco je také
uzito¢né vediet rozkladat funkcie, a konkrétne rozkladat ich na sinusy a kosinusy? Motivaciu mo-
7no hladat na viacerych urovniach.

Rozkladat veci na zloZky je niekedy rovnako doleZité ako ich zlozit. Stru¢nejsie neznamend vizdy
jednoduchsie. Pri mnohych vypoctoch je snaha skomprimovat vyrazy na ¢o najmensi pocet ¢lenov,
”zabalit”k sebe patriace idaje do matic ¢ tenzorov, zaobchddzat s celkami namiesto Casti. Tato
metéda ma svoje miesto, ale zostru¢novanie nie je zédkladnym vypoctovym principom, v zmysle
7e by vidy pomohlo. Niekedy sa oplati veci rozkladaf namiesto skladania. Casto je motivaciou
analyza daného objektu. Je to ¢osi ako spitna rekonstrukcia receptu z hotového jedna - majic
celok, hladdme ”komponenty”. (Laboratdrida na lekdrskych pohotovostiach v hubarskej sezéne by
vedeli rozpréavat). Vo fyzike je prikladom analyza vektorovych veli¢in - nie vZdy nds zaujima cely
vektor sily, niekedy sa klacové jeho zlozky v konkrétnych vyznacénych smeroch atd. Samozrejme
vec sa obvykle dé rozloZif roznymi spdsobmi, a vyber z nich ma vplyv na ndro¢nost (povedzme
rovno preveditelnost) vypoctu.

Preco zrovna rozklad do sinusov a kosinusov? Mnoho procesov v prirode a technike je pe-
riodickych. (A nakoniec ak pripustime zov8eobecnenie na nekone¢ne dlhi periédu, st efektivne
periodické vSetky - ¢o je prave myslienka zovSeobecnenia rozvoja do Fourierovho radu na Fourie-
rovu transforméciu.) Sinus a kosinus st azda najznamejsie periodické funkcie a je zndmych mnoho
trikov ako s nimi efektivne narabat. Jednoducho sa derivuj a integruj, st to slusné, ohranicené,
analytické funkcie definované na celej ¢iselnej osi. Ale ete klucovejsie je, zZe sa jednd o vlastné
funkcie Laplacianu v kartézskych saradniciach. Laplacian sa vyskytuje v mnohych rovni-
ciach popisujtcich vyznamné procesy v prirode (a ¢asto ma problém translaént symetriu ktord
voléa po pouziti kartézskych stradnic). Vlastné funkcie sa pri pdsobeni Laplacidnom len preskaluji
svojou vlastnou hodnotou, teda z derivovania sa efektivne stava nésobenie. Vymenit diferen-
cialne rovnice za algebraické je vo vSeobecnosti velmi vyhodny tah.

Osobitou vyhodou je dostupnost tychto kvalit aj pre ostatné funkcie v nasledujiicom zmysle:
Obvykle mame docinenia s doménami, na ktorych je Laplacidn hermitovsky a jeho vlastné funkcie
tam tvoria aplny systém. Teda daji sa nimi vyjadrit vSetky relevantné funkcie ako nejaka ich
suma. Vyhodu ”derivécia zlavnend na nasobenie”tak moZno rozsirit aj na ne (aj ked niekedy za
cenu rozsiahleho sumovania nekone¢nych radov), aspon v pripade, ked sa jednd o linearne dife-
rencidlne rovnice (kde diferencidlne operatory dunguji na suméch ”distributivne”).

Algoritmus Fourierovho rozvoja/transformécie si pre uplnost uvedieme aj tu, hoci je znidmy a
mozno ho najst v takmer kazdej ucebnici zdkladnej analyzy. (Pocet rozliénych normovacich a
oznacovacich konvencii sa blizi k po¢tu spominanych ucebnic, a nie je vylicené jeho presiahnu-
tie. Zélezitost Fourieriovych radov je posiata rozli¢nostou konvencii a mohla by byt Standardnou
odvykacou kirou pre Tudi prili§ sa spoliehajicich na automatické preberanie formuliek a vizudlnu
pamit.) Casto sa vSak stava, osobitne na technickych gkolach, Ze algoritmus je naozaj len mechnic-
kym navodom, napriek ndzornosti myslienky ¢o je za nim. Prave na tto nazornost by sme sa tu
mali stustredit. Mozno si pritom tiez rozsirit chapanie notoricky zndmych operacii vo vektorovom
priestore, ujasnit si rolu laplacidnu v zndmych linedrnych parcidlnych diferencidlnych rovniciach,
ocenit sluzby komplexnej roviny aj pre redlne problémy, a nazriet do matematickej stranky tolko
spominaného ”principu neurcitosti”z kvantovej mechaniky.



Vektor nemusi byt sipka

Rozkladanie funkcie do Fourierovskych zloziek je analogické rozkladu vektora do bazovych
komponent. Prisne vzaté nie len analogické, je to Specidlny pripad takej procedury. Vektory su
je len jedna z mnohych realizacii pojmu vektora. Na otdzku, ¢o je vektor, je vhodné odpovedat
"prvok vektorového priestoru”. Nejde o ziadne pseudovtipné vyhldsenie. Vektor je vztahové
oznadenie - nevyhnutne v sebe nesie vztah k ostatnym prvkom svojho druhu a bez nich
”vektorovost”’nemd zmysel. Je to cosi podobné ako povedat o niekom Ze je ”brat nevyhnutne
vyvstava jeho vztah k nejakej rodine, bez ktorej takd identifikdcia nema zmyslu. Teda vektor je
prvok vektorového priestoru, ¢o je akasi rodina vektorov. Na to, aby sa nejakd skupina objek-
tov kvalifikovala na vektorovy priestor (nad nejakym polom, odkial sa bert koeficienty linearnej
trasforméacie - napr. realne ¢i komplexné é&sla), musi splhat isté predpoklady. Ich plnt korektnii
formulaciu mozno najst v korektnych matematickych priruckach, tu si uvedme tie, ktoré buda
teraz pre nés klicové:

e ak nejaky prvok patri do vektorového priestoru, tak tam patri aj kazdy jeho skalarny nasobok
e ak dva vektory patria do tohto priestoru, potom aj ich linedrna kombindcia tam patri

e patri tam nulovy vektor, s vlastnostou Ze jeho pripocitanie k lubovolnému ¢lenovi tohto ¢lena
neznemi

e ku kazdému clenovi prislicha aj opacny, v zmysle Ze ich stacet je nulovy vektor
e scitavanie je komutativne a asociativne
e nasobenie skalarom je distributivne, komutativne, asociativne

Samozrejme ”§ipkové vektory”sa kvalifikujia podla tychto pravidiel, ale zdaleka nie len ony. Aj
polynémy konecného stuphna, so s¢itanim a nasobenim chapanymi najintuitivnej$im sposobom
((f + 9)(x) = f(x) + g(x), (cf)(x) = cf(x)) tvoria vektorovy priestor. Podobne matice ¢i sa-
motné redlne ¢isla, alebo ohranicené funkcie, po ¢astiach hladké a s koneénym poctom nespojitosti
na kazdom kone¢nom intervale. Trieda funkcii rozvinutelnych do Fourierovho radu alebo trans-
formovatelnych Fourierovou transforméaciou tiez tvori vektorovy priestor. (Citatel je povzbudeny
skontrolovat kazda poziadavku pre aspon niektoré tieto rodiny, pripadne si nastudovat literatiru
pojednavajicu o rozsireni nielen pojmu vektorového priestoru, ale aj mnohych operécii, ktoré sa
¢asto povazuju sa synonymné svojej zakladoSkolskej reprezentacii.)

Nage priklady vektorovych priestorov uvedené vysgie maji vSetky linearnu Struktaru, ale sa
velmi lisia nielen povahou svojich objektov, ale aj ich poc¢tom ¢ spocitatelnostou. Toto suvisi s
bazou daného priestoru. Kazdd maticu n x n vieme napisaf ako koneént kombinéciu n? ”ba-
zovych matic” (trebars typu ”vSade nuly, okrem i,j-teho miesta”). Baza modze mat mnoho ¢lenov,
ale je konecnd. Polynémy konec¢ného stupna vSak maji bazu pozostavajicu z nekonec¢ného poctu
prvkov (polyném n+1 stupiia totiz nijako nezapiSeme ako linedrnu kombinaciu nizsch polynémov
- a pocet stuptiov mensich ako nekonecno je nekonecny). Takd baza je viak aspon spolitatelnd (v
zmysle v akom st spoéitatelné prirodzené ¢isla). Mnohé rodiny funkcii maji nespocitatelni bazu.

Nekonecnost bazy by nas vSak nemala odradit. Je pravda, Ze v kone¢norozmernych vektorovych
priestoroch (napriklad pripad ”zndmych”geometrickych vektorov ako ich poznaja deti v kole) je-
den z dovodov, preco sa baza zavadza, je prave ekonomickost - je vyhodné mat niekolko vektorov
pomocou ktorych vieme vyjadrit nekoneéne vela inych. V pripade nekoneénorozmernych vek-
torovych priestorov mame bdzu s nekoneénym poc¢tom prvkov, pomocou ktorej vieme vyjadrit
nekone¢ne vela inych - ale ”nie je nekone¢no ako nekonecno”. NavySe, bizové vektory volime ¢o
najvyhodnejsie - pocet prvkov nebol jediny dévod, pre¢o vobec zavadzat bazy.



Ukazme si, ako velmi sa metédy z linedrnej algebry daju preniest aj do vektorovych priesto-
rov periodickych funkcii. Tato partia sa tyka rozvoja do Fourierovych radov. Pripad Fourierovej
transformadcie, ¢o je zovSeobecnenie metddy na neperiodické funkcie (resp. funkcie s nekoneénou
periédou), sa potom pomerne hladko pripoji.

Skalarny sdcin nie je len pravidlo pre nasobenie komponent

Pripomefime najprv, ako to bolo v linedrnej algebre: Zvolila sa baza, niekolko vyzna¢nych vekto-
rov. Pocet zodpovedal rozmeru priestoru, teda v 2D dva vektory, v 3D tri - nie viac, nie mene;j.
Pri privela vektoroch by bol rozklad nejednoznaény, pri priméalo by nebol vzdy mozny. Okrem
spravneho poctu prvkov bazy bolo potrebné, aby boli nezavislé. Teda ziaden z nich nesmel
byt linedrnou kombindciou ostatnych. Osobitne ziaden z nich nesmel byt nulovy vektor. Potom
nasledovali ete dalie poziadavky na bazu, tieto ale boli viac vecou pohodlia ako nutnosti. Bazové
prvky boli obvykle volené kolmé a s jednotkovou velkostou. Tu sa v8ak treba trochu zastavit. Ak
v nejakom vektorovom priestore mdme moZnost hovorit o velkosti vektorov a ich vzajomnych
uhloch, potrebujeme nejaka Struktdru navyse, samotnd, minimdalna linedrna vybava vekto-
rového priestoru na zadefinovanie pojmov dlzky a uhla nestadi. Potrebujeme skaldrny saéin,
operaciu kompatibilni s linedrnou Struktirou, pomocou ktorej spomenuté pojmy mozno zaviest.
Ak dlzky a uhly patria k zdkladnym geometrickym pojmom, potom v definicii skaldrneho si-
¢inu na danom priestore je vlastne vyjadrena geometria tohto priestoru. Je to hlbSia téma nez
je vhodné otvarat v poznamke "pomimo”, ale treba to spomenit. Pripomenieme si tu vlastnosti
skalarneho stéinu, a potom si spomenieme jeho realizdciu v euklidovskej geometrii - s vedomim,
7e euklidovskost geometrie je zakédovand prave sposobom, akym tam skaldrny siacin funguje.

e ako argumenty (vstupné data) berie dva vektory a ako hodnotu d4 ¢islo 0.4
e je symetricky v.4 = 4.0
e v oboch vstupoch je linedrny, teda (ot = f4).W = av.W + Su.W
e je nedegenerovany v zmysle 7.0 =0 — 7 =0
Disponujic takymto néastrojom, dizka vektora bola definované ako
v =Vi.7 (1)
a uhol dvoch vektorov ako
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Naproti tomu mnemotechnicka pomdcka ”séitania stcinu po zlozkich”, teda algoritmus vypoctu

5

UG = iUy + ..., Upliy

je az dosledkom vyberu bazy a spravania sa bazovych vektorov ohladne skaldrneho stc¢inu. Nech
bazové vektory €; (teda €i,és, €3, kde spodny index! neoznacuje komponentu, ale cely bazovy
vektor v i-tom smere) st jednotkové, v smere siradnych osi, a nech pre ich vzajomné skaldrne
st¢iny mame (v euklidovskej geometrii):

Potom plati, ze komponenty vektorov voci takejto baze sa pri skaldrnom sacine kombinuju po-
dla znameho pravidla. K jeho jednoduchosti prispieva, ze mnoZstvo ¢lenov pri roznasobovani je
nulovych.

U4 =v'é.u’e; = v d;; = v'u' (4)

1V nasledujiicom budeme &oraz &astejie vyuzivat indexovii notéciu, zide sa uZ pri troch rozmeroch (a ¢o potom
pri nekoneénych!).



Skaldrny sucin sa dé pouzit aj na extrahovanie zloZzky vektora v smere niektorého prvku
bézy. I-tu komponentu (i-ty koeficient z linedrnej kombindacie bazovych vektorov, ktorou je vektor
vyjadreny) dostaneme ako sacin nasho vektora ¥ s i-tym bazovym vektorom é;
vi:ﬁ.azvj€j.€i=vj5ij=vi (5)
Tu to vyzerd natolko samozrejme Ze je aZ podivné sa s tym zapodievat, ale prave jednoduché veci
treba mat rozpisané do jednoduchych detailov, ak mame v plane hladat analdgie ¢i zovSeobecnovat.

Rozklad do Fourierovho radu

Presunme sa k dalSiemu vektorovému priestoru, stile sa obzerajuc na analdgiu z linearnej al-
gebry. Vezmime priestor periodickych funkcii redlnej premennej ¢, s periédou T (samozrejme
to nemusi byt najmensia periéda, funkcia s periédou 7/100 m4 aj periédu T'), ktoré splhaji tzv.
Dirichletove podmienky: integral z absolitnej hodnoty za periédu je konec¢ny, v ramci jednej peri-
6dy je konetne vela maxim, minim a nespojitosti (a kazda nespojitost je konecénd). Toto je Sirokd
trieda funkcii, zahfhajica modely vSakovakych dejov a signalov s ktorymi sa stretavame v technike
a fyzike. Je tazko si vobec predsatvit, ako by sa dal vyrobif signal, ktorého matematicky model
by nesplial Dirichletove podmienky. Mimochodom, aj funkcie obmedzené na konecky interval sa
daju 7roz8irit”, v zmysle Ze na zvySok osi umiestnime periodicky ich koépie. Tieto funkcie tvo-
ria vektorovy priestor. Naozaj, linedrna kombinacia dvoch takych funkcii je stale periodicka a
dirichletovska, identicka nula hra rolu nulového vektora, a zaporne vzaté funkcia rolu opac¢ného
vektora. Operacie sti¢tu a nasobenia skaldrom sa samozrejme myslia ”pobodovo”, teda pod linear-
nou kombin&ciou funkcii f, g s kon§tantnymi koeficientami «, 8 rozumieme funkciu o f + B¢ ktorej
predpis (posobenia na premenna t) je chdpany ako

(af +Bg)(t) = af(t) + Bg(t)

Tento priestor funkcii m6zeme dokonca vybavit skalarnym stéinom. Potrebujeme predpis, ktory
dvom nagim vektorom-funkciam priradi ¢islo, pri¢om bude spliat poziadavky symetrie, bilinearity
a nedegenerovanosti. Integréal cez jednu periédu tieto poziadavky splha:

T/2
fg= / dt f(t)g(t) (6)

—T/2

T/2 T/2
symetria [, s = [ s
T/2
nedegenerovanost / dt f>(t)=0— f(t)=0
—T/2
T/2 T/2 T/2
linearita / dt f(t)(ag(t) + Bh(t)) = a/ dt f(t)g(t)dt + B/ dt f(t)h(t)dt
~T/2 ~T/2 —T/2

Kedze sa Fourierove rady, ku ktorym tu smerujeme, ¢asto pouzivaji na analyzu signalov maja-
cich priebeh v case, a pod periddou sa mysli naozaj nejaky ¢asovy tsek, je mnozstvo terminolégie
a oznaceni prisposobené prave ¢asovej tematike. Nemal by v§ak byt problém ”prelozit”si potrebné



veci na iné situdcie, ked sa trebars jedna o periodickost v priestore a pod. Hranice integrélov
ovedené vysSie su tiez do iste miery vecoui konvencie - je potrebné integrovat cez celt periédu,
ale pokial funkcia nem4 nejako ohrani¢eny defini¢ny obor, mozeme integrovat od 0 po T, alebo od
—T/2 po T/2, alebo od T'/3 po 4T'/3 atd.

Teraz k baze. N&s priestor funkcii je nekonecnorozmerny, pocet prvkov bazy bude tiez nekone-
¢no. Mala by to byt nekone¢ne pocetna rodina funkcii jednak nezavislych, Gplnd v zmysle Ze
vSetko ostatnd sa da vyjadrit pomocou nich, a podla moznosti v nejakom zmysle jednoduchych,
vzéjomne kolmych (teda s nulovym skaldrnym sacinom), a s jednotkovou velkostou, Vsetko toto
splhaji vlastné funkcie operatora druhej derivacie, sinusy a kosinusy s periédou rovnou T/n
pre nejaké celé n.

d* . .

S2sin (wnt) = —w2sin (wyt)
d? 9

772008 (wnt) = —w cos (wnt)

Pre skratenie oznacenia budeme pouzivat pojem frekvencie?

2mn
YT
Mozeme ich v pripade potrebny preskalovat vhodnym faktorom zabezpecujicim jednotkova velkost

(pod velkostou tu samozrejme rozumieme odmocninu zo skaldrneho saéinu vektora samého zo
sebou).

T/2 T
/ dtsin (wpt) sin (wWt) = = Opn, Myn #0 (7)
—7/2 2

T/2 T
/ dt cos (wpt) cos (Wmt) = = Omn m,n #0
—~T/2 2

T/2
/ dtcosOcosO0 =T
—T/2

T/2
/ dt cos (wpt) sin (w,,t) = 0
-T/2

Ako vidno, velkost naSich bazovych funkcii je \/% pre pripady w, # 0 a \/; pre pripad w, = 0.
Teda ortonormélnu bazu, nekoneénorozmerny analég vektorov €; z linedrnej algebry, tvori systém
normalizovanych ”"harmonik”

\/z , \/ECOS (wnt), \/zsin (@)

2Tu tie# mdZe nastaf trocha zmitku. Pod slovom frkvencia sa ¢asto mysli prevritensd hodnoty periédy, teda
nafa w je 2w krat vicgia. To sa niekedy rie§i pomenovanim w uhlovou frekvenciou, a niekedy uhlovou rychlostou.
To nésledne vyvolava otdzky pre¢o sa vobec nejaky uhol spomina, ked sa modeluje systém kde sa ni¢ neto¢i (hoci
v abstraktnom zmysle to zmysel mé aj tam...). Vyrie§ime to tu nazvanim w frekvenciou a vyzvanim &itatela, aby
vzdy ¢ital kontext.




Velmi ¢asto sa v8ak nardba s nenormalizovanou béazou, teda len s 1, cos (wpt), sin (w,t), aby sa
do rozvojov netahali uz od zaiatku normaliza¢né faktory (vSimnime si, Ze funkcia f = 1 nie
je ”jednotkova”!). Samozrejme, ony sa potom objavia inde. Znova vec konvencie a doévod byt v
strehu. Podme teraz nijst analég rozvoja vektora do bazovych zloZiek 7 = v'¢;. S pohladom
na nasu bazu to bude

f) = ao + Z ap, €08 (wpt) + by, cos (wnt) (8)

n=1

f(t) je analégom ¥, harmoniky st analégom ¢é;, a koeficienty ag, a,,, b, si analégmi komponent v*
Faktor 1/2 pri nultom ¢lene je zas vec konvencie, je tu zaradeny v preferencii oproti jeho objaveniu
sa inde.

N4jdime teraz analég vzfahu (5), teda spdsob, ako najst komponenty f(¢) vo¢i nasej baze.
V linearnej algebre sa postupovalo vynasobenim vektora tym prvkom bazy, ktorého za-
stiipenie v rozvoji sme hladali. To predsa vieme urobif aj tu, len nezabudime, Z%e skaldrne
nasobenie tu zahtfa aj preintegrovanie cez periédu. Najdime postupne koeficienty ag, an, by, tie
hovoria o zasttpeni cos 0, cos (w,t), sin (w,t) v rozvoji f(t). Teda vynasobme rozvoj (8) postupne
cos 0, cos (wmt), sin (wpt) (treba davat pozor na pouzitie iného indexu ako ”hluchého” sumacéného)
a preintegrujme cez periddu T, bertc pritom do Gvahy vztahy medzi samotnymi bazovymi fun-
keiami (7).

T/2 T/2 a S a0
/ dt f(t)cos0 = / dt cos 0 > + nz::l 08 (wnt) + bysin (wpt) | = ?T

-T/2 -T/2

T/2 T/2 ag o0 T
/ dt f(t)cos (wmnt) = / dt cos (wmt) 5 + Z a5, o8 (Wpt) + bysin (wyt) | = anémn§
n=1

—T/2 —-T/2

—-T/2 —T/2 ot

T/2 T/2 ao ') T
/ dt f(t)sin (w,t) = / dt sin (wp,t) 3 + Z 7,08 (wWnt) + bysin (wpt) | = b,ﬁmn?

Teda predpis pre koeficienty v rozvoji (8) je

z /T/2 dt f(t)cos (wmt) (9)

T/2

T/2
—/ dt f(t)sin (wm,t)

T/2

Plati pre n = 0,1,2.... Jednotnost predpisu aj pre nulty koeficient je dévodom, prec¢o bol v (8)
definovany s faktorom 1/2.

Diferencialne za algebraické

Diferencialne rovnice, a parcidlne osobitne, nemaji vo vSeobecnosti nejaky algoritmus na rieSenie,
ako tomu bolo trebars pri kvadratickych ¢i kubickych rovniciach. Niektoré metédy funguji na nie-
ktoré rovnice. Mat niekolko trikov v zdsobe moze velmi pomoct. Previest diferencidlnu rovnicu



na algebraicki, alebo aspon nahraditf niektoré derivéacie algebraickymi operaciami, znamend
velmi ¢asto prist blizSie k rieSeniu. Tu sa siistredime na linedrne rovnice, nastastie vela dole-
zitych patri do takej kategorie. Fourierovska baza funkcii tu mé 8Siroké pouzitie. Mnohé ddlezité
rovnice zahffiaju laplacian (sumu druhych derivacii podla priestorovych premennych, v jednom
rozmere jednoducho druhi deriviciu). Druhd derivicia funguje na svojich vlastnych funkciach
(harmonikéich) ako jednoduché preskialovanie vlastnou hodnotou. KedZe ¢asto pracujeme
na doménach, kde tvoria vlastné funkcie laplacidanu Gplny systém, je vcelku dobra nadej, ze
rozkladom neznamej funkcie do fourierovskej bazy prevedieme aspon &ast ”diferen-
cidlnosti”’na ” algebraickost”.

Ukazeme si to na priklade rovnice vedenia tepla a vlnovej rovnice, v 1 priestorovom a 1 ¢aso-
vom rozmere. Povedzme, Ze skiimame $irenie tepla pozdlz tyce (popisuje rovnica vedenia tepla),
alebo ustaleny tepelny stav na ty¢i (limitny pripad vedenia tepla, popisuje Laplaceova rovnica),
alebo kmity takej ty¢e (popisuje vlnova rovnica). V8etky tri zahfhaja laplacidn (v 1 rozmere druhd
derivacia podla ”priestorovej premennej”), takze vlastné funkcie laplacidnu na tejto oblasti buda
hrat vyznamna rolu. Vo v8etkych troch pripadoch si predstavme, Ze skimame oblast na tsecke
0 < x < Lvcase 0 < xt. Povedzme, ze mame zadané vsetky okrajové podmienky aj pociatocné
podmienky. Postup je v principe rovnaky vsade:

Treba ndjst viastné funcie laplacidnu na danej oblasti, spliiajice okrajové podmienky. Zostavit
z nich ” Ansatz”, teda navrhnut hladané riesenie rovnice ako ich kombindciu. NaSe hladané rie-
senie rovnice je sice funkcia definovand len na malej casti osi x, moZeme z nej urobit periodicki
funkciu jednoducho tak, Ze jej hodnotu na zvysku osi definujeme periodicky. Pokial mame uplny
systém vlastngjch funkcii, hladand funkcia sa bude dat v kaZdom okamihu vyjadrit ako nejakd ich
kombindcia - a tento rozvoj ju bude verne reprezentovat na useku osi x, na ktorom je definovand,
¢o ndm staci. Je namieste ocakdvat, Ze v roznych okamihoch pdjde o roznu kombindaciu. Tato
zavislost na case vsak znamend akurdt to, Ze rozvojové koeficienty a,, b, aj ked konstantné v
priestore, budi zdvislé od Casu, teda mdme a,(t), b, (t). Aby sme zistili, ako konkrétne od ¢asu zd-
visia, dosadime nds 7 Ansatz”do rovnice - priestorové derivicie sa uz prejavia len ako algebraické
ndsobenie, a casové derivicie nam poskytni diferencidlnu rovnicu pre a,(t), by(t). Teda sme sa
nezbavili vetkého derivovania, ale aj viymena parcidlnej diferencidlnej rovnice za obycajni nie je
malo. Rovnice pre an(t), by (t) ndm ich vo vSeobecnosti neurdia jednoznacdne, ostani nejaké volné
parametre (uZ naozaj konstanty, v case aj priestore). Tie potom este dopocitame z pociatocnych
podmienok.

Ak tieto kroky zneli prilis abstraktne, konkrétne priklady by mali pomoct ten dojem vyliecit.

Vedenie tepla a Fourierova transformacia

Sktimajme model Sirenia tepla® pozdlz nejakej jednorozmernej oblasti. MoZeme si predstavit
dlhii tyé. Nezndma funkcia u(z,t) bude predstavuje teplotu, meniacu sa pozdiz tyce a v case.
Okrajové podmienky buda v tomto priklade volené tak, aby modelovali situéciu, ked st konce
tyCe udrziavané na stabilnej teplote, rovnakej na oboch koncoch. Samozrejme je to len $pecialny
pripad. Podiatotnd podmienka (jedna, kedZze rovnica je prvého radu v ¢ase) ndm zadé rozlozenie
teploty na zaciatku. Koeficient D je parametrom systému, stvisi s vodivostou, je mierou ”priechod-
nosti”’pre teplo. Rovnica samotnd ndm déva do stvisu laplacidn funkcie Au (v jednom rozmere
je to len druhd derivécia podla priestorovej premennej, ktortt budeme skratene znacit u,..), teda
mieru nerovnomernosti priestorového rozlozenia teploty, s ¢asovou zmenou Oyu (ktortt budeme
skratene znadit uy).

Cim viac sa v nejakom bode 1i§i funkénd hodnota (teplota) od priemeru susednych
(mierou tejto odchylky od priemeru v okoli je laplacidn), tym prudsia ¢asovd zmena

3Tento model popisuje aj diftiziu latky v rozptstadle. Prenos tepla mo¥no chépat ako ”diftiziu energie”.



sa v danom bode da oéakavat. S klesajicou hodnotou Au, teda s klesajiicou odchylkou
od priemernosti, klesa aj ¢asova zmena. Ked je Au = 0, je aj dyu = 0, inymi slovami, ¢asovy
vyvoj sa skoncil a nastal rovnovazny stav - vietko spriemerované nakolko okrajové podmienky
umoznuja. Toto vSetko sa v matematike zapiSe strucne ako

Dug, = u (10)
0 <z < L okrajové podmienky u(0,t) = u(L,t) =0
0 <t pociatotné podmienky u(z,0) = f(z)

Této rovnice je velmi zndma a je viac spdsobov ako s nou zaobchadzat. Tu ju pouZijeme na
ilustraciu pouzitia fourierovskych rozkladov. Na vysledku je pekne vidiet ”priemerovacia tenden-
cia” casového vyvoja daného laplacidnom.

Najprv najdime vlastné funkcie operatora druhej derivéacie, splhajice dané okrajové podmienky,
teda hladdme rodinu funkcii

fe() 2 Opa fr = _)‘iflw fu(0) = fx(L) =0

kde vlastni hodnotu sme zvolili v tvare, ktory nam neskoér bude pohodlnej§i na manipulaciu
(asi netreba predstierat, Ze netusime, %e sa bude jednaf o sinusy a kosinusy, a redlna exponenta
neprichddza do Gvahy pre nemoznost splnit okrajové podmienky)

fr(z) = acos(Azx) + Bsin(Az)

Okrajovad podmienka f(0) = 0 ndm z hry vyradi kosinus, a okrajovd podmienka fi(L) = 0 ndm
obmedzi (pokvantuje, a to sme ani klasickt fyziku neopustili) mozné vlastné hodnoty:

k
sin(AL) =0 — A= % k celé &slo

o i (22)

Nasu hladant funkciu u(z, t) a jej derivacie vyjadrime ako kombindciu vlastnych funkcii laplacianu,
s koeficientami zavislymi od Casu:

Teda mame bazu

u= gck(t)sin <”ka)

S i_o:ck.(t) <”Lk>2 sin (”;%)



Po dosadeni do povodnej diferencialnej rovnice mame

oS () (1) 3 et ()

k=1

Teda nasSe rieSenie mé formu
> 7k )2 k
u(z,t) = ZBk e~ D) tgin (ZHC) (11)
k=1

Koeficienty Ay st zatial neuréené konstanty, voci priestoru aj ¢asu, a zistime ich z pociatocnej
podmienky:

f(z) = u(z,0) = in sin ("?)

k=1

Teda koeficienty By, sti préave koeficienty fourierovského rozkladu* funkcie f(x), zadanej ako popis
priestorového rozlozenia teoploty na zaciatku! A tieto uz vieme ako sa hladaju:

By = Z/OL d7 f()sin (’“;”) (12)

Napriklad ak f(z) = ¢ (na pociatku rovnaka teplota ¢ na celej tyéi) a potom by sme ty¢ pripojili
k rezervodru s nulovou teplotou na oboch koncoch, koeficienty by boli 4¢/k7 pre nepérne k, 0 pre
parne k.)

Koneéne mame teda rieSenie rovnice vedenia tepla (10) pre nase po¢iato¢né a okrajové podmienky:

(@, ) = g (i /OL di f(7)sin (’“f)) —D( )t gy (’“ZI) (13)

Vsimnime si podrobnejsie tento rad, a osobitne ¢asovy vyvoj jednotlivych harmonik. Kazda
je nasobend faktorom exponencidlne klesajicim s ¢asom. Tempo poklesu je ovplyviované koefi-
cientom D, ktory je spolo¢ny vietkym harmonikam, ale v exponente vystupuje aj k2, ktoré je pre
rozne harmoniky rozne. Vyssie, viac oscilujice harmoniky (ktorych rozdelenie funkénych
hodnét ma daleko od rovnomerného) maji exponenciilne-kvadraticky silnejsi pokles
ako tie miernejsie. K-ta fourierovska zlozka aj s jej casovo zavislym faktorom je predsa vlastnou
funkciou laplacidnu aj prvej ¢asovej derivécie, s tou istou vlastnou hodnotou timernou k>

0? —D(EE)% krx krx\ 2 —p(EE)% kmx
92¢ Sm((L> __(L) ¢ sin <L>

D () gy (Fr2 _ _(Rre\* p(zeyg, (ke
8{;6 SIH(L>— (L)e Sin I

4Integra¢nti premenn(i nazveme & namiesto tradi¢ného z, lebo o chvilu budeme vyraz dosidzat do vyjadrenia

hladaného riefenia u(z,t), kde uz x vystupuje ako volné premennd. Neslud sa (a priniSa problémy) volat v jednom
vyraze volné a presumované alebo preintegrované premenné rovnako.

,\
Sl




To dobre suhlasi s beznou skusenostou rozptylu tepla - nerovnomernej$ie rozdelenia maja
tendenciu vyrovnat sa rychlesie.

Na obrazku je znazorneny Gasovy ttlm pre prvé tri harmoniky. Volili sme tu pre jednoduchost
L =mn,D = 0,1 a zndzornené st momentky pre pocdiatotny ¢as (plué ¢iary), a ¢asy o jednotku
(prerusované Ciara) a dve jednotky (bodkociarkované krivky) neskor (¢ = 0,1,2). VSetkym har-
monikdm sme dali pociato¢né amplitiidy rovné jednej, vo vSeobecnosti samozrejme zavisia od
pociato¢ného rozlozenia daného podmienkou u(z,0) = f(z).

Obr. 1: Pri ¢asovom vyvoji danom laplacidnom sa nerovnomernejsie rozdelenia vyrovnavaji rych-
lejSim tempom

To dobre suhlasi s beznou skusenostou rozptylu tepla - nerovnomernej$ie rozdelenia maja
tendenciu vyrovnat sa rychlesie.

Obr. 2: Parciédlne diferencilne rovnice a dilemy v kuchyni

10



Tu je aj odpoved na ”problém cestovin, omacky a Cakania na syr”. Mame velka student kuchynu,
uvarené cestoviny teploty kuchyne, horticu omécku (ale spordk uz vypnuty), a zabudli sme na-
strihat syr. To ndm bude trvat nejaky cas. Za predpokladu, Ze chceme kompletné jedlo dostat
na stol ¢im teplejSie, Co je lepSie: ZmieSat omacku a cestoviny a ist strahat syr, alebo nechat ich
separatne, kym syr nenastrithame? Podla naSej rovnice bude v pripade separatnej omécky rozdiel
medzi hou a okolim velky a teplo z nej unikne rychlo. V pripade zmieSanych cestovin a omécky
je mensi rozdiel medzi teplotou zmieSaného jedla a okolia, teda teplotnd vymena bude prebiehat
pomalsie. Samozrejme teplo z omacky odovzdané cestovindm nepovazujeme za stratené. (Tento
model nepocita so stratou molekil, ktoré sa deje vyparovanim z povrchu (¢o tiez odnésa teplo) -
dostupny povrch moze byt pri zmieSani iny. Presnejsi model by mal zahffiat aj takéto morfologické

prvky.)

Rovnica vedenia tepla hovori aj o tepelnej rovnovahe® - v tejto sa asovy vyvoj sa sko-
néil, teda u; = 0. Podla naSej rovnice to nastava prave vtedy, ked je aj Au = 0, teda ked je
teplota rozloZena rovnomerne, v zmysle %Ze kazdy bod ma teplotu ako priemer teplét
susednych bodov. Pri naSich okrajovych podmienkach -oba konce tyce udrziavané na rovnakej
teplote - to samozrejme moze vo findle znamenat len to, Ze kazdy bod ty¢e bude mat prave ta
teplotu. Pre iné okrajové podmienky by sa mohla ustalit teplota inak - ale tak, Ze priemer tepldt
u susedov dava teplotu v danom bode.

Vlnenie a Fourierova transformacia

Sktimajme model vIn na ohrani¢enej jednorozmernej oblasti, podla nasich okrajovych podmienok
by sa mohlo jednat o strunu ochytend na oboch koncoch. Hladané rieSenie u(x,t) predstavuje
vychylku z rovnovaznej polohy. v je zatial len parameter systému, ale sugestivne nazvany tak,
aby potom vystihoval interpretdciu. Poc¢iatoéné podmienky (dve, kedZe rovnica je druhého radu v
¢ase) nam popisuju polohy a rychlosti ¢asti struny na za¢iatku. Tato rovnica tiez zafha laplacian,
teda bude suvisiet s mierou nerovnomernosti vychyliek v jednotlivych Castiach struny. Na rozdiel
od rovnice vedenia tepla v8ak tato nerovnomernost nie je Gmernd prvej ¢asovej derivacii, teda nie
je mierou ¢asovej zmeny (”rychlosti”). V tomto pripade nerovnomernost rozlozenia vychyliek v
priestore je imerné druhej casovej derivécii, teda je mierou ”zrychlenia”. Rozdiel v ¢asovom vyvoji
je potom markantne iny nez bol v pripade vedenia tepla. Tam sa priestorovo velmi odli$ne zohriate
¢asti velmi rychlo vyrovnavali a s klesajicou hodnotou Awu klesala aj miera zmeny v ¢ase O,u. Pri
vineni vSak velmi odli§ne vychylené (relativne k priemeru susedov) ¢asti buda akurat
velmi rychlo menit svoj pohyb. Zrychlenie je zmena pohybu-rychlosti. Nulovy rozdiel od
priemeru susedov tak neznamenda zastavenie, len nulové zrychlenie - a zotrvaénost
prenesie kmitajuci bod cez tento rovnovazny bod, az do opacnej maximalnej vychylky, kde
zas naberie dost velké zrychlenie na opa¢nt cestu atd... Stru¢ne sa to zapiSe ako

02U = Uy (14)
0 <z < L okrajové podmienky u(0,t) = u(L,t) =0
0 <t podiatoéné podmienky wu(z,0) = f(z), wus(z,0) = h(x)

Aj tato rovnicu pouzijeme na ilustraciu pouzitia Fourierovskych rozkladov. D4 sa potom na vy-
sledku pekne vidiet ”miera oscilacii” dand laplacidanom.

Vlastné funkcie operatora druhej derivécie, spliiajice nulové okrajové podmienky, sme uz nagli
v pripade rovnice vedenia tepla, kde sa z priestorovej cCastzi jednalo o rovnaky problém. Teda

5vtedy sa redukuje na Laplaceovu rovnicu Au =0
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mame bazu
. wk
fx(x) =sin (Lz>

Nagu hladant funkciu w(z,t) a jej derivicie opét vyjadrime ako kombinaciu vlastnych funkeii
laplacianu, s koeficientami zavislymi od c¢asu.

u= gck(t)sin @%)

wy — gck(t) ™ cos (”’%)
Uy = — ick(t) <”Lk>2 sin (”f;;;)

Uy = 3 d—zc (t) sin W—kx
tt — dt2 k L
Po dosadeni do povodnej diferencidlnej rovnice mame vednoducht rovnicu pre koeficienty cx(¢)
e k\? k = k
2 Z cx(t) (WL> sin <7TLx) = 2 ﬁck(t) sin <7TLI)

2 (L>2 ck(t) = %;Ck(t)

wkv . [ mkv
ek (t) = Ay cos (Lt) + By sin (Lt)

Teda nae rieSenie mé formu

)= 3 [ (T4 o i (22) (452 a5

=1

Koeficienty Ay, By su zatial neurcené konStanty, voéi priestoru aj ¢asu, a zistime ich z pocia-
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to¢nych podmienok (ako vidno, boli nutné dve):

F(@) = ulz,0) = gAk . (’“7)

h(z) = u(z,0)= > By Lﬁ” sin (T)
k=1

Teda koeficienty Ay, st prave koeficienty fourierovského rozkladu funkcie f(x), zadanej ako po-
pis priestorového rozlozenia vychyliek z rovnovahy, a koeficienty By st (modulo faktor wkv/L)
koeficienty fourierovského rozkladu funkcie h(z), zadanej ako popis priestorového pociatoénych
rychlosti ¢asti struny.:

Ay = i/OL di f(7)sin (’T‘") (16)

L2t [k
Bk—%z/o dxh(a:)sm<L>

Tieto veci st uz zndme, kedze f(x), h(z) pokladdme za zadané. Napriklad v pripade, Ze v ¢ase nula
boli vSetky body struny v rovnovéznej polohe (s nulovou vychylkou), st nulové vietky A. Naproti
tomi v pripade, Ze boli na pociatku vSetky body v pokoji (s nulovou pociato¢nou rychlostou), st
nulové v8etky By. Samozrejme ak boli na pociatku vSetky body struny aj v rovnovaznej polohe
aj v pokoji, je trvalo nulové vietko, ¢o je tiez (hrani¢ny) pripad kmitania, v klasickej mechanike
pripustny (kvantova by nedovolila také pociatoéné podmienky a teda ani také rieSenie).

Pozrime sa teraz na ¢asovy vyvoj jednotlivych ”priestorovych harmonik”. Kazda je prena-
sobend kombinaciou sinusov a kosinusov, ktoré osciluji s frekvenciou timernou k. Amplituda
tychto oscilacii pritom od ¢asu nezavisi. Teda priestorovo ”divokejsie”, vyssie harmoniky kmi-
taju aj v ¢ase s vysSSou frekvenciou, ale neutlnuji sa z peridédy na periédu sa ako tomu
bolo pri rovnici vedenia tepla. Tak to je, ked laplacidn (ktory je pre vysSie priestorové harmoniky
velky), uddva mieru zmeny pohybu, teda zrychlenia, ako kdZe vlnové rovnica.

Upravme esSte nasSe rieSenie pomocou stctovych vzorcov pre sinus a kosinus:

sin (o £ 8) =sinacos 8 £ cosasin

cos (a+ f3) = cosacos f F sinasin 3

N
ES

uet) =3 o :sin (T(Hvt)) + sin (ﬂ'Lk(x —vt))] + (17)

+ i % :cos (T(m—#vt)) — cos (T(w —vt))}
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Tento tvar je omnoho symetrickejsi vo¢i premennym x a ¢, a lepsie tak ladi s vlnovou rov-
nicou, ktorej jedna z najndpadnejSich ¢t je prave takato symetria (druhd derivicia podla ¢asu
je timerna druhej derivécii podla polohy). Zaroven ndm poméha ineterpretovat rieSenie vlnovej
rovnice. Vezmime si trebars funkciu sin (x — vt). Vidime, Ze zdvisi od $pecifickej kombinécie z a
t, Ze s rozmerovej analyzy parameter v musi mat rozmer rychlosti, a 7e ak sin (z — vt) predsta-
vuje trebars vlnu $iriacu sa nejakym médiom, je v prave rychlost, ktorou sa musime pohybovat
médiom v kladnom smere my, ak chceme vidiet stéle ti istti vychylku (lebo ndm ostal t4 ist4 hod-
nota argumentu - fizy = — vt). Inymi slovami v je rychlost $iriacej sa vlny. Podobnou tivahou
dospejeme k tomu, Ze sin (z + vt) popisuje vlnu giriacu sa opaénym smerom rychlostou rovnakej
velkosti. Velmi podobne pre kosinus, ktory je len posunuty sinus. V naSom rieseni (17) je ku kazdej
doprava sa Siriacej vlne pripocitand dolava sa $iriaca vlna s rovnakou amplitidou. Takto vznikaju
stojaté vlny, ktoré sa v beznom zmysle slova ”nesiria”. Pri strune upevnenej na oboch koncoch
to azda prilis neprekvapuje, aspon hudobnikov s prislu§nymi nastrojmi nie. Spomenme este kratko

Obr. 3: stojaté viny

aj "naozaj cestujuce viny” trebars v nejakom médiu, a upozornime, Ze v, rychlost ich postupu
priestorom, nie je rychlostou kmitajacich ¢astic média. Rychlost tychto je dand hodnotou uy, a vo
v8eobecnosti sa pre dany bod meni s ¢asom. (Pri stojatych vlnach, ktoré sa (ako sicet oproto sebe
sa §iriacich vin) efektivne "nesiria”, véak mame aj iizly”, ktoré maja trvalo nulovti vychylku aj
rychlost). Nedorozumenie ohladne rychlosti azda nastava aj pre bezna asocidciu vlnenie - rieka.
Tam sa vsak skladd aj posun média ako celku aj kmitavy pohyb jeho Castic, preto je pri zndzo-
riiovani samotnej vlnovej rovnice vhodné predstavit si ako priklad trebars obilné pole vo vetre -
obilim sa Siria vlny, ale ich pohyb nie je totozny s pohybom jednotlivych klasov. Tie napokon (pri
beznom vetre) neoptstaji svoje miesto na poli, kym vlna sa $iri naprie¢ nim.

Obr. 4: Rychlost kmitania klasov nie je rychlostou vlny postupujicej obilim.
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Skratky medzi redalnymi faktami veda cez komplexnii rovinu.

Tazko prehliadnut, ze nase vypocty v tejto partii matematiky zahffiaji integrovanie sinusov a
kosinusov. Nie je to ni¢ zlozité, nakoniec tieto funkcie sa derivujua a integruju ako jedny z najlahsich.
Ale existuje ich kombinécia, ktord ich aj v tomto smere tromfne - exponencidlna funkcia. Stoji to
vstup do komplexnej roviny, ale napodiv taky krok ¢asto skracuje cestu aj pri redlnych problémoch.
Pomozeme si zndmou Eulerovou formulkou, podla ktorej sinus a kosinus, a exponencidlna funkcia
spolu stuvisia ako

TWn

et = cos (wpt) + isin (wyt)
e~ nt = cos (wpt) — isin (wyt)
eiwnt _ e—iwnt
. =
sin (wy,t) —
Twnt —iwnt
CcoS (wnt) = i

2

Teda vlastné funkcie druhej derivacie, alebo jednorozmerného laplacianu, sa daja zvolit ako
d2

twnt 2 iwnpt
—F€ = —Ww,e€
dt? "
a2 . .
—twnt _ _ 2 —iwnt
7dt2 e = —wye€

Komplexnost nas nemé ¢o odradzat, vhodne zvolenymi tiez komplexnymi koeficientami sa aj z
komplexnej bazy daju vyskladat redlne funkcie. Akurat treba vhodne zov§eobecnit skalarny stcin.
Stale to bude integral cez periédu, ale uvedomme si jednu vec - ak ho nechame ako je, mnohé
komplexné funkcie budu mat podla neho komplexnii velkost. To nie je niefo, ¢o by sme chceli
interpretovat, preto skalarny sicin definujeme ako integral cez jednu periédu zo stcinu funkcie a
komplexne zdruZenej funkcie

T/2
fg= / dt £(1)g" (1 (18)

—T/2

a zovSeobecnime pravidlo o symetrii v skalarnom sic¢ine nasledovne:

T/2 T/2 *
/ dtf(t)g*(t)=</ dtg(t)f*(t)> (19)

—T/2 —T/2

Hviezdicka znaci komplexné zdruzenie. Pre redlne funkcie sa zovSeobecnenie zredukuje na staré
pravidlo, kedze vtedy f* = f.

Skontrolujme teda s takto prispdsobenym sic¢inom ortogonalnost nasej bazy.

T/2 ) )
/ dte"nte="wmt = §.. T (20)
-T/2
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Rozvoj v takejto baze sa da napisat velmi kompaktne ako

fy =Y cpe! (21)

n=—oo

Sumadcia je teraz aj cez zaporné n, Cize pre také formalne pripuStame ”zaporné frekvencie”w,, =
2%". To je vsak len myto, ktoré treba zaplatit, ked si skracujeme cestu komplexnou rovinou.
Jednoduchym rozpisanim sumy a pouZitim Eulerovej formulky dostdvame vztahy medzi ”sinus-

, omis 7 ex o . :
kosinusovymii ” exponentovymi” koeficientami
ap =¢, + c_p, (22)
by, =1(cn — Cc—pn)

Pre redlne funkcie musia byt a,, b, redlne, ¢o je splnené ak c_,, = ¢*. Koeficienty v (21) ziskame
ako predtym - zo skalarnych suc¢inov nasej funkcie a bazovych vektorov, a zvaZzenim vztahov medzi
bazovymi vektormi:

/2 _ /2 , o0 '
/ dte “mt f(t) = / dt e~ twmt Z et = Lenbmn

—T/2 —-T/2

n=—oo
Pre neskorsie tcely si este uvedomme, ze susedné frekvencie sa od seba lisia nasledovne:

2r(n+1) 2mn _ 27

W W T T T T (23)
teda ze mozeme pisat
1_Aw
T 2n
Potom pre koeficienty plati jednoducho
1 /T/2 i . Aw T/2 iy
Cm = — dte ™mt f(t) = — / dte=™mt f(t) (24)
T J 7/ 2r ) 12

a pre rozklad funkcie

< o0 /2 , ,
f(t): Z Cnezwnt _ Z <§:‘-}/ dTe—uum‘rf(T)> euunt (25)

n=-—oo n=-—oo -T/2

Integracna premennd bola premenovand tak, aby sa neplietla s volnou premennou vo zvysku sumy.

Este par slov k interpreticii koeficientov. Velkost koeficientu |c,,| = /ci ¢, patriacemu k
n-tej bazovej funkcii (harmonike) a frekvencii w, nadm hovori, ako velmi je tato za-
stipend v "recepte”’na vyrobu f(t). Ak je niektory koeficient nulovy, dand frekvencia tam vobec
nie je zastipend. Zasttpenie jednotlivych frekvencii v signaloch, priebehoch napéti vo vodic¢och,
periodickych otrasoch systémov a pod. méa velky vyznam, pretoze suvisi s odpovedou takych sys-
témov na vonkajSie impulzy s danymi frekvenciami. Rezonan¢né javy sa vyskytuji naprieé
fyzikou a technickycmi vedami a Fourierov rozklad ndm pomaha odhadniif kritické
frekvencie, pri ktorych mé%u nastat.
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Fourierova transformacia

Doteraz sme o periéde T predpokladali Ze je koneéna, teda Ze spektrum frekvencii w, je dis-
krétne, pricom ”susedné” frekvencie sa od seba lisia o kone¢ny inetrval Aw = 2% Ak v8ak uva-
7zujeme neperiodické funkcie, alebo funkcie s nekoneénou periédou T — oo, potom sa
rozdiel medzi susednymi frekvenciami Aw stdva infinitezimalne malym a z rozvoja (25)
sa stava integral (¢o je ”suma cez nekone¢ne malé nekoneéne blizke prirastky spojitej premennej”).

£(t) = / T e / 2 dr e ) | e (26)

—o0 27 —-T/2

T/2

1 /°° 1 / i »
= — dw | —— dr e WmT f(T) et
V2r J s V2r )12

1 * s iwt
E/_mdwf(w)e

Objekt® f hra rolu analogickt tej, ktort malo ¢, z rozvoja periodickych funkeii, ked bolo spektrum
diskrétne. Vtedy sme scitavali cez n, alebo ekvivalentne w,,, teraz integrujeme cez spojité w.

Vsimnime si, ¢o sme dostali. Tak ako bol vektoru z lineadrnej algebry jednoznac¢ne priradeny ko-
ne¢ny subor koeficientov v* voéi baze &;, tak ako bol periodickej funkcii jednozna¢ne priradeny
nekoneény, ale spoéitatelny stibor koeficientov ¢,, voéi baze e’»t | tak je teraz aj vo vieobecnosti
neperiodickej funkcii jednoznaéne priradeny objekt f, ktory ju reprezentuje v baze
et Tento objekt - d4 sa nai pozerat ako na (vo vSeobecnosti) nespocitatelny stibor koeficientov
- sa vold Fourierov obraz danej funkcie. Podobne ako sa zo zloziek dal vyskladat vektor a z
vektora dali extrahovat zlozky, aj Fourierova transformécia je v tomto zmysle vratnd, existuje k
nej inverzna:

£(t) = M% / " o f(w) e (27)

1 > —iwt
flw) = —= /m dt f(t) e

Dvojica f(t), f(w) je "fourierovsky zdruzena” a v literatire mozno najst tabulky takychto dvo-
jic. Doplnenie takych tabuliek o dalSie riadky alebo overenie uZ existujtcich je vecou spocitavania
integralov typu (27) pre konkrétne funkcie.

Princip neurditosti

Vsetky fourierovské dvojice sa vyznacuju ”principom neurcitosti”: ¢im je jedna z dvojice viac
lokalizovana vo svojej premennej, tym menej je vo svojej premennej lokalizovana
druha z dvojice.Pre intuitivne pochopenie principov neurcitosti pre niektoré ”komplementarne

6Rozdelenie koeficientov l/m je opit vecou konvencie. Tu je volend tak, aby transformacia medzi funkciou a
jej Fourierovskym obrazom bola o najsymetrickejgia. Iné konvencie maju tiez svoje dovody (niekedy azda tradiciu
a niekedy zdhadnejgie pri€iny). Aj samotné oznalenie fourierovského obrazu podlieha niladam, vkusu a Zivotnej
histdrii autorov. Niekde sa pouziva povodny symbol funkcie s vlnovkou, niekde sa pouZije iny font, niekde sa pridd
nejakd ind ozdoba... pozndme dril. Treba &itat kontext, nie pismen4.
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premenné”’su k dispozicii aj velmi klasické ukazky. Predstavme si, Ze k ndm prichddza nejaky sig-
néal s istou frekvenciou, napriklad vlny rozbijajice sa o pobrezie. Ak chceme velmi presne poznat
zastipené frekvencie (moZe sa ich skladat viacero), treba na brehu pobudnat dostatocne dlho.
Rozhodne dlhsie ako najdlhsia zastipend periéda deja (a vopred nemusime vediet ako dlho to
jel). Teda ak presnejsie ”lokalizujeme”zastipené frekvencie, potom ¢asové lokalizdcia signalu je
prislu$ne dlhgia. Ak na brehu postojime len kratko, ¢asova lokalizacia toho, ¢o sme pozorovali, je
pomerne presné. Ale zas nemame istotu o frekvencidch, ktoré sme nemohli zachytit, kedZe zodpo-
vedali periddam dlhsim neZ nasSe pozorovanie.

Obr. 5: Princip neurcitosti na plazi

Fourierovské dvojice nemusia reprezentovat len ¢as a frekvenciu. Taka interpreticia je velmi casté
(mnohokrat sa naozaj jednd o modely procesov prebiehajucich v ¢ase), ale netreba sa na hu
nezdravo naviazat. Napriklad v kvantovej mechanike sti podobnym spdsobom zdruZené
poloha a hybnost.

Ukéazeme si aspon priklad prejavu znameho principu nercitosti viazuceho tieto dva pojmy. Z kvan-
tovej mechaniky pritom nemusime vediet vela, pre ilustraciu toho, ¢o chceme ukazat, staci nasledu-
juci rychlokurz. Treba vziat na vedomie, Ze poloha a hybnost stivisia v kvantovej mechanike
s operatormi posobiacimi na nejaké objekty. Tymto objektom sa hovori vlnové funkcie, pred-
stavuju v nejakom zmysle stav skiimaného systému. Mozu byt definované na hybnostnom
priestore (”p-reprezenticia”) alebo konfiguraénom priestore (”x-reprezenticia”), pricom su
to rovnocenné moznosti.

Pri x-reprezentacii si azda mozno o nie¢o lah8ie namyslat nézornost, byva v prvych kontak-
toch s kvantovou mechanikou spominana viac. V tejto variante predstavuji vlinové funkcie ¢ (x)
amplitidu pravdepodobnosti, Ze konfiguracia x je obsadend (trebars Casticou ktord tvori ska-
many systém). Amplitidu pravdepodobnosti treba chépat ako ”komplexni odmocninu z pravde-
podobnosti”, v zmysle: |¢|? predstavuje hustotu pravdepodobnosti, a t4to hustota vyndsobena
objemovym elementom priestoru(na akom je funkcia definovand) déva pravdepodobnost, Ze v tom
elemente sa naSa Castica najde. Kym hustota pravdepodobnosti je redlna, amplitida moéze byt
komplexna. Spominame tu len jeden priestorovy a jeden hybnostny rozmer, situicia sa samoz-
rejme d& zovéeobecnit.

Operétor polohy & je v x-reprezentécii jednoducho nésobenie x, a operator hybnosti p derivova-
nie podla z, modulo sldvne konstanty (Planckova redukované konstanta a imagindrna jednotka).
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Z rozliénych dovodov (stru¢nost na istych miestach je jednym z nich) sa ¢asto zavddza veli¢ina
k = Z.Teda p a k sa liia len prendsobenim Planckovou konstantou, ktortt mozno vhodnou volbou
jednotiek poloZzit rovna jednej.

TY(x) = zip(z)
d

p(z) = —ith— Y(x

pUe) = —ihr b(a)
KedZe sa jedné o operatory, ma zmysel hovorit o ich vlastnych hodnotéch (to je vlastne jedna z
mala moznosti ako operatoru priradit ¢islo, teda nieco porovnatelné s vysledkami merani). Vlastné
funkcie operatora zodpovedaju stavom systému s ” presnou hodnotou” veli¢iny, ktort operator pred-
stavuje. Teda v tomto pripade, vlastné funkcie operatora hybnosti zodpovedaja stavom
s presne uréenou hybnostou. Nie je tazké ich ndjst, st to komplexné "rovinné vlny. Maju
ostriit hodnotu hybnosti, ale ako sa na sinus a kosinus patri, nemaji ziadnu preferovant cast osi
x. Castica popisand takym stavom mdze byt kdekolvek.

ezpm/h — ezkm

Tu x je premennd a k fixny parameter pre dany stav. Vlastné funkcie hybnosti tvoria v x-
reprezentacii aplny systém a mozno ich teda pouzit ako bazu. Teda vSetky ostatné stavy v
x-reprezentdcii mozno pisat ako

1 > ikx ],
vie) = o= [ ke i) (28)

@(k) je fourierovsky obraz ¢ (z), teda spojity analég komponent (x) voéi baze e***. Inverzna

trnasformacia je

J(k) = % / " dw et y(a) (20)

Velmi podobny proces mozno urobit pre p-reprezentdciu (resp k- reprezenticiu). Vinova fun-
kcia ¢(p) v p-reprezentécii predstavuje amplitiidu pravdepodobnosti v hybnostnom priestore.
Operétor hybnosti p v p-reprezentacii ma podobu obyc¢ajného nasobenia p a operator polohy & po-
dobu derivacie podla p, modulo sldvne konstanty (Planckova redukovand konStanta a imagindrna
jednotka a jedno minus oproti analogickej situécii v x- reprezentacii):

po(p) =po(p)

d
z =1h—
¢(p) dpam
V tomto pripade, vlastné funkcie operatora polohy zodpovedaji stavom s presne urce-
nou polohou. Také stavy viak nemaji viak ziaden preferovany tisek na p-osi, teda ich hybnost
mdbze byt akakolvek.

e—ipm/h — e—zkm

Tu k je premenna a x fixny parameter pre dany stav. Vlastné funkcie polohy tvoria v p-
preprezentacii uplny systém a mozno ich teda pouzit ako bazu pre vSetky ostatné stavy v
p-reprezentécii. Ale ved prave taky rozvoj predstavuje (29)! 3

¥(x) je je fourierovsky obraz funkcie 1 (k), teda spojity analég komponent (k) voéi baze e~

ikx
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Teda k a x tvoria fourierovky komplementarne premenné.

Uz bolo spomenuté, Ze bazové stavy x - reprezentécie (e'*, kde z je premenné a k fixny parameter
pre dany stav) majt ur¢iti hybnost celkom neuréiti polohu, a bazové stavy p-reprezentacie (e~
kde k je premennd a z fixny parameter pre dany stav) urcit polohu a celkom neist hybnost.
Takéto stavy samy osebe viak nepredsatvuji redlne ¢astice. Co by sme tym vobec mysleli. Redlne
objekty zrejme budi moct byt popisované nejakymi kombindciami - polohu nepozname celkom
presne, ale dost na to, aby sa v nejakom zmysle dala spominat, podobne s hybnostou.

Vyskasajme, ako spolu hraji nase komplementarne prmenné pre nejaky takyto konkrétny stav.
Nech t(x) popisuje stav Castice v konfigura¢nom priestore, a nech je to Castica viazand na tse-
¢ku dlzky 2a. Povedzme Ze tam je celkom volnd (teda méame rovnaky potencial na celej Gsecke, a
rovnaki pravdepodobnostnt amplitidu pre vSetky body tsecky) - ale mimo nej nemoze ist (neko-
neény potencidl mimo tsecky, amplitada nulova). Z normovacich pri¢in (pravdepodobnost najst
Casticu niekde na tGsecke mé byt rovnd 1) bude amplitida na tsecke mat velkost /1/2a).

Y(x) =+/1/2a —a<z<a

=0 (r < —a) U (z>a)

Pozrime sa na jej fourierovsky obraz - teda na mieru zastipenia hybnosti:

" 1 * —ikx
9 = = / dze ()

= L V2o ’ dze” ke = L ’

Toe » = v ). dx [cos (kx) — isin (kx)]

1 2 sin(ka)
N V2avV2or k

Niekolko pripadov je ukdzanych nizie x- reprezentacie ukazujua lokalizaciu v konfigura¢nom pries-
tore na tiseckach roznych dizok (a=1, 1/2, 2), k-reprezentacie ukazuji lokalizéciu v hybnostnom
priestore.

T4 ista situdcia, len teraz st konfiguraény a hybnostny priestor superimponované na seba: pre plné
Glary treba chapat vodorovni os ako konfiguraény priestor, pre bodkované linie ako hybnostny.
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Obr. 8: jama a=0,5 Obr. 9: jama a=1 Obr. 10: jama a=2
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