ELEKTROMAGNETIZMUS

Historia

Dnes uz deti na zakladnej Skole vedia odrecitovat poucku o svetle ako elektromagnetickom vlneni.
Ze vsak elektrina a magnetizmus patria do jedného privlastku, a ze by nie¢o mali maft so svetlom,
nebolo zrejmé eSte nejaké dve storocia dozadu. Dokonca este dve desatroCia po uverejneni Ma-
xwellovej prace z roku 1865, zhifiujicej mnohé experimentalne aj deduktivne nazbierané aspekty
elektromagnetizmu, bolo treba namahavo hladat po vtedajsich univerzitach ludi, ktori by tedrii
rozumeli alebo aspon v nej videli nie¢o hodné pozornosti. Moze to mat docinenia s Maxwellovou
prezenticiou - v ¢ase vydania jeho prace bola pisand zloZitych formalizmom, primatematickym
pre fyzikov a prifyzikdlnym pre matematikov. Po tspechu Newtonovskej mechnaniky bola snaha
vysvetlovat a vizualizovat vSetko cez mechanické sily medzi nejakymi objektami, reprezentované
s napitiami a tlakmi v nejakom médiu. Uporne pretrvavajiica predstava svetlonosného éteru ako
bezného média s mnozstvom mechanickych vlastnosti, ktoré bolo zlozité az nemozné zmierit s
experimentalnymi datami, navadzala Tudi hladat zlozité vizualizcie toho, ¢o rovnice predstavo-
vali. NavySe, Maxwell sa ukdzal ako skromny ¢lovek, a ked mal moznost hovorit o svojej praci
pred rozsiahlym publikom, spomenul ju len okrajovo, na konci svojej prednasky venovanej inému
modelu, referujic ten svoj ako ini tedriu elektriny, ktord sa mu paci. Notdcia nevelmi priatelska
beznému uzivatelovi matematiky tiez nepomohla. Cudia citlivi viac na rychle zavery a vonkajsi
rozruch ako na hibku ju potom lahko prehliadli.

Crty a kontakty

Stubor zakladnych rovnic klasického elektromagnetizmu sa vold po Maxwellovi, pricom jednotlivé
Casti nest iné mend - po Maxwellovi je vlastne priamo pomenovany len jeden ¢len v jednej z nich.
Preco teda subor nesie jeho meno? Gaussov zdkon pre elektrické a magnetické pole, Ampérov
zékon pre prudy a Faradayov zakon pre indukciu boli zndme pred Maxwellovou pracou, ale nim
dodany ¢len (Maxwellov posuvny prid) ich zosil konzistentne dokopy. Pri spétnom pohlade mohla
byt voditkom snaha o symetriu medzi elektrickym a magnetickym polom alebo konzistentnost s
rovnicou kontuinuity. Kazdopddne, po zahrnuti sa ukézala nielen neznicitelnost elektrického né-
boja a nerozlu¢nost elektriny a magnetizmu, ale aj ich stvis so svetlom. ESte poznamenajme, Ze
Maxwellove rovnice sa pri troche oboznamenia sa s vektorovou analyzou jednoduché a nazorné v
ich dnesnej formulécii, ale tato elegancia je taZsie badatelnd v ich povodnom vyjadreni (1865, A
dynamical theory of the electromagnetic field), kde boli zdkony v nich skryté rozpisané do cca 20
rovnic (nie nezavislych). Najdenie jednoduchsieho formalizmu pre dané Gcely si ziada niekoho, kto
je ochotny predrat sa divokejSou verziou, nestratit zo zretela pointu, vySliapat potom v divoc¢ine
skratky a spristupnit jednoduchii pointu masadm. Tu to bola do zna¢nej miery zasluha Olivera
Heavisida, Josiaha Willarda Gibbsa and Heinricha Hertza.

Maxwellovym rovniciam sa treba venovat jednotlivo aj po skupinkach, pretoZe vztahy medzi je-
notlivymi rovnicami st porovnatelne dolezité ako kazd4 z rovnic osobitne. Jedna sa o previazany
systém, ale jeho previazanost bolo tazké vidiet, kym sa skiimali len jednotlivé $pecidlne pripady.

Upozornime na niekolko vyraznych ¢ft tychto rovnic. Spomenme aj velmi stru¢ne niektoré prepo-
jenia na rozli¢né oblasti fyziky.

Polhost - méame tu parcidlne diferencidlne rovnice, v newtonovskej mechnaike boli oby¢ajné.
Aj v elektromagnetizme sa sice operuje s druhym Newtonovym zdkonom v uvislosti s Lorenzo-
vou silou, ale dynamika poli samotnych je dand Maxwellovymi rovnicami. Si parcidlne, prvého
radu, linedrne. Princip superpozicie teda moze hrat velka rolu, aj s tym stvisiaci rozpis rieSeni do
vhodnych bazovych funkcii. Vlastné stavy vyznaénych operatorov teda budi matematicky dolezité.

S polnostou suvisiaca lokdlnost. Pole tu uZ nie je len akdsi pomocnd $truktira, ”sila na jednot-



kovy naboj ktory by hypoteticky mohol byt v danom mieste”. St tu difenecidlne rovnice popisujtce
dynamiku tychto poli, ¢asovy vyvoj ich samych. Polia maja kapacitu niest hybnost a energiu. Ako
také st istym nédznakom zbavenia sa ”posobenia na dialku”, ktoré tolko znepokojovalo Newtona.
Dva néboje interagujt s polom vo svojom bezprostrednom okoli, tato interakcia sa polom prenésa
az k druhému naboju.

St tu isté prepojenia s kvantovou mechnaikou. Jedna sa o dvojvrstvovy popis dejov. Rovnice
hovoria o vyvoji veli¢in - poli v pripade elektromagnetizmu ¢ vinovej funkcie v pripade kvantovej
mechaniky - na ktoré nemame taky priamy dosah ako na ich kvadraty. Dalou zo smeroviek je
kvantovanie ndboja. Podobne je to s vlastnostami trvalych magnetov a stabilitou atémov. Toto
vSetko uz sice nevyplyva z Maxwellovych rovnic, ale to je prave jeden z naznakov, ze tedriu treba
roz§irit.

Prepojenia s klasickou mechanikou s jednak formou spominanej Lorenzovej sily, ale velmi vy-
razné su aj analégie s mechanikou tekutin.

Prepojenie na $pecidlnu relativitu je velmi vyrazné. Z Maxwellovych rovnic ndm vyplynie akdsi
invariantnd (voéi inercidlne sa pohybujticim pozorovatelom) rychlost, ¢osi o ¢om klasickd mecha-
nika nechyrovala. Zavislost rozdelenia elektromagnetického pola na elektricki a magneticki ¢ast
je zavislé od pozorovatela. Velmi to evokuje podobnt zévislost delenia ¢asopriestorového intervalu
na ¢asovu a priestorovu zlozku.

Jedna zo Styroch

Elektromagneticka interakcia je momentalne vnimand ako jedna zo Styroch fundamentalnyhc sil

v prirode. Do istej miery sa jej matematicky model prepaja s modelmi slabej a silnej interak-

cie, s tymto prepojenim st v8ak spojené rozliéné velké ” ale "kvantovej tedrie pola. S gravitdciou

v einsteinovskom zmysle je tazké (resp tak sa ndm to javi teraz) prepojit ktortkolvek z nich.

Avgak podoba modelu klasického elektrostatického pola s newtonovskou gravitaciou, spocivajica

v poklese intenzity pola so Stvorcom vzdialenosti od zdroja je velmi napadnd, a bola takou davno:
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Elektromagneticka interakcia voci gravita¢nej velmi vyrazna v nasledujicom zmysle: Uz par tahmi
hrebenom vieme zo svojich vlasov nazbierat dost naboja na to, aby sme kompenzovali gravitatni
pritazlivost celej zemegule. Podobne velk silu je mozné vyvinit obyéasjnou magnetkou ktord drzi
nakupny zoznam na chladnicke. Tato magnetka kompenzuje pritazlivost celého zemského jadra,
plasta a vSetkych ocednskych vod... Napriek tomu v8ak pohyb tejto zemegule a zvysku slnecnej
stustavy vyzera byt podla gravitaénych povelov, nie elektromagnetickych.

Obr. 1: Po troche, ale bez kontra-tendencii sa nazbieraja obrovské sily ako pravidla tanca celych
galaktickych kop. A aj velké sily sa vedia efektivne stratit v oblastiach, kde ida proti sebe.



Prec¢o? Kym ”gravitatny naboj”, ktorym sa castice angazujui v danom poli, mé len jedno
znamienko, elektricky ma dve, aj magnet ma dva pdly. Graviticia nevie byt odpudiva, elektro-
magnetickd sila vie. Teda je mozné ju kompenzovat, odtienit, vyrusit. Toto, spolu s napadnou
vyrovnanostou kladného a zaporného elektrického néboja, a s vyskytom magnetickych pdlov len
vo vyrovnanych péaroch, je aj dovodom, preco na velkych gkalach vyhrava gravitacia.

Elektricky naboj

Mimochodom, pre¢o nehovorime o magnetickom néboji? Ved elektromagnetizmus je uz jedno
slovo... Lep$ia otazka by asi bola, pre¢o nehovorime o elektromagnetickom naboji. Azda z leni-
vosti a tradicie: Existenciu toho, comu hovorime elektricky naboj, a neexistenciu toho, comu by
sme hovorili magneticky ndboj, mozno chapat takto: Nepozndme nieco, ¢o by vytvaralo nami me-
ratelné magnetické pole §tylom monopolu. Niefo, ¢o vytvara nami meratelné elektrické pole ako
monopol, je to, comu sa beZzne hovori elektricky ndboj. Samozrejme da sa néjst elektricky dipdl,
ale magneticky monopdl nie. Pritom vSak objekt nestici elektricky ndboj je zdrojom magnetic-
kého pola. Ak sa ndboj voéi ndm nepohybuje, necitime jeho magnetické pole nadimi testovacimi
nabitymi ¢asticami (spin teraz nechajme bokom). Ale pohybujtci sa elektricky naboj je zdrojom
elektromagnetického pola. O magnetizme sa niekedy hovori ako o relativistickom jave, lebo pohyb
je relativisticky pojem. Z makroskopického hladiska teda mozeme takto zhruba hovorit. Ale mag-
netizmus je aj kvantovomechanickd vec (tu aspon spomeiime ten vynechany spin)- a elektrina “ako
vec s nim nerozlu¢ne spojend teda tiez. Nepohybujici sa elekricky naboj je len priblizny pojem,
model, ktory neobstoji, ak zahrnieme aj kvantovi mechaniku, princip neurcitosti a spin elektrénu.
Teda mohli by sme pokojne hovorit o elektromagnetickom naboji, lebo ni¢ vykazujice elektricky
naboj nie je celkom bez magnetickych aspektov a opac¢ne. Ak sa pohybujeme voc¢i danej nabi-
tej Castici, citime markantné ”makroskopicky badatelné”magnetické pole. Ak aj sme v pokojovej
sustave priemernej polohy taziska Castice, stile ostdva jej spin, vnatorny moment hybnosti ne-
rozlucne spity s magnetickym momentom. (Tento moze byt kompenzovany momentmi okolitych
Castic, ale je tam.) A opalne, ni¢ vykazujlice magnetické vlasntosti nie je bez elektriny. Aj neutrén
ma magneticky moment - a neutrdn je elektricky neutralny len ako celok, jeho kvarky sua elektricky
nabité. (Naboj je kompenzovany, ale je tam.)

Gravitaény, elektricky ndboj a (ne)rovnomernost rozdelenia

Ako je to s kvantovanim? Toto je vec, ktora zatial na gravita¢nych nédbojoch - hmotéach - nepo-
zorujeme. Nezdd sa zatial, Ze by vSetky hmoty boli celo¢islenym nésobkom nejakej minimélnej
jednotky. Tzv. Planckova hmota je na trovni cca 20 mikrogramov. Atémy st podstatne lahsie.
Najlah$ie Castice vyzeraji byt neutrina, ale nezd4 sa, ze by si vOobec udrziavali konzistentne svoj
hmotnostny stav, a nemame ddkazy o tom, Ze by ich ”¢isté hmotnosti”boli zadkladnou jednotkou
pre iné Castice. Naproti tomu elektricky ndboj, ak je naozaj prezicne zmerany, sa ukazuje byt vzdy
celo¢iselny nasobok elementirneho naboja elektronu. Kvarky ako subnuklearne ¢asti sice javia tre-
tinové naboje, ale kvarky nikam nejdia bez takého doprovodu, ktory dolha celkovy naboj v partii
na celocisleny nasobok zakladného. Pri elektrickom naboji ide naozaj o pocet ”kusov”vo vesmire,
a je namieste otdzka, preco je taky vyrovnany. Vyzerd byt: ak by nebol, pozorovali by sme velké
odpudzovanie nielen na rovni rovnako nabitych galaxii, ale aj ich rozpad (gravitdcia by nevedela
kompenzovat elektrické odpudzovanie). D4 sa azda namietnut, Ze rovnovahu predsa netreba vy-
svetlovat, vysvetlenie ziada odchylka z nej. V takom pripade v8ak, preco nie je ndboj rovnomerne
rozdeleny na Castice rovnakych hmotnosti? Preco je vii¢Sina zdporného nédboja v Tahkych elektro-
noch a vic¢sina kladného naboja v tazkych proténoch, namiesto varianty ”kolko elektrénov, tolko
(rovnako tazkych) pozitrénov” a ”kolko proténov, tolko (rovnako fazkych) antiproténov”? Toto
je vlastne odnoz otazky ”preco je viac hmoty ako antihmoty”, so zdéraznenim rovnomernosti a
nerovnomernosti pre elektricky, gravitaény naboj a ich vztah.



Plus minus ¢iselna os

Na néaboj plus, minus, neutrdl sme uz tak zvyknuti, Ze sa nad tym ani nepozastavujeme. Aky iny
by mohol byt? Experimentalne to dévalo zmysel: V laboratdriu sa dali v8elijako trief a nabijat
predmety, a rozdelit na tri kopy - oznac¢me ich A,B,C. V skupine A boli tie, ¢o na blizkost ostatnych
(bez ohladu na prislusnost k A,B alebo C) nereagovali. V B boli tie, ¢o odpudzovali vSetkych zo
svojej skupiny (B) a prifahovali v8etkych zo skupiny (A). V skupine C boli tie, ¢o odpudzovali vSet-
kych zo svojej skupiny (C) a pritahovali v8etkych z B. Nebolo potrebné vytvérat dalsiu kategériu,
kazdé teleso v laboratoriu sa dalo zaradit do jednej z tychto troch. NavySe, vhodnou kombinaciou
predmetov z B a C sa dali vytvorif objekty patriace do A. Clovek ani nemusi vedief mnoho z
algebry, aby videl vhodnost pomenovat skupiny B,C ako kladné a zédporné (alebo opacne, to je uz
vec konvencie a tradicie) a skupinu A ako neutralnu. Inymi slovami, mame tu start znamu ¢iselni
os s jej kladnou a zapornou ¢astou a nulou medzi nimi. Drvivd vicéSina naSich matematickych
modelov je spojend s Cislenou osou. Celé, racionélne, redlne ¢isla... dokonca aj modely euklidov-
skej roviny ¢i priestorov su vyskladané ako vhodné kombinacie "nezavislych ¢iselnych osi”. Mozno
mnohé uspechy vo fyzike mame skrz tito skutoc¢nost - Ze s elektrickym nédbojom, ktory vyzera byt
spojeny s hmotou okolo néds velmi fundamentalnym spdsobom, je prave nami pouzivany pocitaci
systém tak explicitne konzistentny. Ak potrebujeme nieo vyvazit, potrebujeme siahnut vhodne
dalekon na opa¢ni stranu nasho pocitadla. Ani neuvazujeme, ze by bolo potrebné aj ¢osi iné. Ale
pozrime sa predsa len na iné moznosti. Predstavme si klasické mieSanie farieb v ludskom videni.
Ak bielu oznacime ako neutrdl, tak na kompenziciu trebars modrého vnemu nam treba siahnut
do dvoch dalsich ”farebnych smerov ¢erveného a zeleného. To uZ nie je ¢islena os, ale akési ¢iselna
trojsmerka. [udské videnie je komplexna zéleZitost a popisanéd procediira je len popisom akychsi
efektivnych javov. Ale v prirode sa napodiv vyskytuje druh néboja, ktory funguje prave takto: Na
to, aby sme nieco kompenzovali, netreba nevyhnutne pridat jeden tpacny”komplement, ale mo-
7no to urobit aj tak, Ze priddme dva iné komplementy. Je to tzv farebny naboj (nézov pochadza
prave z analdgie Tudského vnimania farieb) kvarkov, subnukledrnych ¢astic. Na farebne neutralnu
kombinaciu treba bud farebne neutrdlnu casticu, alebo tri komplementarne farebné néboje...alebo
farebny a antifarebny. Tu uz analégia s videnim farieb trochu zlyhava. Ale odhliadnuc od toho, tu je
zébavna vec: Dva kvarky, modry a antimodry, sa li$ia elektrickym nébojom! Tazko to zobrazit. Je
tu samozrejme pokusenie vziat euklidovsky trojrozmerny priestor, s troma kolmymi osami, kazda
majuca kladnt a zadporna cast, a skusit ¢i skladanie 3D vektorov nebude dobry model. Ale nie je
to celkom to, ¢o skladanie farebnych nabojov. Trojrozmerny vektor tazko moze reprezentovat stav
vo farebnom priestore, lebo dvomi kolmymi vektormi v smere x a y nevieme kompenzovat vektor
v smere z, kym dvomi ”kolmymi”’nabojmi - modrym a zelenym - vieme vyvaZzit ¢erveny. Ktovie,
mozno by sme sa mali dat na nejaké bytostne trojkové ¢iselné modely aby bola fyzika jednodu-
chgia. D4 sa namietnut, Ze ved na elektromagnetizmus stacia ¢isla ako ich obyc¢ajne mame...nu%
spomenme si na zjednotenie elektriny a magnetizmu, a ako z neho na dévazok vypadlo zjednotenie
aj s optikou. Ktovie, ¢i najdenie modelu tstretového k elektrickému aj farebnému naboju neda na
dovazok este Cosi navySe?



Rovnice

Po tolkych rec¢iach napiSme konec¢ne sldvne Maxwellove rovnice. PiSeme ich tu ako vyzeraji vo
vakuu (v zmysle nie v prostredi s vlastnou permitivitou a permeabilitou)
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Podme ich rozobrat po jednej aj po skupinkdch, povedat si o $pecidlnych pripadoch a vztahoch
medzi rovnicami. Dvom vyjadreniam Maxwellovych rovnic sa hovori diferencidlny a integralny
tvar. Stvis medzi nimi je velmi jasny, ak je jasnd dané partia vektorovej analyzy (Gaussova a
Stokesova veta). Ak tomu tak nie je, je doporucené konzultovat nejaky text o tom pojednévajici.

Najprv si ujasnime notaciu. E, B predstavuju vektorové polia - intenzitu elektrického pola a
magnetickii indukciu. Casto budeme skratene hovorit o elektrickom a magnetickom poli. Jednot-
kou elektrickej intenzity je newton na coulomb alebo volt na meter, jednotkou magnetickej indukcie
je tesla:
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Veli¢ina p predstavuje hustotu elektrického naboja (jednotkou je C m_g), teda objemovy integral
z nej predstavuje celkovy ndboj @ v danom objeme:

///VpdV:Q

Veli¢ina J predstavuje plosnt hustotu prietoku naboja, ndboj preteceny jenodtkou plochy za
jednotku ¢asu (jednotka Cm~—2s~! = Am~2). Po preintegrovani cez plochu teda ziskavame prid

tecuci skrz tato plochu:
// JdS =1
s

Néboj @ a jeho prad I spolu samozrejme stuvisia. KedZe naboj celkovo nevznikd a nezanikd, len
sa prestuva, musi pri nenulovej bilancii toku z nejakého objemu V' ohraniceného uzavretou plochou
OV stipat alebo klesat mnoZstvo nédboja dnu (stipat ak viac prislo ako vyslo, klesat v opa¢nom

pripade):
# fd§——i/// pdV (5)
ov dt JJ)v



Ak na tok J cez plochu pouzijeme Gaussovu vetu

//vﬁ.fdvz—if//vpdv

dostavame sa postupne k diferencidlnemu tvaru
L 4V.JT=0 (6)
Vztah (6), resp. (5) predstavuje rovnicu kontinuity, zikon zachovania elektrického ndboja.

Permeabilita p je mierou magnetizacie prostredia pod vplyvom aplikovaného magnetického pola.
Je vlastnostou materidlu vyplhajticeho dany priestor a da sa povedat, aj priestoru samotného. Tato
vakuova cast zavislosti sa oznacuje ako . Jednotkou je henry na meter, alebo newton na kvadrat
ampéra. Celkova permeabilita je potom sacin vakuovej a relativnej (vo¢i vakuu) p = p,.po. Pre
vakuum potom p, = 1. Permitivita € je mierou polarizicie prostredia pod vplyvom aplikovaného
elektrického pola. Je vlastnostou materidlu vyplhajaceho dany priestor a priestoru samotného,
pricom vakuova cast sa obvykle znadi a ¢y a podobne ako v pripade permeability, je celkova
permitivita stc¢inom vakuovej a relativnej Casti € = €,.¢p. Jednotkou €y je farad na meter, alebo
coulomb na volt na meter. Tu sa budeme zaoberat len vikuovym pripadom.

Teraz si ujasnime integracné domény v integralnej verzii Maxwellovych rovnic. V zésade sa jedné o
vztahy integralov cez nejaké domény a ich hranice a ¢asovii zmenu tychto integralov.Jednoduchy,
dvojny alebo trojny integral naznacuje rozmernost domény, cez ktort sa integruje. Kruzok na
integrale symbolizuje uzavretost integracnej oblasti, teda ide bud o integral po uzavretej krivke
0S ohranic¢ujtcej otvoreni plochu S v pripade 9985, alebo o integral po uzavretej ploche OV ohra-
nicujicej nejaky objem V v pripade g‘j%v. Oznacovat hranice uzatvarajice nejaka oblast Q2 ako
0Q mé svoju tradiciu a veelku dobry dovod v tedrii diferencidlnych foriem!. Skalarny stéin vekto-
rového pola a elementu krivky, napriklad E.d, preintegrovany pozdlz uzavretej krivky, je mierou
cirkulcie pola E, pozdlz tejto krivky. Vektor dl si mozno predstavit ako infinitezimalne posunutie
pozdlz krivky. Pre infinitezimalne mali krivku dostdvame rotaciu pola E v bode predstavujiicom
stred infinitezimalnej plochy ohranicenej spominanou slu¢kou, nasobent skaldrne touto ploskou:

Edi=V x E.dS

Skalarny sacin vektorového pola a elementu plochy, napriklad E.dg, predstavuje tok touto plo-
§kou. Nezabudnime, ze vektor dS ma smer norméaly na dant plochu ? a tok pola je najefektiv-
nejii, ak ide rovnobezne s touto normélou, a nulovy, ak te¢ie pozdlz plochy, teda ”vébec nie cez
nu.” Preintegrovanim po uzavretej ploche vlastne ziskavame bilanciu toku von a dnu - pre infinitezi-
malne malt plochu tak ziskavame divergenciu pola v bode predstavujicom stred infinitezimalneho
objemu ktory t& plocha ohranicuje, ndsobent tymto objemom:

E.dS = V.EdV
Tolko k znaceniu, podme si rozobrat Maxwellove rovnice aj po vyznamovej stranke.

Gaussov zakon pre elektrické pole

pozrime blizSie na prvia rovnicu

E.d§:l/// pdV:Q
Oy €0 Y €0

Iktora je doporGand na prestudovanie ako lep§ia alternativa v pripadoch, ked by &lovek vedel ¢as aj horgie zabit
(o byva ¢asto!)

2Co sa orientécie tyka, je dand konvenciou: Ak sa jedna o uzavretd plochu, norméla je kladn4 smerom von. Ak
sa jedné o uzavreti plochu, potom smer normély stuvis{ s orientaciou ohranic¢ujicej krivky: Ked obiehame hranicu
v smere hodinovych rudiiek, orientacia normaly je podla pravidla pravej ruky.




Je to velmi ndzorny zdkon. Ak tok pola z nejakej oblasti nie je vyvaZeny (celkovo nulovy, teda
kolko dnu, tolko von), potom tam musia byt nejaké pramene alebo pohlcovace, teda kladné alebo
zéporné naboje, a to v nevyvazenim poécte, aby zodpovedali za bilanciu toku 2. Pouzitim Gaussovej

vety o divergencii 4
S S
# E.dS:///V.EdV—[// pdV:Q
dv €0 v €0

dostavame stvis divergencie a hustoty ndboja, teda diferencidlnu verziu.

VE="L
€0
Prva Maxwellova rovnica ndm okrem iného hovori, ze existuji zdroje elektrického pola, elektrické
naboje. Nehovori, ze by v oblastiach bez nabojov bolo pole nevyhnutne nulové; v takych oblas-
tiach je len nevyhnutne nulovéa divergencia tohto pola. Pre oblast s celkovo nulovym tokom cez
jej hranicu nemusi nevyhnutne platit, Ze tam Ziadne naboje nie st - len Ze je tam tolko kladného
ako zaporného naboja. Z grafického hladiska prva rovnica hovori, Ze ¢iary znazoriiujice prudnice
tohto pola maju svoje vyznaéné pociatky (vychadzaju z kladnych nédbojov) aj konce (na zdpornych
nabojoch).

Znédmy Coulombov zdkon pre intenzitu elektrického pola v okoli bodového naboja a jej pokles
so Stvorcom vzdialenosti je len $pecidlnym pripadom prvej Maxwellovej rovnice. Podobne azda
trochu menej zndme vztahy pre zavislost intenzity a vzdialenosti od nabitého dlhého drotu a ve-
lkej nabitej roviny (idedlne nekoneénych rozmerov, aby sa mohla naplno vyuZit symetria toku v
plosnom integrale). Tieto vypocty patria do beZnych cviceni v Standardnom kurze elektromagne-
tizmu, tu eln upozornime, Ze charakter poklesu intenzity so vzdialenostou sa da vidiet eSte nez sa
¢lovek pusti do integrovania:

V pripade bodového ndboja st triedami ”rovnocennych bodov”koncentrické sféry, v pripade dl-
hého nabitého drotu (priamky) koncentrické valce, a v pripade nabitej rozsiahlej roviny zas roviny
s iou rovnobezné. Velkost tychto tried ekvivalencie zévisi od vzdialenosti nasledovne: sféry rastt s
druhou mocninou vzdialenosti 72, pladte valcov s prvou mocnicou vzdialenosti 7, a rovnobezné ro-
viny nemenia velkost. Tok elekrického pola bodového ndboja sa prerozdelovanim na plochy rasttice
ako 72 riedi v opa¢nom pomere 72, tok pola ndbojov na priamke sa prerozdelovanim na, plochy
rastice ako r riedi v opa¢nom pomere r~!, a tok nabitej roviny sa so vzdialenostou nemeni, lebo
sa prerozdeluje stdle na rovnako velké plochy.

Y

Obr. 2: Pokles intenzity pre rozli¢ne symetrické rozlozenia nabojov

3V elektromagnetizme mame kladny a zdporny néboj a je jasné, Ze jeden bude hraf tlohu prameha a druhy
?pohlcovaca”, teda Ze vektor intenzity bude orientovany z jedného do druhého. Ktory je ktory je vec konvencie, a
ta sa zaviedla tak, Ze z kladnych ndbojov elektrické pole vyteka a do zadpornych sa prepada.

4Po Gaussovi sa toho vola tolko, Ze je lepsie trochu rozvinat privlastky.



Gaussov zakon pre magnetické pole

Naproti tomu obdobnd rovnica pre magnetickt indukciu hovori, Ze jej celkovy tok cez fubovolni
uzavret plochu je nulovy.
# B.ds =0
v
Pouzitim Gaussovej vety o divergencii

# B.dS = // V.BdV =0
ov

V.B=0

dostédvame diferencidlnu verziu

Z grafického hladiska, magnetické pradnice (integrélne krivky magnetického pola) st vzdy uzav-
reté samy do seba. Teda zdroje magnetického pola, ak nejaké s, sa nikdy nevyskytuji izolovane,
ale vzdy tak, aby dohromady pole malo vSade nulovii divergenciu. Pohybujuci sa elektricky naboj
je zdrojom magnetického pola, ale je tu nevyhnutna dvojpdlovost, lebo ide odniekadial niekam.
Ak rozlomime magnet s pélmi vzdialenymi 10 c¢m, ziskalme dva magnety s polmi dvakrat blizgie
pri sebe. A tak dalej. NardZzame tu vSak na zaujimavia otdzku. Povedzme, 7e v matematike mo-
zeme delit nejaka usecku do nekone¢na. Ale magnety st z atémov, a raz narazime na posledny
v rade. Kde je magnetizmus v atéme? Aj v atéme mame pohybujici sa elektricky ndboj, a jeho
pohyb zodpoveda za Cast magnetického momentu. Povedzme, Ze rozbijeme atém na nukleény a
jednotlivé elektrény. Kde st teraz pdly magnetu? Kde sa berie magneticky moment samotného
elektrénu? Magnetizmus nie je klasicky jav, siaha do do kvantovej tedrie a velmi pravdepodobne
za fiu. Keby si v8ak boli Ampére, Maxwell, Faraday povedali, Ze nemd vyznam formulovat zakony
elektromagnetizmu, kym nie je jasny mechanizmus vzniku zdrojov tychto poli, mozno by sme do-
teraz nemali ani Maxwellove rovnice, ani relativitu, ani kvantovi mechaniku. Podobne Newton
formuloval gravita¢ny zdkon s tym, ze si bol vedomy toho, ze sa jednd o netplnd tedriu s istymi
velkymi otdznikmi, mal v8ak nagtastie privela rozumu na to aby ju preto nechal lezat ladom. Vo
fyzike tazko Cakat na vSetky suciastky, lebo kym sme nevideli v8etko, ani nevieme, kolko ich eSte
cakat. Treba stavat z toho ¢o mame, pocitat s tym, Ze je to nelaplné a Ze po nés pride niekto kto
podopliia a poopravuje veci zas na zéklade toho, ¢o bude maf k dipozicii on.

Faradayov zakon

Pouzitim Stokesovej vety o rotacii

Bl = // (V x B).a§ = -2 // B.d§
as s dt )]s

dostavame diferencidlnu verziu

O 0B

VX E= 5
Déva sa tu do stivisu cirkuldcia elektrického pola, teda integral z neho pozdlz uzavretej krivky
ohranicujtcej nejakd plochu, s ¢asovou zmenou magnetického toku cez tito plochu. Integrél elek-
trického pola po drahe je elektromotorické napitie. Znamienko minus je vyjadrenim zndmeho
Lenzovho zakona. Vytvara sa napitie takej polarity, ze nim indukovany pohyb nabojov by vytva-
ral magnetické pole opa¢né k tomu, ktoré indukovalo toto napétie. Prelozme to do trochu beznejsie



ho jazyka. V okoli magnetu je magnetické pole. Ak vezmeme nejaky vodivy drot a urobime z neho
uzavretl slucku, ohtani¢uje ndm v priestore nejakt plochu. Tok pola vytvoreného magnetom cez
tato plochu je dany jednak velkostou pola, velkostou plochy, a ich vzdjomnou orientéciou, ¢o
vSetko je zahrnuté v ploSnom integrali ffs B.dS. ak sa tento tok nemeni, v drote sa neidukuje
napétie. Ak vSak magneticky tok nejako v Case menime, trebars pohybom magnetu, pohybom
slucky, alebo nato¢enim slucky, potom v drote sa touto zmenou indukuje napitie, teda (kedZze kov
disponuje pomerne volnymi ndbojmi schopnymi nasledovat poziadavky vzniknutého elektrického
pola) ampérmeter by tam registroval prad. Ktorym smerom pdjde tento priad? Tu velmi vidno,
ako st Maxwellove rovnice prepletené a tazko ich vysvetlovat po jednej. Predbehnime trochu a
povedzme si, ze podla Amperovho zakona elektricky prad tiez vytvdara magnetické pole. Teda nas
prad indukovany v drotenej slucke vytvori nejaké sekundarne magnetické pole, a jeho polarity
bude podla Lenzovho zdkona opa¢na ako polarita primarneho magnetického pola. Je to mimo-
riadne vyznamné minus, podobne (a nie celkom nezavisle) vyznamné ako znamienko kombinujice
Casové a priestorové derivicie vo vlnovej rovnice, alebo relativne minus medzi silou smerom do
rovnovaznej polohy a vychylkou z tejto rovnovaznej polohy pri harmonickom oscilatore. Sirenie
svetla vakuom, cez miliardy megaparsekov pomedzi hviezdy, ma svoj odraz aj v tomto minus.
Oproti tomuto je technické vyuzitie tohto javu azda nevelmi impozantné, ale patri sa ho spome-

Obr. 3: Naprie¢ kontinentmi pomohol Faradayov zdkon vybudovat stretdvacie lokality pre lasto-
vicky.

nat: mame tu moznost premienat mechanicka ¢i tepelna energiu na elektricki. Voda z priehrady
alebo rozpinajtca sa zohriata para mdZzu mechanicky menit tok magnetického pola vo vodivych
sluc¢kach jednoduchym otacanim ¢i uz tychto sluciek alebo magnetov, indukujic tak napitie ktoré
sa potom vyuzije - v typickych pripadoch zas na nejakd mechanicki pracu alebo teplo. Skladovanie
energie v elektrickom poli je teda medzikrok, ale z hladiska logistiky vcelku vyznamny. Prepravit
energiu elektrickym vedenim je ¢asto jednoduchsie ako kazdému navozif tony uhlia ¢i urdnu alebo
postavit pri kazdom podniku priehradu.

Este tu upozornime aj na staticky pripad, totiz ked casové derivicie poli st nulové. V takom
pripade plati gﬁEdf = 0, v stlade s konzervativnostou elektrostatického pola, pre ktoré plati, ze
integral [ E.dl = 0 zavisi len na rozdiele potencidlov medzi koncovymi bodmi, a teda pre uzav-
retu krivku je nulovy. Treba vSak rozumiet, Ze statickd situdcia je specidlny pripad, samozrejme
pokryty Maxwellovymi rovnicami.



Ampérov zakon a Maxwellov pridavok

.o .o d Lo
B.dl:uo// J.dS—i—uoeo—//E.dS
as s dt JJs

Pouzitim Stokesovej vety o rotacii

Lo L. L .o d Lo
¢ B.dl = ﬂ (V X B)dS = o // J.dS + poeg— ﬂ E.dS
as s s dt JJs

dostévame diferencidlnu verziu

VxB= Mof+ Moeo@
ot

Toto je rovnica so zaujimavou histériou. Stvis cirkul4cie magnetického pola pozdl7 nejakej uzavre-
tej krivky s pradom pretekajacim plochou, ktor ta krivka ohranicuje, bol dobre experimantélne
podloZeny. V statickom pripade, ked veci nezavisia od ¢asu, Maxwellov priapevok samozrejme
nehré rolu a pévodny Ampérov zdkon dava dobré vysledky. Ale objav stvisu s ¢asovou zmenou
toku elektrického pola (teda nielen toku nabojov) bol prave tym Maxwellovym prispevkom, ktory
robi zo vSetkych rovnic, ktoré teraz nest ako sibor jeho meno, konzistentnt vec. Pri spdtnom
pohlade sa tento prispevok priam pyta do rovnic kvoli symetrii. Ak zmena magnetického toku
indukuje elektrické pole, preco by zmena elektrického toku neindukovala magnetické? Po vojne je
lahko byt generdlom - v ¢ase, ked Maxwell robil §tidie, bolo novinkou Ze magnetizmus a elektrina
vbbec stvisia, a o nejakej hlbokej symetrii v ich vztahu bolo tazko hovorit, nez k tomu presekal
cestu. Ako bolo spomenuté, aj dnesné znacenie komponent uz je prispésobené symetrii, ktora vSak
pred Maxwellom nebola zndma. A netreba zatvarat oci pred faktom, 7e doteraz pouZivame pojmy,
v ktorych by bolo nezmyslom predstierat absolitnu symetriu magnetickych a a elektrickych poj-
mov - vid elektrické monopoly a magnetické dipdly. Je to azda spbsobené aj tym, Ze nevnimame
konfigura¢ny (”pozi¢ny”) a hybnostny (”pohybovy”) priestor celkom symetricky, ¢o by vSak ani
nebolo celkom namieste vzhladom na to, Ze ¢asové a priestorové pojmy sice stvisia velmi, velmi
uzko, ale ¢as nie je ”len dalsi rozmer”, bez ohladu na skratkovité tvrdenie kdejakych populariza-
¢nych aktivit.

Pozrime sa vSak na nevyhnutnost pridavku, Maxwellovho posuvného prudu, z hladiska zékona
zachovania elektrického naboja, teda rovnice kontinuity. Z tohto hladiska Ampérov zdkon nemoze
byt ”cely pribeh”. Vezmime tie dve z Maxwellovych rovnic, ktoré obsahuju zdroje, teda hustotu
naboja a praudu - Gaussov zdkon pre elektrické pole a hustotu naboja, a Ampérov ziakon pre mag-
netické pole a elektricky prad. Do tohto druhého pridajme akoZze zatial neznamu polozku X, a
ukdzme, ¢omu s amusi rovnat, ak ma byt rovnica kontinuity zachovana:
VE=L
€0
V xB=puJ+X

Rovnica kontinuity (6) viaze Casovt deriviciu hustoty ndboja a divergenciu hustoty pradu.
Hustota naboja vystupuje v Gaussovom zdkone, hustota pridu v Ampérovom. Preto poderivujme
Gaussov zdkon podTla ¢asu a vezmime divergenciu Ampérovho zdkona, prendsobme vhodne permi-
tivitou a podelme permeabilitou aby sa ukdzali ¢leny z rovnice kontinuity

- 9E Op
EOV.E a
B
—vecV.(Vx B)=V.J+ —V.X
Ho Ho
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a s¢itajme takto upravené rovnice:

E 1o - =
9 + —V.(VxB)=

V.=
Yot Ho

Ak teda plati rovnica kontinuity, potom pre pridavok k Ampérovmu zékonu musi platit

0% 0 1g ¢
ot po
- oE 1
V(oo — —X)=0
(€0 T )
- OF
X —MOEOE

¢o je prave ¢len dodany Maxwellom.

Daleko od zdrojov

Vo vakuu, v oblastiach, kde nie si1 ndboje ani prady, stile mdzu byt - a st - elektrické a magnetické
polia. Maxwellove rovnice tam vyzeraja nasledovne:

V.E=0 E.dS=0 (7)
v
8)
V.5 =0 # B.d5 =0
Oy
9)
Gxp- 8 56 Bl = _i// B.d§
ot 9 dt JJ s
oE

Lo d Lo
B.dl = — E.dS
; D Moﬁodt /s

(10)

Upozornime tu na pozoruhodnt symetriu medzi poliami. AZ na jedno minus a konStanty ktoré
st nevyhnutné kvoli konzistentnosti zvolenych jednotiek, rovnice vzniknuté zdmenou E a B sa
nelifia od nezamenenej verzie®. Mozeme sa pokisit formalne rozseparovat (E a B vyjadrit nie
jedno pomocou druhého, ale kazdé zvl4st.) Vieme, Ze rotéacia B je tmerna cCasovej zmene E a
opacne, a vieme aj, ze nabla operator komutuje s ¢asovymi deriviciami (kedZe parcidlne derivacie
podla ¢asu a priestoru ako nezdvislych premennych komutuji). Vezmime teda rotaciu poslednych
dvoch rovnic

5Mimochodom, spomenuté minus nie je Ziadnou chybou krisy. Po malom rychlokurze relativity je zjavné Ze
stvisi so §truktirou Easopriestoru a na tej fazko hladat chyby krasy.
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.. de = 0 OE OE
Vi (VxEB)=-Vx = ===V xB=—c 5=l (11)

Lo . JE 0= = o 0B 9B
V x (VxB)=—ueV x e —M0€0§V x E= ~Hoo 5, 5 = THOC0 5y

eSte uvedme, Ze rotédcie roticie je gradient divergencie minus divergencia gradientu ( laplacidn)
tohto pola:

VX (VxV)=V(V.V)= (V.V)V =V(V.V)- AV (13)

Potom pre nase polia mame

¢len rovny divergencii bude s ohladom na prvé dve Maxwellove vakuové rovnice nulovy:

02E

AFE — MOEOW =0
= 0’8
AB — Ho€o 8152 0

Jedna vec je, Ze po (formdlnom; stéle plati Ze mimo zdrojov sa tie polia udrzuji navzajom, zmena
jedného indukuje druhé) rozrefazeni obe polia spliiajii rovnakt rovnicu, Ziadne minus ani konstanta
ten stlad nerusi. Druhd je, Ze ta rovnica je vlnova! Toto je nieco, ¢o uz dnes asi nevyvola spad-
nutie sanky, jednak kvoli notorickej poucke o elektromagnetickom vlneni a jednak Ze sme casto
zvyknuti prehliadat, ¢o sa vlastne stalo. Tak ¢o sa stalo? Niekolko rovnic pozbieranych ako sihrn
experimentov s vodi¢mi a magnetmi, plus domyselny pridavok ktory chybal do konzistentnosti, k
tomu matameticky rozmar ”podme rozretazit a prisli sme k tomu, ze magnetické a elektrické pole
poslichaji rovnicu formalne rovnakt ako viny na jazere alebo huslovej strune Faktor epug stoji
pritom na mieste, kde obvykle stoji prevratend hodnota kvadratu rychlosti Sirenia viny. Este aj
z hladiska fyzikalnych jednotiek, v ktorych meriame permitivitu a permeabilitu, to sedi. A ak to
nestacilo - permitivita a permeabilita boli namerané, a po dosadeni ¢iselnych hodnoét zodpovedaja-
cich vlastnostiam vékua prideme k tomu, Ze zodpovedajtica rychlost zodpoveda cca 2,99.108m s~ 1,
¢o stihlasi s nameranou rychlostou svetla na povazlivo vela platnych cifier, privela na to, aby sme
tato zhodu konstant pripisali ndhode alebo experimentalnej neistote.

Nielen 7e elektrina a magnetizmus nejestvuju separdtne - ani od svetla nie su separatne! Toto
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je jedno z velkych zjednoteni vo fyzike, porovnatelné s Newtonovym objavom, Ze Mesiac aj jablka
padaji podla toho istého principu, napriek tomu ze okrajové podmienky robia z tych padov velmi
odlizné divadlo. A elektromagnetizmus bol klti¢ovy aj pre Newtona, bez tohto jeho vin by Newton
to jablko a Mesiac nevidel. To, Ze vlny nie su cely pribeh nam nemé kazit radost z tejto kapitoly
fyziky. Ani kvantové zovSeobecnenie nie je cely pribeh.
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